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Resumen

El presente trabajo propone una comparacién de eficiencias entre diferentes modelos de regresion logisti-
ca, teniendo como base la aplicacion del test de Vuong. La idea es encontrar dentro de la oferta existente,
el modelo que presente el mejor ajuste, partiendo del trabajo realizado sobre datos no anidados y reali-
zando la implementacion por medio de simulaciones.
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Abstract

This paper proposes a comparison of efficiencies between different logistic regression models, based on
the application of the Vuong Test. The idea is to find within the existing offer, the model that presents
the best fit, based on the work done on non-nested data and carrying out the implementation through
simulations.

Keywords: Vuong test, adjustment, simulation.

1. Introduccién

La teoria de Modelos Lineales Generalizados cuenta con una amplia gama de distribuciones asociadas
a la familia exponencial, la cuales fueron unificados de acuerdo a la similitud de sus caracteristicas
y como una extensiéon al tradicional Modelo de Regresion Lineal. Cuando Nelder y Wedderburn en
1972 ! propusieron la primera aproximacion de los Modelos Lineales Generalizados, lo realizaron con
base en la metodologia de minimos cuadrados ponderados para la estimacién de maxima verosimili-
tud, que involucran una distribuciéon de probabilidad asociada, un predictor lineal y una funcién de
enlace como instrumentos de trabajo. En el modelo lineal original, se pretende realizar una prediccién
sobre una variable respuesta que viene atada a datos de tipo continuo; en la generalizacién, se puede
decir que modelos como el Poisson y el Exponencial comparten estas caracteristicas, sin embargo, la
distribucién de los datos es diferente con relaciéon al primero y obliga a utilizar otras técnicas para
evaluar su bondad de ajuste, su poder predictivo y su potencia frente a otros modelos.
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Asi como existen modelos con base en variables continuas, también se pueden encontrar variables
respuesta de tipo cualitativo. La representacién més simple se encuentra en variables dicotémicas,
enmarcadas en ejemplos tipicos como diagnéticos meédicos (cuando se evalua la presencia o ausencia
de una enfermedad) o temas de tipo financiero (cuando se identifica un cliente moroso o no). Por otra
parte, se pueden encontrar variables que involucran varias categorias y que por su naturaleza pueden
ser de tipo nominal u ordinal, como por ejemplo la afinidad a un movimiento politico (izquierda,
centro o derecha), el estrato socioeconémico o religion profesada (catolico, cristiano, judio). Todo lo
anterior tiene como base la distribucién Binomial y esta hace parte del conjunto de distribuciones
que se enmarcan en los Modelos Lineales Generalizados a través de la representacion de Regresiones
Logisticas que se ajustan por medio de la funcién de enlace Logit.

El presente trabajo se centraré en la Regresion Logistica Multinomial, dada la naturaleza de los datos,
se realizardn comparativos entre ellos en los cuales se pretende encontrar el “mejor modeloz finalmen-
te identificar si las diferencias entre variables de tipo nominal u ordinal generan alteraciones en los
resultados y en las interpretaciones.

Para este trabajo se utilizara como herramienta principal el Test de Vuong, el cual parte del Criterio
de Informacion de Kullback Leibler y se utilizaran modelos no anidados. Al final del documento se
presentaran resultados a partir de simulaciones de datos.

Algunas aproximaciones al caso de estudio que se propone fueron realizadas con diferentes tipos de
distribuciones y aplicadas a varios problemas. Por ejemplo, el estudio hecho por Marquez, Diaz y Ortiz
en 2016 2 en donde se realizé6 una comparacién de tasas de viaje entre algunas cuidades colombianas,
involucré la utilizacién de modelos de regresiéon lineal como pardmetro de comparacion, los cuales se
construyeron a partir de los datos recolectados en encuestas domiciliarias y el Departamento Adminis-
trativo Nacional de Estadistica. Este estudio tuvo como finalidad identificar la igualdad en las tasas
de viaje entre las ciudades analizadas y las variables involucradas, por medio de la construccién de
regresiones lineales que permitieron realizar una validacién con respecto a la bondad de ajuste y una
prueba ¢ que les sirvié para comparar si las tasas de viaje eran transferibles entre ciudades o no. Pese
al ejercicio realizado, el centro del estudio se genera con base en los resultados obtenidos en términos
de variables, lo que difiere frente al presente trabajo, pues no se evalué la eficiencia de los modelos
construidos, estos solamente fueron utilizados como mecanismos de generaciéon de resultados.

Por otra parte, Acufia, Dominguez y Toro en 2012 3 proponen una comparacién entre las técnicas
tradicionales para la seleccién de modelos de regresion, las cuales van desde la seleccion de variables,
hasta la minimizacién del error cuadratico medio, el cumplimiento de los supuestos sobre los residuales
y el principio de parsimonia, contra el algoritmo genético Chu-Beasly. El objetivo de este trabajo era
demostrar que métodos de seleccién basados en algoritmos genéticos presentaban un mejor desempeno
que los tradicionales (AIC, BIC, SIC), a partir de la comparacién de las regresiones construidas. La
metodologia implementada baso sus resultados en la medicion de la eficiencia de las técnicas de selec-
cién de variables para conseguir un 6ptimo rendimiento del modelo y por ende mejorar su potencia y
su capacidad predictiva.

En una aproximacién a las aplicaciones de la regresion logistica, Ladino en 2014 4 presenta una com-
paracion entre este modelo y las Redes Neuronales; el objetivo del estudio consitié en determinar cual
de los dos presentaba un mayor nivel de discriminiacién entre los clientes “buenosz “malos"de una
entidad financiera para el producto tarjeta de crédito, de esta manera se tomarian decisiones sobre

d

"]

2“Transferibilidad geogréafica de modelos de generacion de viajes urbanos: Comparacion de modelos de regresion y tasas
viaje para algunas ciudades colombianas"

3“Una comparacion entre modelos estadisticos clasicos y técnicas metaheuristicas en el modelamiento estadistico".
4“Comparacién de Modelos de Riesgo de Crédito: Modelos Logisticos y Redes Neuronales".
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posibles incrementos en el cupo de endeudamiento otorgado. La comparacién de modelos se hace
evidente nuevamente en este articulo, sin embargo, se parte de tipos diferentes, donde las pruebas de
bondad de ajuste y predicciéon se hacen por separado y de acuerdo a la parametrizacién de cada uno
de ellos. Un caso similar expone Lizares (2017), al realizar la comparacion entre la eficiencia de la
regresion logistica binaria y los arboles de clasificacion enfocados a evaluar el rendimiento académico
de los estudiantes.

Por tltimo, el estudio adelantado por Hachuel, Boggio, Wojdyla y Servy en 2005 ®, realiza una
comparaci 6n de diferentes regresiones logisticas binarias para determinar la tasa de ocupacion (o
desocupacion) en “El Gran Rosario". En el, se realiza la seleccion de variables a incluir en todos los
modelos a partir de los Test de significancia individuales y globales. La comparaciéon de modelos se
hace a partir de la construccion de diferentes réplicas del original sobre datos de distintos afios y fi-
nalmente se realizan las conclusiones de las observaciones obtenidas. Este enfoque no mide la robustez
ni la eficiencia de cada modelo, se limita a realizar comparativos de resultados a partir de la regresion
logistica como instrumento.

La utilizacion de Modelos Lineales Generalizados involucra la aplicacién de pruebas de bondad de
ajuste frente a los datos y cumplimiento de supuestos de acuerdo con el tipo de distribucién que
presenten, la construccién generada de acuerdo al modelo escogido y los diferentes tipos de variables
dependientes asociadas en cada caso. Los modelos de regresion logistica han tenido una gran acogida
en diferentes escenarios, debido a la facilidad en el analisis de resultados, el ajuste que tienen a situa-
ciones reales y la flexibilidad en cuanto al cumplimiento de algunos supuestos. El caso més utilizado
actualmente es el simple, sin embargo, los modelos multinomiales han permitido diversificar de forma
positiva el andlisis de resultados. Teniendo en cuenta lo anterior se hace necesaria la comparacién
entre los diferentes tipos de modelos existentes para validar su potencia y eventualmente tomar deci-
siones frente la prueba utilizar, es aqui donde el test de Vuong ayudaréd a verificar lo anteriormente
mencionado.

2. Datos Categoricos

Corresponden a variables que se miden con un ntmero limitado de categorias y se encuentran en-
marcadas dentro del tipo cualitativo. Teniendo en cuenta la naturaleza de la variable, esta puede
presentar clasificaciones de orden dicotémico, nominal, ordinal y de recuento, y tipo independiente o
dependiente.

Con respecto a la primera clasificacion, las variables de respuesta dicotémica son sencillamente las
que tienen dos y solo dos posibles resultados. Cuando se presenta un orden natural de las categorias
contenidas en la variable, esta suele ser llamada de tipo ordinal, en caso contrario, cuando no existe
un orden especifico o no es relevante que se presente, se denominan nominales. En teoria y como lo
manifiesta Agresti (2012) el anélisis estadistico no deberia depender del ordenamiento que se tenga
en la variable, sin embargo, se puede presentar pérdida de poder sobre la prediccién de los modelos o
se pueden generar interpretaciones erradas en los resultados que se generen.

3. Modelos Logisticos de respuesta binaria

Dentro de la familia de Modelos Lineales Generalizados, la Regresién Logistica es la encargada de
realizar el modelado de variables con respuesta categodrica, bien sea de caso especial como el tipo
dicotémico, o multinomial cuando se tienen mas de dos categorias. El primer caso es el mas popular
dentro de este tipo de modelos y el que més aplicaciones ha tenido en diferentes campos, basando

5¢Interpretacién y comparacién de modelos de regresion logistica para el estudio de la desocupacién"
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su teoria en la busqueda de ocurrencias de un evento. El modelo logistico opera de manera similar a
una Regresion Lineal, donde se tiene una variable dependiente y se busca la relaciéon de esta con un
conjunto de variables explicativas, sin embargo, en el primer caso se establece una relacién de probabi-
lidad entre la ocurrencia o no de un evento dado que el individuo esta representado por determinados
valores para cada una de las variables independientes:

1
1+ exp(—a— Bixy — Poxy — ... — Bpp)

Pr(Y = 1|1, 22, ..., zp) (1)

Donde « representa el intercepto del modelo y S el factor que acompana a la variable independiente y
que determina la probabilidad de ocurrencia en funcién de la ausencia o presencia de la variable. En
otras palabras, se puede indicar que la probabilidad aumenta de acuerdo con el valor de 8 por cada
unidad que se tenga de la variable independiente asociada.

La probabilidad asociada a la ocurrencia de dicho evento cuenta con una distribuciéon Binomial, por
lo cual, y de acuerdo con lo mencionado por Agresti (2012), el Modelo de Regresion Logistica tiene
forma lineal para el Logit de esta probabilidad

m(x)

Logit[r(x)] = log (1—7r(gc)

>a+5x 2)

Partiendo de la forma del Odds Ratio (odds = n/(1 —n)), la ecuaciéon anterior implica que la proba-
bilidad de # aumenta o disminuye en funcién de x. Al utilizar la funciéon exponencial ¢ exp(a + Bz) =
exp(a + Bx), esta probabilidad se puede expresar como:

(z) = exp(a + px)

1+ exp(a+ Bx) ®)

Las variables explicativas en la regresion logistica pueden ser continuas o categoricas sin que esto ge-
nere algin tipo de problema al momento de realizar la ejecucién del modelo, pero si debe considerarse
la correcta interpretacion de la ausencia o presencia de la variable; asi mismo, debe tenerse en cuenta
este efecto al momento de trabajar con la funcion de regresion.

4. Modelos Logisticos de respuesta multi categorica

Como fue mencionado anteriormente, los modelos derivados del tipo logistico tienen por objetivo
realizar el modelado de poblaciones cuya variable de interés es categorica. El modelo dicotémico fue
expuesto en la seccion anterior y describié aspectos basicos a tener en cuenta, donde se parte del

6El concepto del Odds Ratio parte de la razén de probabilidad que se tiene en un conjunto de datos y su base es la
distribuciéon binomial, Agresti (2012) aclara que este concepto de Odds Ratio tiene un problema grande de sesgo, el cual
corrige con la aplicacion del logaritmo natural como medida alternativa. Para la construccién de intervalos de confianza es
necesario realizar la inversa del logaritmo natural construido, por esta razon aparece el exponencial que es el que finalmente
se utiliza dentro de la funcién de probabilidad de la regresion logistica.
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principio de céalculos de probabilidad asociados a la ocurrencia de un evento que en este caso esta re-
presentado en la variable respuesta y cuyo fundamento proviene de la distribucién binomial. Teniendo
en cuenta la naturaleza de la variable de interés, en la cual se encuentran diferentes categorias dentro
de las cuales un sujeto puede estar clasificado, se puede hablar de un modelo multi categérico. En
este sentido, vale la pena profundizar en las diferentes presentaciones que se dan en estos modelos,
partiendo de las dos principales, que son nominales y ordinales.

4.1 Modelos Logisticos multi categoricos de respuesta nominal

En los modelos de respuesta nominal, el orden de las categorias no es relevante y su principal
objetivo es determinar una correcta clasificacion de la poblaciéon o muestra de estudio. Dicho lo
anterior, es necesario mencionar que todos los modelos nominales deben contar con una categoria
base, de la cual saldra la probabilidad de que la respuesta obtenida en la variable dependiente se
encuentre en alguna de las categorias y adicionalmente se comparard con cada una de ellas. Una
forma de expresar lo anterior es:

log (“ﬂ) j=1,, 01 (4)

T

Donde J denota el numero total de categorias presentes en y y j; representa cada una de las
categorias presentes.

Al igual que en el modelo logistico de respuesta binaria, la materializacion del Log en la ecuaciéon

caracteristica de regresion (teniendo en cuenta la aclaracion realizada del log a partir de la razén
de odds) es:

log <7T']> =qy + 6j$7 j =1,..., J—1 (5)
Ty

Por lo tanto, el modelo siempre estard compuesto por J — 1 ecuaciones acompanadas de los pa-
rametros tradicionales v como intercepto y 8 como coeficiente que acompafia a cada una de las
variables independientes utilizadas. Se estableceran tantas ecuaciones como categorias existentes.
Agresti (2012) ejemplifica esta relacion utilizando dos categorias de la forma:

log <7TG> = log <7Ta/7r‘]> = log <7Ta> —log <7rb>
p /Ty Ty Ty

(aa + ﬁal’) — (Oéb + Bbx)

(@a = ap) + (Ba + Po)x (6)

Note que la ecuacién resultante cumple la forma mencionada anteriormente, donde se tiene un
conjunto de interceptos que resultan de cada categoria (o) y un conjunto de parametros que
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acompanan a la variable dependiente en cada caso. La eleccion de la categoria base puede ser
realizada a criterio del experto y no interferird en la construccién del modelo. Por defecto, los
parametros también son calculados para esta categoria base.

La prueba de hipodtesis de independencia en el comportamiento de Y frente a las variables inde-
pendientes sigue siendo la misma que tradicionalmente se ha venido manejando en los diferentes
tipos de modelos, donde Hy : 81 = s = .... = 3, =0

Otra manera de expresar las probabilidades dentro del modelo multi categorico es:

eQithBiT

T

De esta manera, el denominador es la sumatoria de las probabilidades para cada una de las ca-
tegorias presentes en el modelo, mientras que el numerador representara la ecuacion para cada
categoria, excepto para la categoria base, la cual se encuentra representada por un uno (1).

Cuando se presentan diferentes categorias dentro de la variable Y como en cada una de las varia-
bles independientes, nos referimos a un modelo generalizado de eleccion discreta.

4.2 Modelos Logisticos multi categéricos de respuesta ordinal

Cuando las categorias de la variable dependiente cuentan con un orden natural, los modelos lo-
gisticos multi categoéricos pueden ser utilizados para realizar predicciones sobre los individuos
objeto de estudio; en este caso, el tratamiento de los datos, las conclusiones sobre los resultados
obtenidos y en general el comportamiento del modelo difieren ampliamente frente al escenario de
datos nominales revisado en la seccion anterior. Adicionalmente, los modelos ordinales presentan
subsegmentos de acuerdo con el tipo de respuesta que se quiera encontrar. En tal caso es necesario
revisar los posibles escenarios disponibles y elegir la mejor opcién en el momento de modelar. Al-
gunos de los mas importantes son los modelos de categoria adyacente, la relacién de continuacién
y los modelos de probabilidades proporcionales. 7

Asi como fue mencionado en la descripcion del modelo nominal, la comparacion es relevante en la
composicion y en la muestra de los resultados, al tener una categoria base es posible verificar cual
de los Logit construidos presenta un mejor ajuste al modelo propuesto. De la misma manera, el
modelo ordinal utiliza la metodologia de comparacién para saber cual es el modelo mas razonable
para el Logit.

4.2.1 Modelos de respuesta adyacente

De acuerdo con lo mencionado por Hosmer, Lemeshow y Sturdivant (2013), los modelos de
respuesta adyacente comparan cada respuesta con la siguiente mas grande , de acuerdo al
orden de la variable de interés que se esta evaluando. Si suponemos que los log-odds no
dependen de la respuesta y son lineales en los coeficientes, entonces los logits de categorias
adyacentes son los siguientes:

"Hosmer, D. , Lemeshow, S. , Sturdivant, R. (2013). “Applied Logistic Regression".
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4.2.2

4.2.3

4.24

arp(x) = +2'8 para k=1,2,...K (8)

Asi mismo, los autores también mencionan que los logit de categorias adyacentes son una
version restringida de los de categoria base que fueron mencionados en el caso nominal. Una
forma de ver esta situacién es através de la forma:

(g +ag+ ... + ag) + kx'B (9)

Notese que la ecuacion tiene un intercepto Sxo = (a1 + as + ... + ag) y coeficientes S = kS
Modelos de relacion de continuacién

Es una versién contraria a los modelos adyacentes, donde en vez de realizar la comparacién
sobre las categorias més altas, se realiza sobre las méas bajas de tal manera que Y < k para
k=1,2,..., K. El logit del modelo se define como:

ri(z) =0, +2'Br  para k=1,2,..,.K (10)
A diferencia de las relaciones adyacentes, las cuales trabajan bajo un modelo restringido en

los logits, los modelos de relacién de continuacion tienen diferentes pendientes en cada uno
de los logits que se construyen.

Modelos de probabilidades proporcionales

Este modelo cumple una funcién comparativa entre la probabilidad de una respuesta igual
o menor (Y <= k) y la probabilidad de una respuesta mayor (Y > k), de la forma:

cx(@) = In [Pr(Y < le)}

Pr(Y > k|X)
7 — 4B para k=0,1,..., K —1 (11)

En este caso K=1
Modelos de probabilidad acumulada

De acuerdo con lo mencionado por Agresti (2012), una probabilidad acumulativa para Y se
da cuando es necesario que esta caiga en un punto determinado de las categorias disponibles.
Por lo tanto,
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P(Y<:j):7T1+....+7Tj,j:1,...,J (12)

Las cuales se van sumando de acuerdo con el orden de las categorias que se tengan. Los logits
de este tipo de probabilidades presentan la misma estructura de los que se encuentran en los
modelos tradicionales, la variacién en el numerador se da por la suma de las probabilidades
hasta Y <= j que es la categoria sobre la cual se espera que la variable dependiente caiga.

Otra manera de ver este tipo de modelos es a través de los Logit acumulados con proba-
bilidades proporcionales, donde se mantiene fijo el valor de 5 que genera el cambio en la
probabilidad frente a la variable independiente. Los célculos diferenciales pueden observarse
en cada una de las J — 1 categorias de la variable dependiente, generdndose un intercepto
para cada caso. Al revisar detallamente esta situacion, se puede observar que esta metodo-
logia logra generar modelos logit independientes en cada caso, por lo cual, la representacién
de esta interaccién se da por

PY <=j) = exp(a; + z)/[1 + exp(a; + Ba)] (13)

5. Divergencia de KullBack-Leibler

La divergencia de Kullback-Leibler parte de la medicién de la distancia entre dos distribuciones de
probabilidad Py @), las cuales se presentan sobre la misma variable (z)y @ es absolutamente continua

con respecto a P, representandola de la forma®:

D1 (Pl|Q)

P
D1 (PlQ) = Y Pino™- (14)
; Qa
Para distribuciones continuas, la divergencia es representada por las funciones de densidad de Py Q:

Dir(PlQ) = [ p(:v)lnzggd% (15)

En otras palabras, se puede decir que este indicador mide la similitud que tienen dos distribuciones, a
partir del promedio ponderado de la diferencia logaritmica de las probabilidades de P con respecto a
@ y solamente se define si Py @ suman uno, asi, es de esperarse que se cumpla que Q; >0y P; > 0.
El término divergencia se utiliza dado que no se cumple asimetria, por lo tanto:

D(P,Q) # D(Q, P) (16)

La divergencia de Kullback-Leibler es un indicador que nunca toma valores negativos, por lo tanto
D(P, @) es mayor a cero y asume igualdad entre las distribuciones cuando se presenta que P=(Q).
Adicionalmente, es asociada con el método de distribuciones de ajuste por méxima verosimilitud
dado que el principio de este, pretende maximizar el pardmetro de estimaciéon para la probabilidad,
lo cual es andlogo a minimizar la distancia entre las distribuciones que se presentan en un conjunto
de datos, por lo cual es posible decir que:

8Joyce J.M. (2011) Kullback-Leibler Divergence. In: Lovric M. (eds) International Encyclopedia of Statistical Science.
Springer, Berlin, Heidelberg
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D(P,Q) = L(P,P) - L(P,Q), (17)

También tiene un papel muy importante en la teoria de estadistica inferencial (Eguchi y Copas, 2006)
y en la aplicacién de pruebas de bondad de ajuste en modelos generalizados por medio del criterio de
informaciéon de Akaike’s (AIC).

5.1 Razones de Probabilidad:

Asumiendo que Py @ son posibles distribuciones de probabilidad para un conjunto de datos (z),
se puede realizar una prueba de hipotesis que tenga H como nula y A como alterna y que pretenda
probar cual de las dos distribuciones presenta el mejor ajuste sobre los datos. Al realizar la razon
de verosimilitud partiendo de las funciones de densidad de H (el modelo incorrecto se ajusta mejor
a los datos que el modelo correcto) y A (el modelo correcto se ajusta mejor a los datos que el
modelo incorrecto) encontramos:

fa(X)
fu(X)

Ex{\z)} = D(Pa, P),

A= Az) =log

EafM(=)} = D(Pu, Pa), (18)

Cuando se valida la hipdtesis alternativa, se encuentra la forma de la divergencia de Kullback-
Leibler, cuanto mayor es la razén de probabilidad, mayor evidencia se tiene de la hipétesis alter-
nativa.

6. Test de Vuong

El test de Vuong es una prueba utilizada para generar la seleccién del mejor modelo, entre un conjunto
finito de posibilidades. Utiliza el criterio de informacion de Kullback-Leibler (KLIC), cuya base es la
mediciéon de la distancia entre un modelo propuesto y uno llamado verdadero, donde es natural tratar
de encontrar aquella propuesta que minimice esta distancia, lo que indicard que dicho modelo tendra
la mayor aproximacién a la distribucién de los datos. Es utilizado en modelos anidados, no anidados,
superpuestos o que presentan problemas en la especificacion.

Vuong plantea un enfoque que coincide con las pruebas casicas aplicadas a modelos anidados. Su
hipoétesis esta basada en probar si todos los modelos se aproximan a la verdadera distribucién de los
datos o por el contrario existe uno que se aproxime més que otro. Dicho en términos de contraste de
pruebas de hipoétesis, es posible expresar lo anterior como:

Dados dos modelos condicionales Fy y G, g¢(y|z;7);v €T,

Hy : E°[log f(y|2:6)] = E°[log g(yl2;7)]

Hy : E°log f(y|2;0)] > E°[log g(y|z;7)]. (19)
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Dado que la base de test es el criterio de informacion de Kullback-Leibler (KLIC), todas las pruebas
realizadas para la eleccion partiran del estimador de maxima verosimilitud. Para un modelo condicional
Fy, el criterio de informacién puede verse de la forma:

KLIC(H,),; Fp) = E°[logh® (Y| Z;)] — E°[log f(Y:| Z; 6.)] (20)

|

Donde h°(+|-) es la verdadera densidad condicional de Y; dado Z; y 6, son los p-seudo valores verdaderos
de 6. Una expansion de las hipotesis expuestas anteriormente es:

Hy: E° [log =0, (21)
9(YelZe; )
lo que significa que Fy y G, son equivalentes,
F(Yi|Z4;0.)
Hy: E° [log >0, 22
d 9(Ye| Zy5 ) 22
lo que significa que Fy es mejor que G,
f(Yt‘Zt' 9*)]
H,:E° {log’ <0, 23
g o(YilZsi.) >

lo que significa que Fy es peor que G.
Las propiedades que se pueden destacar de estos escenarios son:

= Un modelo especificado correctamente debe ser al menos tan bueno como cualquier otro modelo.

= La hipétesis nula H, no requiere que ninguno de los modelos competidores se especifique correc-
tamente.

= El log verosomilitud es una estadistica natural para discriminar entre dos modelos.

La verdadera densidad h°(y|z) no se encuentra restringida a pertenecer a ninguno de los dos mode-
los (F'y G), asi mismo, dado que la comparacion de modelos se puede presentar en los escenarios
anidados, no anidados, superpuestos o mal especificados, se debe obtener la distribucién asintética
del indicador de méaxima verosimilitud y trabajar los contrates de hipétesis bajo el mismo parametro.
La distribucién asintética y la velocidad de la convergencia dependera de la anidacién de los modelos

o de la correcta especificacion ?.

6.1 Modelos estrictamente no anidados:

Dos modelos Fy y G, son estricamente no anidados si no existe inteserccién en las variables que
componen cada uno de estos. En otros términos:

9Vuong H.Quang. (1989). Likelihood Ratio Tests for Model Selection and Non-Nested Hypotheses. Econometrica, Journal
of the Econometric Society, Vol 57, No. 2, pp 307-333
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NG, =0 (24)

Esto quiere decir que los modelos 'y G no tienen distribuciones condicionales en comin, esto se
puede presentar cuando son modelos de regresién lineal con diferentes supuestos de distribucién o
cuando tienen diferentes formas funcionales. Basandonos en la prueba de razoén de verosimilitud
(LR), la cual es utilizada por el test entendiendo la definiciéon de distancias anteriormente men-
cionada y teniendo en cuenta lo mencionado por Vuong (1989), si Fy y G, son estrictamente no
anidados, entonces:

BajoHy : n'™"/? LRy, (6, %) /< DN(0, 1),
BajoHy : n(_l/Z)LRn(Gzl,'fn)/an% + o0,

oHe :n YD LR (6 ) i ans. —
BajoH; : n LRn(ﬂn,’yn)/wn% 00, (25)

7. Metodologia

La parametrizaciéon del Test de Vuong se encuentra disponible en muchos software estadisticos en la
actualidad, el principio de este, parte de todos los conjuntos de datos para los cuales es posible ajustar
un modelo que tenga como base una distribucién apropiada para trabajar con conteos. Algunos ejem-
plos de estos, pueden ser variables de interés atadas a una distribuciéon Poisson, Beta, modelos para
trabajar con repeticiones de ceros continuas y algunas otras. Al igual que el criterio de informaciéon
de Akaike, el BIC, las pruebas de Anova, entre otras, la finalidad del Test es realizar la comparacion
de diferentes tipos de modelos y determinar cual presenta un mejor ajuste a los datos sobre los cua-
les se esta trabajando. Una de las mayores ventajas del Test de Vuong, es la flexibilidad que tienen
frente al cumplimiento de algunos supuestos que son bésicos en otro tipo de pruebas, de manera que
permite abarcar en mayor medida, muchas distribuciones que no son posibles de comparar mediante
las técnicas tradicionales.

Entendiendo lo anterior, fueron realizados ajustes dentro de la parametrizaciéon propuesta por Vuong
(sin violar ningun componente de la escencia del Test), para que de esta forma pueda ser utilizado
como medio de comparacién en escenarios donde se utilizan modelos logisticos, teniendo en cuenta
que el principio de estos modelos es la distribucién binomial, la cual, a diferencia de los anteriormente
mencionados, no modelan escenarios de conteo, sino més bien eventos de ocurrencia asociados a las
posibles opciones presentadas por la variable de interés. Las corecciones propuestas en el test original,
las cuales incluyen las pruebas AIC y BIC como alternativas de eleccion, no seran tenidas en cuenta
en el presente estudio.

7.1 Estudio de simulacién

Consideramos varios escenarios de simulacién para evaluar el rendimiento de los cambios gene-
rados en la estructura del Test de Vuong. Para llevar a cabo las simulaciones, se utilizé el disefio
de varios modelos con diferente nimero de categorias en la variable de interés (y) y diferentes
cantidades y tipos de variables independientes (x). En cada escenario se fueron anadiendo una
cantidad finita de categorias en la variable respuesta, acompanadas de un incremento progresivo
en el numero de variables independientes provenientes de una distribucién uniforme; algunos de
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7.2
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los escenarios fueron simulados ademaés con una variable independiente cualitativa del tipo dicoté-
mica proveniente de una distribucién binomial. El nimero total de escenarios presentados en este
documento, comprende doce diferentes combinaciones con las tipologias anteriormente menciona-
das, las cuales seran descritas al detalle y se realizarén las conclusiones y recomendaciones a lugar.

Especificamente, se seguiran los siguientes pasos:

1. Se definieron tamanos de muestra a partir de cien observaciones, hasta nueve mil, divididos
en conjuntos de trescientos datos con los cuales se realizaron las simulaciones de las variables
dependientes e indpendientes, la construcciéon de los modelos nominales y ordinales, el testeo
de la prueba de Vuong y los resultados presentados en este estudio.

2. Para cada tamano de muestra, se simularon hasta tres conjuntos de variables independientes,
tomando como base la distribucion uniforme y un tltimo conjunto procedente de una simula-
cién de valores nominales que representarian una variable dicotémica.

3. De la misma manera, para cada tamano de muestra fueron construidas las variables dependien-
tes de tres, cuato y cinco categorias a través de un muestreo aleatorio sin reemplazo ajustado a
la cantidad de categorias que se deseaban incluir en cada caso. De esta forma, se construyeron
doce escenarios sobre los cuales se ejecutaran las pruebas correspondentes.

4. Para cada una de las doce combinaciones presentadas, fueron construidos modelos de regresion
logistica nominales y ordinales que fueron corridos en cien repeticiones para todos los tamanos
de muestra construidos. Unicamente fue considerado el modelo logistico nominal general para
el estudio presentado.

5. A partir de lo anterior, se ejecuté la prueba de Vuong. La hipotesis planteada inicialmente en
este trabajo pretendia comprobar la superioridad de los modelos nominales sobre los ordinales,
por lo cual, se esperaba que esto fuera demostrado a través de los multiples escenarios creados.
A partir del conteo generado con las repeticiones propuestas en cada tamafio de muestra y
cada escenario, se fueron detectando las veces en las cuales el modelo nonimal era superior al
modelo ordinal.

Los resultados del procedimiento descrito anteriormente se muestran a continuacién:
Observaciones generadas

Escenario 1

Se presenta una variable dependiente (y) de tres categorias, atada a modelos de una, dos, tres y
cuatro variables independientes (z). Se realizo el conteo de la cantidad de ocasiones en las cuales
el Test de Vuong indica que el modelo nominal es mejor que el ordinal para los datos sobre los
que se esta trabajando, este conteo es expresado en un porcentaje sobre el total de las iteraciones
realizadas que fueron mencionadas en el punto cuatro del numeral anterior. La tabla nimero uno
resume los resultados obtenidos y posteriormente se encontrara la grafica que permite analizar en
forma mas sencilla las tendencias encontradas:
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Tabla 1: Resultados obtenidos con variable dependiente de tres categorias

Tamano de muestra | Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4
100 0 0.01 0.02 0.09
300 0 0.02 0.02 0.02
600 0 0 0.03 0.02
900 0 0 0.02 0.07

1.200 0 0.01 0.05 0.05
1.500 0 0 0.04 0.03
1.800 0 0.02 0.07 0.04
2.100 0.02 0.02 0.05 0.07
2.400 0 0.01 0.03 0.06
2.700 0.01 0.04 0.07 0.07
3.000 0.01 0.01 0.05 0.07
3.300 0.03 0.02 0.07 0.09
3.600 0.02 0.06 0.11 0.09
3.900 0.01 0.03 0.07 0.08
4.200 0.04 0.02 0.04 0.11
4.500 0.04 0.05 0.06 0.08
4.800 0.02 0.02 0.1 0.07
5.100 0.03 0.06 0.07 0.13
5.400 0.01 0.08 0.07 0.14
5.700 0.07 0.03 0.11 0.14
6.000 0.1 0.11 0.1 0.13
6.300 0.08 0.1 0.11 0.13
6.600 0.02 0.04 0.07 0.21
6.900 0.07 0.08 0.07 0.14
7.200 0.08 0.16 0.14 0.17
7.500 0.09 0.09 0.07 0.16
7.800 0.06 0.08 0.11 0.2
8.100 0.07 0.1 0.19 0.19
8.400 0.05 0.1 0.11 0.22
8.700 0.07 0.09 0.22 0.2
9.000 0.09 0.12 0.16 0.22

Al observar los resultados obtenidos, es posible evidenciar un incremento en el porcentaje de veces
que el modelo nominal es escogido sobre el modelo ordinal a medida que se incrementa el tamano
de la muestra; de la misma manera, al aumentar la cantidad de variables independientes ingre-
sadas en el modelo, el porcentaje mencionado incrementa a una mayor velocidad y con mayor
estabilidad. Graficamente, es posible observar lo expuesto en la tabla 1, por lo cual, de manera
individual, se encuentra una mayor dispersién en los resultados obtenidos cuando se trabajé con
maximo dos variables independientes, donde a pesar de que se encuentra una tendencia creciente
frente al porcentaje de casos en los cuales el Test de Vuong escoje el modelo nominal, no alcanza
niveles superiores al 20 %. De otra parte, los escenarios tres y cuatro presentan un mejor compor-
tamiento, siendo el ulltimo mencionado, el que mayor estabilidad presenta frente a la tendencia
creciente de escogencia. En este punto es posible notar que el nivel de casos donde el modelo
nominal es superior al ordinal llega al rededor del 25 %. Para todos los escenarios es claro que al
realizar una simulacién con un tamano de muestra superior, se puede llegar a obtener un mayor
nivel de aceptaciéon del modelo nominal, encontrando que los escenarios tres y cuatro alcanzarian
esta situacon de forma mas rapida que los dos primeros.
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Variable Dependiente de Tres Categorias
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Figura 1: Porcentaje de elecciones de los modelos nominales sobre los ordinales. De acuerdo a la com-
binacién: Modelo 1, una variable independiente. Modelo 2, dos variables independientes. Modelo 3, tres
variables independientes. Modelo 4, cuatro variables independientes.

Escenario 2

Se presenta una variable dependiente (y) de cuatro categorias, atada a modelos de una, dos, tresy
cuatro variables independientes (z). Se realizo el conteo de la cantidad de ocasiones en las cuales
el Test de Vuong indica que el modelo nominal es mejor que el ordinal para los datos sobre los
que se esta trabajando, este conteo es expresado en un porcentaje sobre el total de las iteraciones
realizadas. La tabla nimero dos resume los resultados obtenidos y posteriormente se encontraré
la grafica que permite analizar en forma més sencilla las tendencias encontradas:
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Tabla 2: Resultados obtenidos con variable dependiente de cuatro categorias

Tamano de muestra | Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4
100 0.02 0.13 0.23 0.38
300 0.06 0.1 0.22 0.37
600 0.12 0.17 0.23 0.41
900 0.19 0.23 0.4 0.49

1.200 0.21 0.27 0.39 0.61
1.500 0.29 0.4 0.51 0.66
1.800 0.47 0.5 0.56 0.75
2.100 0.37 0.54 0.7 0.76
2.400 0.55 0.61 0.71 0.71
2.700 0.51 0.57 0.69 0.74
3.000 0.64 0.66 0.84 0.83
3.300 0.76 0.79 0.88 0.84
3.600 0.68 0.81 0.9 0.93
3.900 0.8 0.8 0.87 0.95
4.200 0.8 0.83 0.89 0.95
4.500 0.87 0.91 0.95 0.98
4.800 0.88 0.92 0.93 0.98
5.100 0.93 0.92 0.96 0.99
5.400 0.94 0.94 0.99 0.98
5.700 0.98 0.99 0.98 1
6.000 0.92 0.99 1 1
6.300 0.95 0.95 0.96 1
6.600 0.98 0.96 0.99 0.99
6.900 0.98 1 1 1
7.200 0.95 0.98 1 1
7.500 0.99 0.99 0.98 1
7.800 0.99 1 1 1
8.100 1 1 1 1
8.400 1 0.99 1 1
8.700 1 0.99 1 1
9.000 1 1 1 1

Al igual que los resultados obtenidos en el escenario uno, un incremento en el tamainio de la
muestra para todos los casos presentados, genera un mayor namero de ocasiones en las cuales
el modelo nominal es escogido por el Test de Vuong sobre el ordinal. En todos los casos y a
diferencia de las simulaciones que fueron construidas sobre una variable dependiente de tres ca-
tegorias, este escenario presenta un mayor nivel de estabilidad y una clara tendencia creciente
sobre la eleccion generada por la prueba, en esta ocasion es facilmente evidenciable que aunque se
presentan diferentes velocidades, las cuales dependen de la cantidad de variables independientes
asociadas a los modelos, todas tienden a elegir de forma absoluta un modelo nominal por encima
de un ordinal. En el escenario anterior, se mencionaba que probablemente al realizar un nimero
mayor de simulaciones incrementando el tamano de la muestra, se podria llegar a una conver-
gencia igual a uno, para este caso, la inclusién de una categoria méas en la variable dependiente
generd una convergencia mucho mayor y méas rapida que la anterior. Esta situacion es facilmente
evidenciable en el modelo de cuatro variables independientes, en el cual a partir de la primera
simulacién, el porcentaje de eleccién del modelo nominal estd alrededor del 30 %, mucho mayor
al 22 % encontrado como el maximo alcanzado por una variable dependiente de tres categoias y
cuatro independientes del escenario uno.
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El grafico de comparacion de todos los escenarios resume en mejor medida lo expuesto anterior-
mente, al realizar una aproximacioén de todos los casos en una sola vista y partiendo de la misma
escala, las diferencias, los alcances y los estimativos mencionados son notados con mayor facilidad.
De los principales puntos a resaltar de este parte encontramos :

= Todos los casos tienden a elegir en su totalidad modelos nominales a medida que el tamano
de muestra incrementa

= Los modelos con tres y cusatro variables independientes asociadas, arrancan desde tamanos
de muestra pequenos, con alto porcentajes de eleccion de modelos nominales.

Variable dependiente de cuatro categorias categorias
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Figura 2: Porcentaje de elecciones de los modelos nominales sobre los ordinales. De acuerdo a la com-

binacién: Modelo 1, una variable independiente. Modelo 2, dos variables independientes. Modelo 3, tres
variables independientes. Modelo 4, cuatro variables independientes.
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Escenario 3

Se presenta una variable dependiente (y) de cinco categorias, atada a modelos de una, dos, tres y
cuatro variables independientes (z). Se realizo el conteo de la cantidad de ocasiones en las cuales
el Test de Vuong indica que el modelo nominal es mejor que el ordinal para los datos sobre los
que se esta trabajando, este conteo es expresado en un porcentaje sobre el total de las iteraciones
realizadas que fueron mencionadas en el punto cuatro del numeral anterior. La tabla nimero dos
resume los resultados obtenidos y posteriormente se encontrara la grafica que permite analizar en
forma mas sencilla las tendencias encontradas:

Tabla 3: Resultados obtenidos con variable dependiente de cinco categorias

Tamano de muestra | Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4
100 0.07 0.23 0.4 0.75
300 0.03 0.27 0.5 0.77
600 0.13 0.33 0.51 0.68
900 0.22 0.43 0.59 0.82

1.200 0.27 0.45 0.59 0.85
1.500 0.44 0.6 0.75 0.86
1.800 0.44 0.61 0.81 0.91
2.100 0.55 0.81 0.85 0.91
2.400 0.56 0.78 0.83 0.95
2.700 0.68 0.88 0.94 0.97
3.000 0.72 0.87 0.91 0.95
3.300 0.83 0.88 0.96 1
3.600 0.84 0.93 0.94 0.97
3.900 0.91 0.95 0.98 1
4.200 0.89 0.93 0.99 1
4.500 0.93 0.98 1 1
4.800 0.97 0.97 1 1
5.100 0.96 0.97 0.99 1
5.400 0.99 0.97 0.98 1
5.700 0.99 0.98 1 1
6.000 0.96 1 1 1
6.300 1 1 1 1
6.600 0.99 0.99 1 1
6.900 0.99 0.99 1 1
7.200 1 1 0.99 1
7.500 1 1 1 1
7.800 1 1 1 1
8.100 1 1 1 1
8.400 1 1 1 1
8.700 1 1 1 1
9.000 1 1 1 1

Como ocurri6é en los escenarios uno y dos, el incremento en el tamano de muestra genera un
mayor namero de ocasiones en las cuales el modelo nominal es escogido por el Test de Vuong
sobre el ordinal, sin embargo, para este ultimo caso, la adicién de una categoria adicional a la
variable dependiente generé un importante incremento en la velocidad sobre la cual se escoge en
la totalidad de los casos el modelo nominal sobre el ordinal, donde aproximadamente para un
tamafio de muestra cercano a los 2.500 registros, el porcentaje de escogencia es del 100 % . Para el
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iltimo escenario construido , en el cual fueron incluidas cuatro variables independientes al modelo,
a partir de la primera simulacién, el porcentaje de escogencia es cercano al 75 %, por lo cual es
importante mencionar que la cantidad de categorias manejadas en la variable dependiente genera
grandes cambios en la eleccién generada por el Test de Vuong, lo que repercute en la utilizacién
de tamanos de muestra relativamente pequenos para que la prueba se incline por la eleccion de
un modelo nominal.

El grafico de comparacion de todos los escenarios resume en mejor medida lo expuesto anterior-
mente, al realizar una aproximacion de todos los casos en una sola vista y partiendo de la misma
escala, las diferencias, los alcances y los estimativos mencionados son notados con mayor facilidad.
De los principales puntos a resaltar de este parte encontramos:

= El incremento de categorias en variables dependientes aumenta el nivel de leccién sobre mo-
delos nominales.

= El modelo con cuatro variables independientes asociadas, arrancan desde tamanos de muestra
pequenos, con alto porcentajes de eleccion de modelos nominales.
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Figura 3: Porcentaje de elecciones de los modelos nominales sobre los ordinales. De acuerdo a la com-

binacién: Modelo 1, una variable independiente. Modelo 2, dos variables independientes. Modelo 3, tres
variables independientes. Modelo 4, cuatro variables independientes.
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8. Conclusiones

Este trabajo realizo la comparacion de eficiencia entre un modelos logistico nominal y un ordinal a
partir del ajuste del Test de Vuong para la evaluacion y eleccién del mejor modelo. Para esto fueron
generadas simulaciones con diferentes escenarios, los cuales pretendian probar la efectividad de la
prueba en maultiples situaciones y comprobar la hipétesis inicial planteada sobre la cual se indicaba
que la eleccién debia inclinarse por los modelos del tipo nominal.

Los resultados obtenidos con variables dependientes de pocas categorias no evidenciaron un mayor
porentaje de eleccion del modelo nominal sobre el ordinal; la adicién de variables independientes
generd un incremento en este porcentaje pero no fue superior frente al modelo ordinal. Al evaluar la
tendencia en la medida en la que el tamano de muestra de las simulaciones incrementaba, se identificd
que era posible obtener el resultado deseado pero con una mayor cantidad de observaciones.

El incremento de categorias en la variable dependiente vuelve sensible la eleccién de los modelos
nominales sobre los ordinales, esto fue evidenciado en los escenarios dos y tres, siendo mas fuerte el
iltimo, donde en todos los casos, el modelo nominal fue superior.

A partir de la cantidad de categorias de la variable dependiente, la adicion de variables independientes
en los modelos genera una diminucién en el tamano de muestra ideal para el porcentaje de eleccién
del modelo nominal sea mayor.

La inclusién de variables cualitativas en la construccién de los modelos no generé alteraciones signifi-
cativas en los resultados presentados.

La validacion a través de las corecciones por medio de los criterios de informacion AIC y BIC, las
cuales fueron propuestas por el autor de la prueba, no se tuvieron en cuenta en este ejercicio. De la
misma manera se trabajo unicamente bajo el supuesto de modelos estrictamente no anidados.

Este ejercicio se realizé a partir de simulaciones de conjuntos de datos y con un fin académico, sin
embargo, para futuros trabajos se propone utilizar bases de datos reales y la comprobacion de los
puntos mencionados en el apartado anterior.
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