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Resumen

El uso adecuado de materiales de referencia (MR) es fundamental en laboratorios de ensayo

y calibración, donde se requieren materiales homogéneos (que garanticen el mismo valor de

la propiedad) y estables (Centro Español de Metroloǵıa (2012)) para validar métodos de

medición, calibrar equipos y garantizar la validez de los resultados. La gúıa ISO 35:2017

define la incertidumbre de homogeneidad (uhomo) como la incertidumbre asociada a la he-

terogeneidad detectada tanto entre como dentro de los MR en su proceso de producción,

se sugiere estimar utilizando diseños experimentales y el Análisis de Varianza (ANOVA).

Sin embargo, la aplicabilidad y la interpretación de esta técnica puede tener inconvenientes

cuando se observan comportamientos asimétricos entre las botellas analizadas, dado que al

asumir normalidad puede ocasionar problemas de sobreestimación o subestimación de esta

incertidumbre, lo que puede llevar a decisiones erróneas y consecuencias costosas al rechazar

o aceptar un lote, que puede generar pérdida de confianza en los clientes y hasta la perdida

de acreditación o reconocimiento del laboratorio.

Este estudio propone un modelo alternativo que emplea la distribución Skew-Normal para

estimar el efecto del factor aleatorio entre botellas, considerando un parámetro de forma en

la distribución que permitirá cuantificar la asimetŕıa o desplazamientos con respecto al valor

central. Se utilizaron algoritmos de optimización cuasi-newton (L-BFGS-B) y opcionalmente

en el caso de que se presente limitaciones en la convergencia se utilizará el algoritmo genéti-

co (NSGA-II) para maximizar la función de verosimilitud y con ello encontrar los valores

óptimos para µ, s2τ , s
2
e y α. Este modelo alternativo busca evaluar posibles sesgos que afec-

ten la precisión del método y, por ende, la homogeneidad de un material de referencia. La

aplicación se centró en la producción de un material de referencia de elementos en aguas,

evaluando el modelo propuesto en diferentes niveles de homogeneidad inducidos mediante

análisis gravimétricos.

El modelo propuesto incorpora el parámetro de forma α en la cuantificación de s2τ , ajus-

tando esta estimación sin sobreestimar la varianza. Se concluyó que este enfoque permite

estimaciones de incertidumbre relativa comparables con técnicas tradicionales (ANOVA y

DerSimonian-Lair) y es apto para casos donde no se cumplen los supuestos de normalidad

para el efecto entre botellas. Aunque presenta limitaciones en presencia de muchos puntos

at́ıpicos relacionados con la heterogeneidad dentro de la botella, el modelo se muestra ade-

cuado para su propósito previsto.

Palabras clave: Diseño de Experimentos, Materiales de Referencia, Estudios de homogeneidad,

ANOVA una via, Factor Aleatorio, Distribución Skew-normal, incertidumbre de medición, Incerti-

dumbre de homogeneidad, DerSimonian Laird (DL), Análisis Gravimétrico, Optimización, máxima

verosimilitud.
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Abstract

The proper use of reference materials (RMs) is crucial in testing and calibration laboratories,

where homogeneous (ensuring the same property value) and stable materials (Centro Español de

Metroloǵıa (2012)) are required to validate measurement methods, calibrate equipment, and en-

sure the validity of results. ISO Guide 35:2017 defines the homogeneity uncertainty (uhomo) as

the uncertainty associated with the detected heterogeneity both between and within RMs during

their production process. It is suggested to estimate this uncertainty using experimental designs

and Analysis of Variance (ANOVA). However, the applicability and interpretation of this techni-

que may pose challenges when asymmetric behaviors are observed among the analyzed bottles.

Assuming normality can lead to overestimation or underestimation of this uncertainty, potentially

resulting in incorrect decisions and costly consequences when accepting or rejecting a batch. This

could lead to a loss of trust from clients and even the loss of laboratory accreditation or recognition.

This study proposes an alternative model that employs the Skew-Normal distribution to estimate

the effect of random factors among bottles. A shape parameter in the distribution allows quantifying

asymmetry or deviations from the central value. Quasi-Newton optimization algorithms (L-BFGS-

B) were used, and optionally, in case of convergence limitations, the genetic algorithm (NSGA-II)

was employed to maximize the likelihood function and find optimal values for µ, s2τ , s2e, and α.

This alternative model aims to assess potential biases affecting method precision and, consequently,

the homogeneity of a reference material. The application focused on producing a reference material

for elements in water, evaluating the proposed model at different levels of induced homogeneity

through gravimetric analysis.

The proposed model incorporates the shape parameter α in the quantification of s2τ , adjusting this

estimation without overestimating the variance. It was concluded that this approach allows for

uncertainty estimates comparable to traditional techniques (ANOVA and DerSimonian-Lair) and

is suitable for cases where the normality assumptions for the effect between bottles are not met.

Although it has limitations in the presence of many outliers related to heterogeneity within the

bottle, the model proves suitable for its intended purpose.

Keywords: Design of Experiments, Reference Materials, Homogeneity Studies, ANOVA One Way,

Random Factor ,Skew-normal Distribution, Measurement uncertainty, Homogeneity uncertainty,

DerSimonian Laird (DL), Gravimetric Analysis, Optimization, maximum likelihood
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C-1.Medidas de precisión por estándar interno para 62Ni . . . . . . . . . . . . . . . . 100

C-2. Estad́ısticas Descriptivas 62Ni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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1. Introducción

El agua es un elemento vital para el consumo del ser humano y el desarrollo de diferentes acti-

vidades tales como agricultura, procesos industriales, producción de enerǵıa, entre otros. Dado lo

anterior, es relevante el monitoreo de la calidad del agua con el fin de identificar posibles problemas

de contaminación o caracteŕısticas que no permitan su uso para una actividad u otro. En Colombia

se han adoptado diversos documentos que presentan las disposiciones y directrices legales que tra-

tan sobre la sostenibilidad del agua. Entre estos documentos, se encuentra la Polićıa Nacional para

la Gestión Integral del Recurso Hı́drico, donde una de sus estrategias es el monitoreo, seguimiento

y evaluación de la calidad del agua; y las resoluciones 2115 de 2007 y 1207 de 2014 en las cuales se

definen los criterios de calidad que debe cumplir el agua según su uso potable, agŕıcola e industrial.

Con el propósito de asegurar lo estipulado en la reglamentación, existen laboratorios que se encar-

gan de evaluar cada uno de los parámetros relacionados con la calidad del agua; estos laboratorios,

deben contar con métodos de medición que permitan entregar resultados confiables, pues a partir

de estos se asegura la inocuidad de un agua, se da viabilidad a la elaboración de nuevos productos

o se generan acciones sancionatorias. Dentro de las mediciones relevantes en agua, se encuentra

la medición de elementos tóxicos y no tóxicos, pues estos definen algunas de las propiedades más

relevantes para su uso, adicional a que son el mejor indicador ambiental de muchos de los procesos

industriales. Por lo anterior, y dadas las implicaciones sociales, económicas y legales asociadas a

los resultados de medición de elementos en agua, los laboratorios de ensayo deben demostrar su

competencia técnica, lo cual se realiza a través de la acreditación de sus procesos de medición.

La acreditación es un proceso mediante el cual, un organismo autorizado evalúa y declara formal-

mente que un laboratorio es técnicamente competente para la realización de un ensayo o grupo de

ensayos determinados 1. Para lo anterior, los laboratorios de ensayo deben contar con diferentes

herramientas que le permitan demostrar que sus procesos de medición son idóneos para emitir resul-

tados confiables. Dentro de estas herramientas se encuentran participación de ensayos de aptitud,

realizar procesos de aseguramiento de la validez de los resultados y uso de materiales de referencia,

siendo estos últimos determinantes para demostrar la competencia técnica del laboratorio.

Según el Centro Español de Metroloǵıa (2012) un MR es un material suficientemente homogéneo y

estable con respecto a propiedades especificadas, establecido como apto para su uso previsto en una

medición o en un examen de propiedades cualitativas. Los materiales de referencia son ampliamente

usados en diversas aplicaciones, a continuación se identifican algunas 2:

1Tomado de: Interempresas (2011). La Acreditación, Página web: https://onx.la/95850
2Tomado de: INM (2020). Materiales de referencia. Página web: https://n9.cl/62vij

https://onx.la/95850
https://n9.cl/62vij
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La calibración/verificación de instrumentos;
La validación/confirmación de métodos de medición;
El establecimiento de cadenas de trazabilidad metrológicas;
Uso como ı́tems de Ensayos de aptitud/comparación inter laboratorios;
El aseguramiento de la validez de los resultados de una medición, entre otros.

Con el objetivo de brindar un contexto más completo sobre la producción de materiales de referen-

cia a nivel mundial, se han destacado en la tabla 1-1 algunos de los principales productores. Estos

se han seleccionado en virtud de su destacado alcance en la producción de materiales de referen-

cia, avances tecnológicos, innovación, aśı como su contribución a trabajos académicos, entre otros

criterios significativos. Esta recopilación abarca Institutos Nacionales y laboratorios acreditados de

diversas naciones, incluyendo Alemania, páıses europeos, Estados Unidos y Colombia.

Tabla 1-1.: Instituciones de metroloǵıa
Región/Pais Organización página web

Alemania Federal Institute for Materials Research and Testing (BAM) https://www.bam.de/Navigation/EN/Home/home.html

Europa European Reference Materials https://ec.europa.eu/jrc/en/reference-materials

Estados Unidos National Institute of Standards and Technology (NIST) https://www.nist.gov/srm

Estados Unidos Sigma-Aldrich RTC http://www.cromlab.es/EST_RTC.htm

Colombia Instituto Nacional de Metrologia (INM) https://inm.gov.co/web/

Nota: Tabla de elaboración propia

Los requisitos para la producción de estos materiales se establecen en la ISO 17034:2016 (Trap-

mann et al. (2017)) y dependiendo de la naturaleza y tipo de material a producir, deben realizarse

estudios que permitan garantizar que el ı́tem es suficiente, estable y homogéneo para ser usado,

para ello a nivel mundial se ha empleado la Gúıa 35 (2017) y estrategias de autores como Ellison

and Botha (2018).

Se resalta que la producción de materiales de referencia es un proceso que está compuesto por las

siguientes etapas1:

1. Preparación de material candidato

2. La evaluación de la homogeneidad

3. La evaluación de la estabilidad a corto plazo (permite definir condiciones de transporte)

4. La evaluación de la estabilidad a corto plazo (determina la vida útil del material)

5. Información del material (valor de referencia e incertidumbre)

6. La certificación de la propiedad (si aplica).

Según Linsinger et al. (2001) la preparación del material debe estar enfocada en reducir la hete-

rogeneidad y la falta de estabilidad de los materiales, lo cual se realiza a través del mejoramiento

de sus propiedades fisicoqúımicas. Es importante mencionar que la mayoŕıa de los MR, son pro-

ducidos en lotes, lo que quiere decir que el productor debe asegurar que cada una de las unidades

https://www.bam.de/Navigation/EN/Home/home.html
https://ec.europa.eu/jrc/en/reference-materials
https://www.nist.gov/srm
http://www.cromlab.es/EST_RTC.htm
https://inm.gov.co/web/
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son similares y esto se realiza a través de un estudio de homogeneidad. A través de este estudio, se

puede garantizar que cada unidad tenga el mismo valor de la propiedad (esto contempla pequeñas

variaciones tolerables de acuerdo con los requerimientos definidos para la producción del material),

lo cual es un requisito que debe evaluarse tanto dentro (para el caso de sólidos) como entre unidades

producidas.

Para el propósito de evaluar homogeneidad de un MR, según la literatura consultada, existe un

método usado desde hace más de 30 años (Biagini et al. (1995)) en donde se plantea el uso de un

Análisis de Varianza (ANOVA) de una v́ıa con la siguiente estructura:

Yi,j = µ+ τi + ei,j

Donde µ es la verdadera gran media del lote que fue muestreado; τi el efecto de la unidad i y ei,j
es el error de medición en la determinación j del contenido de la botella i.

Generalmente, se asume τi como aleatorio dado que proviene de un muestreo de unidades y con

una distribución Gaussiana asociada con media cero y desviación estándar στ . Por otro lado, ei,j
también se asume Gaussiana con media cero y desviación σe. Con τ y e independientes.

En las pruebas de homogeneidad generalmente hay material a granel que se deposita en botella

(polvo, harina, vino, agua, leche, entre otros) y de estas botellas se extrae una muestra. Posterior-

mente, la propiedad de interés se mide una cantidad de veces en cada botella de la muestra según

sea requerido o definido por el laboratorio de acuerdo a la figura 1-1.

Figura 1-1.: Esquema de evaluación de homogeneidad

Nota: Tomado de numeral 7.9.2 de la Gúıa 35 (2017)

Dada la significativa importancia de la evaluación de homogeneidad en la producción de un mate-

rial de referencia, este trabajo de grado tiene como objetivo presentar una alternativa al modelo

tradicional, teniendo en cuenta las dificultades que podŕıan surgir tanto en su implementación como

su análisis convencional.
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Según Linsinger (2020), en un informe del Joint Research Centre (JRC) de la Comisión Europea

sobre estudios de homogeneidad llevados a cabo durante un periodo de cuatro años, se llegó a la

conclusión de que, de los 216 parámetros certificados correspondientes a 36 materiales de referencia

analizados, en aproximadamente un tercio de estos estudios, la repetibilidad del método fue tan

elevada que resultó imposible calcular la desviación estándar entre unidades mediante el análisis

clásico de varianza (ANOVA). Esta situación no solo obstaculizó el análisis estad́ıstico, sino que

también generó dificultades en las conclusiones sobre la producción. Este hallazgo pone de mani-

fiesto las limitaciones de la ANOVA en los estudios de homogeneidad y destaca la necesidad de

implementar otros métodos de análisis.

Hasta el momento se ha identificado como alternativa para resolver este tipo de problemáticas au-

mentar el numero de réplicas por unidad, pero este tipo de soluciones no son un camino viable para

las organizaciones con presupuestos limitados de producción o en el caso de métodos de medición

que requieran muchas etapas y tiempo para su ejecución.

En el desarrollo de materiales de referencia existen varias técnicas anaĺıticas usadas en los labora-

torios de ensayo, como por ejemplo la Cromatograf́ıa ĺıquida acoplada a espectrometŕıa de masas,

plasma acoplado inductivamente con detector de espectrometŕıa de masas, entre otras técnicas;

las cuales permiten medir varios compuestos o elementos de manera simultánea (medición multi-

analito). Sin embargo, esto implica un proceso extenso con largos periodos de medición que intro-

ducen deriva 1 por el equipo usado, haciendo que en algunos casos se presenten valores altos y al

finalizar valores bajos de la propiedad de interés (tendencia lineal o exponencial); En este caso la

evaluación de homogeneidad se ve afectada por un problema que imposibilita la aplicación de la

ANOVA tradicional, el cual es el efecto de la deriva por el equipo de medición usado, esto implica

buscar otras alternativas para estructuración de un nuevo modelo que permita controlar la varia-

bilidad y la presencia de posibles sesgos.

Se han presentado alternativas para solucionar las dificultades de la deriva, como lo son aleatorizar

las muestras y no medir en orden de su preparación o acudir a otro tipo de diseños experimentales

más complejos, pero esto puede traer mayor inconveniente para el personal del laboratorio y puede

retrasar el proceso de producción de un MR.

1según el Centro Español de Metroloǵıa (2012) la deriva es la variación continua o incremental de una

indicación a lo largo del tiempo, debida a variaciones de las caracteŕısticas metrológicas de un instrumento

de medida
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Dado lo anterior, se puede decir que si bien el método tradicional (ANOVA de una v́ıa) se ha

mantenido durante muchos años como una herramienta útil en la evaluación de homogeneidad con

buenas estimaciones y con menor complejidad, a su vez en su ejecución se ve limitada cuando se

presentan problemas como la falta de repetibilidad o deriva instrumental. Por tanto, para este estu-

dio se propone un modelo alternativo que permite considerar la distribución Skew-normal como una

variación distribucional del factor que mide el efecto entre botellas y poder identificar la presencia

de sesgos que afecten la producción del MR.

Por tanto, se plantea la siguiente pregunta problema:

Pregunta problema: ¿Es posible proponer y aplicar un nuevo modelo como método al-

ternativo para evaluación de homogeneidad en la producción de materiales de referencia de

elementos en agua que contemple la distribución skew-normal para la estimación del efecto

entre unidades de medición que permita contrarrestar los problemas de sesgo y alta variabi-

lidad que imposibilitan la aplicación de modelos convencionales?



3. Objetivos

3.1. Objetivo general

Proponer un nuevo modelo para la evaluación de homogeneidad de materiales de referencia, me-

diante la aplicación de la distribución skew-normal en el factor entre botellas, para identificar sesgos

y con ello corregir los efectos sistemáticos y reducir los problemas de estimación de la incertidumbre

por homogeneidad.

3.2. Objetivos Espećıficos

Plantear un modelo para la evaluación de la homogeneidad en la producción de materiales

de referencia de elementos en agua con la variación distribucional skew-normal.

Evaluar el modelo propuesto según el diseño experimental planteado.

Comparar los resultados entre el modelo propuesto y otros métodos previamente existentes

para evaluar la homogeneidad en los materiales de referencia, como ANOVA y Dersimonian

Laird.
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literatura

Esta revisión bibliográfica aborda los avances a nivel mundial en la evaluación de homogeneidad

de materiales de referencia, destacando la influencia de diversos continentes en este proceso. Desde

América hasta Asia, se analizan avances y brechas de conocimiento, con el objetivo de ofrecer una

visión integral de la complejidad de este tema. Este análisis busca no solo proporcionar una com-

prensión profunda de los desarrollos actuales, sino también que se pueda comprender la necesidad

de crear nuevas metodoloǵıas estad́ısticas que impulsen constantemente los avances en el desarrollo

de la metroloǵıa:

Uno de los primeros esquemas para la evaluación de homogeneidad de materiales de referencia

fue realizado por Sutarno and Faye (1975) en Canadá a través de comparaciones interlaboratorio

entre laboratorios expertos, haciendo uso del intervalo de confianza del valor de consenso entre

laboratorios para un elemento seleccionado. Para este caso, se utilizó un análisis de varianza de

una v́ıa (ANOVA) para detectar la posible diferencias entre muestras usadas. Como conclusión se

determinó que la magnitud del factor de certificación de un MR se ve influida por la varianza dentro

del laboratorio, esta varianza incluyó la falta de homogeneidad dentro de la botella del material

de referencia y la repetibilidad del método anaĺıtico teniendo en cuenta para este caso la varianza

entre botellas.

Por su parte Biagini et al. (1995) en Europa realizó uno de los primeros estudios de homogeneidad

en producción de material aplicando ANOVA para la evaluación de homogeneidad en materiales

de referencia fortificados, en este trabajo se descompuso el análisis de varianza entre y dentro de

las muestras, como hipótesis nula se estableció que no exist́ıan diferencias entre las muestras de

un material a granel, usando la misma cantidad de material de manera uniforme. Con este estudio

se demostró que la ANOVA es un método práctico para evaluar la incertidumbre asociado con la

falta de homogeneidad de la muestra de un material de referencia radioactivo, también concluyó

que esta técnica no es útil para métodos destructivos.

Otro estudio relevante que fue realizado en China, fue el de Kyun-Gmee et al. (2011) que buscaba

evaluar la homogeneidad en materiales de referencia para la determinación cuantitativa de metales

pesados, como Pb y Cd en componentes electrónicos, utilizaron como técnica de evaluación de

homogeneidad la aplicación de una ANOVA teniendo en cuenta tres técnicas anaĺıticas diferentes,

espectrometŕıa de emisión atómica (ICP-AES), espectrometŕıa de fluorescencia de rayos X (XRF)

y masa de ICP por ablación con láser, teniendo en cuenta los niveles mı́nimos y máximos de cada
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elemento qúımico (Pb y Cd), demostrando que los materiales desarrollados eran útiles y poséıan

buenas caracteŕısticas de estabilidad y homogeneidad.

Mientras que en Brasil, Dos Santos et al. (2015) realizaron un estudio de homogeneidad en un

material de referencia de harina de máız candidato para análisis orgánico, como técnica anaĺıtica se

usó métodos acoplados inductivamente espectrometŕıa de emisión óptica de plasma (ICP OES) en

el cual se cuantificaron los elementos Ca, K, Mg, P, Zn, Cu, Fe, Mn y Mo; los resultados fueron eva-

luados aplicando un análisis de varianza (ANOVA) y análisis de componentes principales (PCA).

El ANOVA aplicado fue el tradicionalmente sugerido por la Gúıa ISO 35:2017 y adicionalmente

usaron el PCA para evaluar la homogeneidad del material utilizando los valores individuales de las

muestras; para el caso de PCA se utilizó la matriz de datos para evaluar las pruebas de homogenei-

dad entre botellas y dentro de las botellas utilizando valores individuales de las muestras, se obtuvo

que los dos primeros componentes principales representan el 70, 4% de la varianza explicada. La

homogeneidad del material fue comprobada con el método tradicional ANOVA y el PCA demostró

ser un buen método alternativo y comparable para la evaluación de homogeneidad.

En Europa Linsinger et al. (2001) decidieron realizar una variación a la técnica tradicional ANO-

VA y realizaron un estudio de homogeneidad y estabilidad a un material de referencia de agua,

asumiendo un diseño completamente anidado, separando el efecto entre muestras y dentro de las

muestras, corrigiendo los cuadrados medios entre muestras proporcionando mayor relevancia al im-

pacto a los cuadrados medios dentro del material, logrando disminuir la incertidumbre estimada;

sin embargo, sugirió continuar con los estudios tradicionales de homogeneidad.

En Páıses Bajos (Laboratorio Van Swinden) Van der Veen (2017) fue uno de los primeros que pro-

puso la estad́ıstica bayesiana en la evaluación de homogeneidad de materiales de referencia usando

como material de referencia una mezcla de gas natural sintético; la estad́ıstica bayesiana surgió

como propuesta para solucionar la problemática que se presenta cuando las diferencias debidas a la

homogeneidad entre botellas son pequeños (Suma de Cuadrados entre unidades es menor a la suma

de cuadrado dentro) y la repetibilidad del método de medición no es suficiente para cuantificar

estas diferencias, o cuando se presentan de valores at́ıpicos o valores rezagados en el conjunto de

datos. El análisis bayesiano propuesto fue modelo DerSimonian-Laird, se proporcionaron a los tres

parámetros del modelo (µ, τ y σ) funciones de densidad de probabilidad posterior y se seleccionaron

distribuciones previas débilmente informativas, para permitir que los datos dominen en el análisis

bayesiano y también mejorar el rendimiento del Método Monte Carlo Markov Chain (MCMC), uti-

lizado para calcular una muestra de las distribuciones posteriores. Esta propuesta obtuvo resultados

aceptables de acuerdo a los objetivos propuestos y como conclusión se pudo definir que los resulta-

dos de los métodos clásicos son muy similares a los resultados de los modelos bayesianos propuestos.

En un estudio reciente en Bélgica, Linsinger (2020) compara el análisis bayesiano con el ANOVA,

se buscaba evaluar si la bayesiana puede ser una alternativa para resolver los problemas de repe-

tibilidad que presenta la producción de muchos materiales de referencia a nivel mundial, puesto

que la repetibilidad del método es en ocasiones demasiado alta para calcular la desviación estándar
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entre unidades (desviación entre botellas (sbb) aproximadamente 0) y lo que no permite aplicar un

análisis clásico de varianza (ANOVA). En este estudio se encontró que hay correspondencia entre

el método tradicional y el análisis de bayesiano (cuando se proponen distribuciones previas infor-

mativas y no informativas) pero en cuanto a la estimación de incertidumbre, el análisis bayesiano

puede presentar subestimaciones o sobreestimaciones de la misma.

Dado que hasta el momento ninguna de las propuestas ha solucionado completamente el análisis

de homogeneidad cuando se presentan problemas de sesgos, por tanto, se deben buscar otras alter-

nativas que permitan brindar soporte a la metroloǵıa en este campo espećıfico.

Es fundamental destacar que para esta propuesta se eligió la distribución skew-normal como la dis-

tribución asociada al efecto entre botellas, puesto que esta distribución no se aparta del concepto

tradicionalmente asumido por los laboratorios en términos de normalidad, pero incluye el compo-

nente de asimetŕıa, permitiendo su consideración y cuantificación. Es la primera vez que se aplica

la distribución skew-normal en el contexto de metroloǵıa qúımica para la producción de materiales

de referencia. Sin embargo, ya hab́ıa sido utilizada con éxito en aplicaciones de ajuste de modelos

hidrológicos, como fue demostrado en un estudio realizado en Colombia por Salgado-Castillo et al.

(2023), que obtuvo un buen ajuste y un adecuado comportamiento para la estimación de incerti-

dumbre en la precipitación.

Teniendo en cuenta que este trabajo de grado propone un modelo alternativo considerando la distri-

bución skew-normal se tendrá en cuenta el desarrollo teórico y practico del estudio doctoral realizado

en Chile por (Valdés (2011)) para poder definir la función asociada τ , dado que en ese documento

se desarrollan propiedades asociadas a la distribución y representación jerárquica. Por otro lado,

es importante aclarar que se utilizarán técnicas de optimización para encontrar los valores de mu,

στ , σe y α que maximizan la función de verosimilitud; las técnicas de optimización han demostrado

ser eficaces en funciones complejas, como en el estudio realizado en México por Arganis Juárez

et al. (2015) que permitió encontrar los parámetros de dos funciones de distribución (Gumbel y

Gumbel de dos poblaciones) coherentes con lo esperado para la aplicación en precipitación climática.

A continuación, se definen conceptos que permiten el desarrollo de los objetivos de este trabajo de

grado:

4.1. Diseño experimental

Un experimento es la realización de pruebas bajo ciertas condiciones controladas buscando com-

probar o evaluar la viabilidad de una teoŕıa.

Kuehl (2000) manifiesta que el diseño experimental es un arreglo de unidades experimentales con

el fin de controlar el error experimental, a la vez que organiza los tratamientos. Cuando se plantea

un diseño experimental, se establecen un conjunto de prueba, de manera que los datos obtenidos

puedan analizarse estad́ısticamente de tal forma que se obtengan conclusiones objetivas y válidas.
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Según Pulido et al. (2012) los problemas usuales que se resuelven a través de la aplicación de un

diseño experimental son los siguientes:

1. Aumento la productividad de un proceso.

2. Evaluar y elegir el producto más adecuado en un proceso de producción, seleccionando aquel

que se ajuste de manera precisa a los requisitos establecidos.

3. Comparar instrumentos de medición verificando si tienen la misma precisión y exactitud.

4. Determinar los factores de un proceso que tienen impacto sobre una o más caracteŕısticas del

producto final.

5. Optimizar condiciones de producción (temperatura, velocidad, humedad, por ejemplo) dis-

minuyendo defectos y mejorar el desempeño.

6. Minimizar el tiempo de ciclo del proceso.

7. Robustecer el proceso ante variaciones de variables ambientales.

8. Fundamentar la producción de nuevos productos o procesos.

9. Identificar y estudiar nuevos materiales.

Para la estructuración de un diseño experimental se debe tener en cuenta que existen factores

controlados y no controlados que intervienen en el proceso y su salida son las caracteŕısticas de

calidad o variable respuesta (Figura 4-1).

Figura 4-1.: Estructura General de un diseño experimental

Nota: Tomado de Blog ¿Qué es el diseño de experimentos? por V.Yepes

(2013). Pagina web https://victoryepes.blogs.upv.es/2013/04/21/

que-es-el-diseno-de-experimentos/

Las etapas en un diseño experimental son las siguientes:

https://victoryepes.blogs.upv.es/2013/04/21/que-es-el-diseno-de-experimentos/
https://victoryepes.blogs.upv.es/2013/04/21/que-es-el-diseno-de-experimentos/
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1. Definir el problema, objetivo del experimento e hipótesis a probar.

2. Contar con antecedentes y conocimiento técnico del manejo del problema.

3. Especificar la variable respuesta

4. Identificación de instrumentos a usar, unidad y método de medición

5. Identificar todas las posibles fuentes de variación, para ello se debe establecer, en el caso de

que existan:

factores, tratamiento, sus respectivos niveles y unidades experimentales.

factores bloque y factores ruido, si es el caso.

6. Se establece el tipo de modelo de diseño de experimento a usar y se determina el número de

réplicas requeridas por condición (es necesario ejecutar un experimento piloto o contar con

información de estudios anteriores, para las estimaciones requeridas).

7. Definir el proceso de aleatorización para la asignación de las unidades experimentales a los

tratamientos, si es el caso.

8. Realizar el experimento y análisis de los resultados.

4.1.1. Análisis de Varianza - ANOVA una v́ıa

De acuerdo con lo que manifiesta Pulido et al. (2012) en el caso de que se tengan k poblaciones

(tratamientos, grupos, entre otros), independientes y con medias desconocidas µ1, µ2,..., µk, se

debe suponer que las varianzas son iguales y desconocidas (σ2
1 = σ2

2 = ... = σ2
k = σ2). Cuando los

tratamientos tienen efecto, se puede describir el siguiente modelo estad́ıstico lineal:

Yij = µ+ τi + eij

Donde µ es un parámetro común a todos los tratamientos (media global), τi el parámetro que mide

el efecto del tratamiento i y finalmente eij es el error experimental atribuido a la medición de Yij .

Las fuentes de variabilidad en este caso son τi y eij y µ es fija, siendo una constante entre los

tratamientos.

El análisis de varianza (ANOVA) busca separar la variación total en las partes en las que contribuye

cada fuente de variación (la variación debida al efecto y la variación debida al error experimental, ver

Figura 4-2). Donde en el gráfico de la izquierda (a) se interpreta que no hay efecto del tratamiento y

en el gráfico de la derecha (b) se interpreta que es mayor el aporte del tratamiento a la variabilidad

total, por tanto, se puede decir que el efecto del tratamiento si es significativo.

Modelos unifactoriales de efectos fijos

Corresponde al caso donde todos los tratamientos que se tienen en la prueba son los que se desean

analizar, lo cual quiere decir que se supone una población pequeña de tratamientos y es posible

realizar todas las comparaciones.

La hipótesis que se plantea en la ANOVA es la siguiente:
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Figura 4-2.: Partición de la variabilidad total- ANOVA

Nota: Adaptado de Pulido et al. (2012), Pag. 65

H0 : µ1 = µ2 = ... = µk = µ

H1 : µi ̸= µj para algún i ̸= j

Teniendo en cuenta que el efecto es cuantificado como τi = µi − µ, la hipótesis puede definirse de

la siguiente manera:

H0 : τ1 = τ2 = ... = τk = 0

H1 : τi ̸= 0 para algún i ̸= 0

Teniendo en cuenta la siguiente nomenclatura Pulido et al. (2012).

Yi. = Suma de las observaciones del tratamiento i

Yi. =

nj∑
j=1

Yij

.

Y i. = Media de las observaciones del tratamiento i

Y i. =

∑nj

j=1 Yij

ni

.

Y.. = Suma total de las mediciones

Y.. =

k∑
i=1

nj∑
j=1

Yij

Y .. = Media global de las observaciones.

Y .. =
Y..

N
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La medida de variabilidad total se representa por la suma total de cuadrados:

SCT =
k∑

i=1

nj∑
j=1

(Yij − Y ..)
2 (4-1)

=
k∑

i=1

nj∑
j=1

Y 2
ij −

Y
2
..

N
(4-2)

=
k∑

i=1

nj∑
j=1

[(Yij − Y i.) + (Yi. − Y ..)]
2 (4-3)

=
k∑

i=1

ni(Yi. − Y ..)
2 +

k∑
i=1

nj∑
j=1

(Yij − Y i.)
2 (4-4)

La suma total de cuadrados se descompone en la suma de cuadrados de tratamientos (SCtrat) y la

suma de cuadrados del error (SCe).

Tabla 4-1.: ANOVA - un Factor efectos fijos

F.V. SC. G.l Cuadrados Medios Fcal Valor P

Tratamiento
∑k

i=1
Y 2
i.

ni
− Y 2

..

N
k − 1 SCtrat

k−1
CMtrat

CMe
P(F≥ Fcal)

Error SCT − SCtrat N − k SCe

N−k

Total
∑k

i=1

∑nj

j=1 Y
2
ij −

Y 2
..

N
N − 1

Nota: F.V: Fuente de Variación; S.C: Suma Cuadrados; G.L: Grados de libertad

Modelos unifactoriales de efectos aleatorizados

En este caso, los niveles del factor son una muestra aleatoria de la población de interés del investi-

gador; este número de niveles posibles puede ser infinito y estos niveles se seleccionaron al azar.

El modelo planteado es el mismo de efecto fijo:

Yij = µ+ τi + eij

Pero en este caso, los efectos aleatorios de los grupos comparados son una muestra aleatoria de

una población con la siguiente distribución τi ∼ N(0, στ ) y los efectos del error eij ∼ N(0, σe),

independientes entre śı. Entonces la varianza total se expresa de la siguiente forma:

σ2
T = σ2

τ + σ2
e

Es decir que σ2
τ y σ2

e son los componentes del modelo de componentes de la varianza.
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Para este tipo de modelos la estructura de análisis de varianza es la misma de efectos fijos, pero

en este caso la hipótesis tradicional sobre los efectos no tiene sentido, puesto que ya no son efectos

individuales; en este caso se propone la siguiente hipótesis nula:

Ho : σ2
τ = 0

H1 : σ
2
τ > 0

La hipótesis alterna H1 quiere decir que existe variabilidad entre tratamientos.

El ANOVA se utiliza para estimar sus componentes y se calcula como un modelo unifactorial de

efectos fijos, pero los cuadrados medios se obtienen suponiendo el modelo de efectos aleatorios. La

estructura del Análisis de varianza puede observarse en la tabla 4-2.

Tabla 4-2.: ANOVA - un Factor aleatorio

F.V. SC. G.l Cuadrados Medios Esperado del C.M.

Entre grupos
∑k

i=1
Y 2
i.

ni
− Y 2

..

N
k − 1 CMA=σ̂2

e + nσ̂2
τ σ2

e + nσ2
τ

Dentro de grupos SCT − SCA N − k CMW = σ̂2
e σ2

e

Total
∑k

i=1

∑nj

j=1 Y
2
ij −

Y 2
..

N
N − 1

Nota: F.V: Fuente de Variación; S.C: Suma Cuadrados; G.L: Grados de libertad;

C.M.: Cuadrado Medio

Kuehl (2000) resalta que los cuadrados medios observados son estimaciones de los cuadrados medios

esperados. Finalmente, estos componentes se estimarán de la siguiente forma:

σ̂2
e = CMW

σ̂2
τ =

(CMA− CMW )

n

Según lo definido por Kuehl (2000) estos estimadores son no sesgados y tienen menor varianza

de entre todos los estimadores. Según el contraste realizado, el estad́ıstico de prueba es F0 =

CMA/CMW y la H0 se rechaza a un nivel de significancia α si F0 > Fα,(k−1),(N−k).

4.2. Asimetŕıa

Según Moral de la Rubia (2022) el concepto de asimetŕıa fue introducido a finales del siglo XIX

por Karl Pearson cuando definió un sistema de distribuciones continuas, considerando la asimetŕıa

como un parámetro de forma que acompañado por un parámetro de localización y escala permiten

definir distintas estructuras distribucionales.
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Para poder cuantificar la medida de asimetŕıa se debe considerar un eje de simetŕıa (media, me-

diana o moda), si hay reflejo entre la parte izquierda y derecha del eje (repartición proporcional y

equitativa) se definiŕıa la distribución como simétrica, en el caso de que las partes tengan diferencias

se define que la distribución es asimétrica 4-3.

Simétrica con respecto a la media (µ) : f(x− µ) = f(x+ µ)
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Figura 4-3.: Tipos de asimetŕıa en las distribuciones

Nota: Distribución asimétrica negativa(a), simétrica(b) y distribución asimétrica positiva(c)

Nota: Gráfico de elaboración propia
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Entonces sea x1, x2, ..., xn una muestra aleatoria de X, la asimetŕıa se puede calcular de la siguiente

forma:

ĝ1 = n−1
n∑

i=1

(
xi − µ̂

σ̂

)3

Teniendo en cuenta el método de los momentos mr =
∑n

i=1
(xi−x̄)r

n , la asimetŕıa puede calcularse

de la siguiente forma:

ĝ1 =
m3

(m
3/2
2 )

Su forma de interpretar es:

Śı g1 < 0: La distribución es asimétrica negativa, para este caso según Oviedo Millones (2013)

las frecuencias más altas se encuentran al lado derecho de la media y en la parte izquierdo

las frecuencias más bajas. La cola de la distribución se extiende hacia la izquierda.

Śı g1 = 0: Las frecuencias se reparten de proporcional y equitativa alrededor del eje de

simetŕıa.

Śı g1 > 0: La distribución es asimétrica positiva, para este caso según Oviedo Millones (2013)

las frecuencias más altas se encuentran al lado izquierdo de la media y en la parte derecha

las frecuencias más bajas. La cola de la distribución se extiende hacia la derecha.

4.2.1. Distribución Skew-Normal

Azzalini (1985) y Azzalini and Capitanio (1999) propusieron la distribución Skew-Normal como una

generalización de la distribución normal, en el cual se contemplan tres parámetros, un parámetro

de localización (µ), un parámetro de escala (σ) y un parámetro de forma (λ), este parámetro extra

permite adoptar formas asimétricas. Según Naderi et al. (2020) esta distribución Skew-Normal

contiene la distribución normal estándar cuando λ = 0 y si una variable aleatoria continua Z tiene

una distribución Skew-Normal con parámetro de forma λ ∈ R y es denotada por SN(λ) con función

de densidad:

fZ(z;λ) = 2ϕ(z)Φ(λz)I(−∞,∞)(z)

donde ϕ(.) y Φ(.) son denominadas la función de densidad y la función de distribución acumulada

respectivamente. Las propiedades de esta distribución según Azzalini (1985) son las siguientes:

la SN (λ = 0) es densidad N(0,1).

Si λ → ∞ entonces ϕ(zλ) tiende a la seminormalidad.

Si Z es una variable aleatoria SN(λ), entonces -Z es una variable aleatoria SN(−λ).

La función de densidad de Z es fuertemente unimodal, es decir, logϕ(z;A) es una función

cóncava de Z.
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Figura 4-4.: Función de densidad Skew-Normal

4-5.1

Figura 4-5.: Función de probabilidad acumulada de la distribución Skew-Normal

4-6.1

Nota: Gráfico de elaboración propia

La función de densidad 4-4 y la función de densidad acumulada pueden observarse en el gráfico

4-5. Entonces sea Y una variable aleatoria que se define de la siguiente manera:

Y = ξ + ωZ
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Donde ξ ∈ R y ω ∈ R+. En este caso, si Y es Skew-Normal con parámetros localización-forma-

escala, (ξ, ω, λ) entonces Y es denotada como Y ∼ SND(ξ, ω, λ) y su función de densidad es la

siguiente:

fY (Y ; ξ, ω, λ) = 2
1

ω
ϕ

(
y − ξ

ω

)
Φ

[
λ

(
y − ξ

ω

)]
I(−∞,∞)(y)

El valor esperado, la varianza y el coeficiente de asimetŕıa de la función de densidad se especifican

a continuación.:

1. Valor Esperado:

E[Z] = ξ + ωδ

√
2

π

Donde: δ =
λ√

1 + λ2

2. Varianza:

V [Z] = ω(1− 2(δ2)

π
)

3. Coeficiente de asimetŕıa:

γ1 = 2(π − 3) ·
(δ
√

2
π )

4

(1− 2δ2

π )2

Lo propuesto por Azzalini (1985) ha sido la base para el desarrollo de otros estudios y extensiones

de la distribución skew-normal como es el caso de Sahu and Branco (2003) que implementa una

alternativa de estas distribuciones sesgadas, mediante transformaciones y acondicionamiento de

las variables y la implementación de modelos de regresión bayesiana utilizando métodos MCMC

(Cadena de Markov Monte Carlo); por su parte Valdés (2011) realizó una exploración detallada de

algunas propiedades distribucionales de la skew-normal generalizada a través de la función genera-

dora de momentos, lo que permite una mayor comprensión de esta distribución.

En conclusión, el uso de la skew-normal permite contemplar el componente de asimetŕıa que resulta

ser de gran relevancia en estos casos, puesto que describe con mayor precisión la forma en que se

define la distribución que los caracteriza (Olivares Pacheco (2005)), logrando una generalización de

la distribución, para cualquier valor de parámetros.

4.3. Estimación de parámetros

Cuando una población es demasiado grande para estudiarla, se toma una muestra de la misma

y se hacen inferencias de los resultados hacia toda la población. Lo que indica que si la muestra

fue representativa y se recolectó información de calidad, la estimación que se realice haciendo uso

de la muestra brindará un aproximado al parámetro poblacional con un margen de error asociado

(diferencia entre el valor real y el valor aproximado) 4-6.

Existen varios criterios de estimación para producir buenos estimadores de estos parámetros, los

cuales son:



4.3 Estimación de parámetros 21

Figura 4-6.: Proceso General de Estimación de parámetros

Nota: Gráfico de elaboración propia

Método de los Mı́nimos Cuadrados Ordinarios (MCO) o Mı́nimo Cuadrados Ge-

neralizados (MCG): El MCO permite obtener un estimador que hace mı́nima una función

determinada. Sin embargo, presenta desventajas en situaciones de heterogeneidad.

El MCG constituye una extensión del MCO, introduciendo constantes no negativas, conocidas

como pesos, que se aplican a los datos. Este método resulta útil cuando se viola el supuesto

de homocedasticidad, cuando existe concentración en áreas dif́ıciles o costosas de estudiar, o

cuando existe cierto grado de correlación entre las observaciones. Para este caso, en términos

de regresión, busca minimizar la suma ponderada de cuadrados de los residuales. Es sensible

a valores at́ıpicos, puesto que puede asignar a estos puntos una ponderación no apropiada y

esta situación puede causar sesgo a los resultados.

Método de los momentos: Estimar a través de los momentos muéstrales a los momentos

poblacionales definidos como:

Caso discreto:

µk = E(x− µ)k =
∑
∀X

(x− µ)kf(x)

Caso continuo:

µk = E(x− µ)k =

∫ ∞

−∞
(x− µ)kf(x)dx
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Este método, a pesar de que es simple de entender, aplicar y tiene una interpretación intuitiva,

tiene desventajas como que se pueden obtener estimaciones menos precisas cuando la muestra

es pequeña y puede tener problemas de eficiencia y consistencia.

Método de la Máxima Verosimilitud: Permite seleccionar el vector θ que maximiza la

estimación de la probabilidad de la muestra.

Sea y1, y2, y3, ..., yn una muestra independiente e idénticamente distribuida (i.i.d) de una

población con función de densidad f(Y ; θ), la distribución conjunta de esta muestra es el

producto de las funciones de densidades.

f(y1, y2, y3, ..., yn; θ) = f(y1; θ)f(y2; θ)...f(yn; θ)

Teniendo en cuenta lo anterior, la función de verosimilitud para la muestra seŕıa la siguiente:

L(y1, y2, y3, ..., yn|θ) = f(y1; θ)f(y2; θ)...f(yn; θ)

L(y1, y2, y3, ..., yn|θ) =
∏

f(yi; θ)

Se debe resaltar que la función de verosimilitud es una función de probabilidad, es una

función definida no negativa y por ello alcanzará su máximo en los puntos de su trasformación

logaŕıtmica, que es estrictamente creciente. A continuación se definirá el proceso para el caso

en que sea posible calcular el estimador anaĺıticamente, buscando maximizar la siguiente

expresión:

lnL((y1, y2, y3, ..., yn|θ))

El estimador de máxima verosimilitud de θ será θ̂ML, el cual corresponde al valor que maxi-

mizará L(y1, y2, y3, ..., yn|θ).

El estimador θ̂ML será aquel valor que se verifique que la derivada:

δ(lnL(y1, y2, y3, ..., yn|θ)
δθ

= 0

En resumen y de acuerdo con lo anterior, los pasos para encontrar la función de máxima

verosimilitud para el caso espećıfico descrito son los siguientes:

- Paso 1: Aplicar la productoria de las funciones.

- Paso 2: Aplicar el logaritmo natural

- Paso 3: Derivar con respecto al parámetro de interés.
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- Paso 4: Igualar a 0 y despejar el parámetro de interés.

Nota: es importante aclarar que este proceso descrito para encontrar la máxima verosimilitud

no siempre es posible, en ocasiones cuando hay complejidad en la función se recurre a métodos

numéricos (algoritmos como Newton Raphson, Berndt–Hall–Hall–Hausman (BHHH), entre

otros) para la optimización de esta función.

Por otro lado, es importante resaltar las ventajas del método de máxima verosimilitud que

según Gómez Mejia (2020) son:

1. Mejorar la estimación de los parámetros distribucionales.

2. Parámetros más eficientes (con menor varianza)

3. Validación de la construcción de intervalos de confianza

4. Tiene mejor manejo de datos censurados y truncados.

5. Se recomienda para muestras grandes por su adaptación a tipos de datos diferentes y

que produce estimaciones más precisas.

4.4. Métodos Estocásticos

Para poder abordar los métodos estocásticos aplicables a este trabajo de grado, se debe tratar bre-

vemente ciertos conceptos desde la Estad́ıstica Bayesiana, donde se supone que sea y1, y2, y3, ..., yn
una muestra con función de densidad p(y|θ), en la cual θ es un parámetro que se establece como

una variable aleatoria, la función de probabilidad de y es p(y). La función se descompone en los

siguientes elementos Dı́az Sanchez (2021):

Distribución a priori: Se define como p(θ) y corresponde a la información que se tiene de los

datos antes de observarlos.

Funciones de probabilidad: Se define como p(y|θ), corresponde a las familias de funciones de

densidad condicionadas de y dado θ.

Distribución A posteriori: Se define como p(θ|y), corresponde a la función de densidad de θ

teniendo en cuenta las observaciones. Haciendo uso del teorema de Bayes, se obtiene de la

siguiente forma:

p(θ|y) = p(y|θ)p(θ)
p(y)

=
p(y|θ)p(θ)∫
p(y|θ)p(θ)dθ

4.4.1. Modelos jerárquicos

El modelo jerárquico bayesiano tiene en cuenta los siguientes conceptos asociados a la distribución

a posteriori:

hiperparámetros: parámetros definidos en la distribución previa.
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hyperpriors: distribución asociada a los hiperparámetros.

Suponiendo que la distribución de los datos está gobernada por un hiperparámetro y sus observacio-

nes son intercambiables (su ordenamiento no afecta el análisis a realizar), el modelo se estructuraŕıa

de la siguiente forma:

1. Etapa 1: yj |θi ∼ p(yj |θj , ϕ)

2. Etapa 2: θi|ϕ ∼ p(θi|ϕ)

3. Etapa 3: ϕ ∼ p(ϕ)

Dado lo anterior, usando el teorema de Bayes, la distribución a posteriori se puede expresar de la

siguiente forma:

p(ϕ, θj |y) ∝ p(yj |θj , ϕ)P (θj , ϕ)

p(ϕ, θj |y) ∝ p(yj |θj)P (θj |ϕ)P (ϕ)

4.4.2. Método monte Carlo

Este método recibe su nombre por Mónaco, que se conoce como la “la capital de los juegos de azar”

y entre estos juegos se usaba la ruleta, la cual se conoce como la primera herramienta generadora

de números aleatorios. El uso de este método inicio con el desarrollo de la computadora en el año

1944 y fue aplicado en la investigación de la bomba atómica para la segunda guerra mundial. Con

el avance de los años y el desarrollo computacional, este método se ha aplicado en ciencias como la

f́ısica, qúımica, finanzas, entre otras.

El método Monte Carlo o simulación de probabilidad múltiple se usa para estimar resultados de

un evento incierto y con ello lograr predecir un conjunto de resultados que se basan en un rango

de estimaciones de valores teniendo en cuenta unos valores iniciales fijos.

El proceso del método Monte Carlo consiste en crear un modelo que utiliza una distribución de

probabilidad para cualquier variable con incertidumbre asociada. Posteriormente, recalcula los re-

sultados una y otra vez, definiendo un conjunto de números aleatorios diferentes en cada proceso.

Finalmente, se debe repetir este proceso muchas veces para producir una cantidad determinada de

resultados probables. Adicionalmente, para la implementación de este método se debe realizar lo

siguiente:

Proponer el modelo, identificando la variable dependiente y las independientes.

Definir la distribución de probabilidad de las variables independientes. En el caso de que se

requiera definir valores probables y ponderaciones.
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Realizar el proceso de simulación de manera que se generen números aleatorios para las varia-

bles independientes y esto se debe realizar hasta que se obtenga una muestra representativa

del fenómeno analizado.

En conclusión, según Jiménez Luna (2015) el método Monte Carlo se usa como herramienta, para

generar valores de una variable aleatoria mientras se explora un espacio definido. En el caso de que

la distribución de probabilidad sea compleja, se recomienda recurrir a algoritmos como basados en

el método Monte Carlo por cadenas de Márkov como lo son el de Gibbs o el de Metropolis Hastings.

De acuerdo con lo anterior, el propósito de la implementación del método Monte Carlo consiste en

ser usado ante situaciones de complejidad matemática, como por ejemplo para darle solución a la

integral de la probabilidad total cuando θ toma ciertos valores Dı́az Sanchez (2021), es decir, para

los siguientes cálculos de integrales:

- Distribución posterior de predicción:

p(ym+1|y, θ) =
∫

p(ym+1|y, θ)p(θ|y)dθ =

∫
p(ym+1|θ)p(θ|y)dθ

- Distribución de probabilidad marginal:

p(x) =

∫
p(x|θ)p(θ)dθ

4.4.3. Optimización estocástica

Según Baquela and Redchuk (2013) estas técnicas se encargan de determinar la poĺıtica a seguir,

en el caso de querer maximizar o minimizar una función objetivo. Cabe resaltar que una poĺıtica

en este contexto se define como un determinado conjunto de valores en las variables independientes

que se pueden controlar con el fin de regular el rendimiento de la función en cuestión. En resumen,

los elementos que componen una optimización son los siguientes:

La función objetivo

Las restricciones del problema

Todas las combinaciones de valores de las variables independientes que tienen como base las

restricciones definidas.

El objetivo de la optimización es minimizar o maximizar una función objetivo, que se puede expresar

de la siguiente manera:

Y = f(X), X ∈ U

Donde U es el conjunto de combinaciones posibles para las variables independientes con restricciones

definidas:

gi(X) ≤ 0, i=1,2,...,n
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Entre los tipos de optimización existen clasificaciones generales que se relacionan con la naturaleza

probabiĺıstica del problema:

Optimización determinista: aplica cuando las variables independientes son variables de-

terminadas, ya definidas con certeza por parte del investigador.

Optimización Estocástica:aplica cuando las variables independientes son variables alea-

torias que tienen comportamientos estimados, pero tienen una incertidumbre asociada que

no permite conocer previamente el valor que asumirán.

Según Baquela and Redchuk (2013) existen tres métodos para solucionar problemas de optimiza-

ción, los cuales corresponden al método de cálculo, técnica de búsquedas y los usados para objetivo

de este proyecto de grado, que corresponden a técnicas de convergencia de soluciones.

Este último se ha desarrollado recientemente con el avance computacional, puesto que el desarrollo

de nuevos software ha permitido reducir las posibles complejidades numéricas que se puedan pre-

sentar en cuanto a convergencia de funciones. Este método consiste en generar una gran cantidad

de soluciones y a partir de estas, determinar las más adecuadas (contemplando todas las soluciones

que tengan similitud o proximidad de acuerdo al valor obtenido en la función objetivo) y con ello

generar un conjunto de soluciones que converjan en una definitiva.

Para el caso de este estudio se usaron métodos de optimización cuasi-Newton 1 que permite optimi-

zar funciones complejas con un gran número de parámetros. De acuerdo con lo anterior, se define

la dirección de búsqueda según la iteración de Newton:

PN
k = −∇2f(xk)

−1∇f(xk)

donde ∇2f(x) es la matriz hessiana de tamaño nxn conformada por las derivadas parciales de

segundo orden, la cual se considera que es definida negativa para el caso de que la búsqueda sea

un máximo y definida positiva para el caso de búsqueda de un mı́nimo local.

Los métodos BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) son de limitación de memoria y buscan

minimizar/maximizar una función. Para el caso del método cuasi-newton BFGS se define una

aproximación a la matriz hessiana (Bk), que también es de tamaño nxn y definida negativa en el

caso que se esta consultando el máximo local y definida positiva para el caso de búsqueda de un

mı́nimo local. También se especifica su inverso Hk que tiene condiciones similares de estructura.

según Acevedo A. (2019) en el caso de buscar un mı́nimo se expresa de la siguiente forma:

minH ||H −Hk||

1Según Arenas et al. (2016) los métodos cuasi-Newton consiste en utilizar una aproximación a la matriz

hessiana en lugar de definir la hessiana misma, teniendo en cuenta la dificultad de evaluar y usar esta matriz

por el número de cálculos a realizar
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Sujeto a H = HT , Hsk = yk, donde sk = xk+1 − xk lo cual corresponde a la diferencia entre dos

iteraciones y yk = ∇fk+1 −∇fk. Lo anterior puede reescribirse como que Hk+1s
k = yk (ecuación

secante) y finalmente lo que se busca para este método de optimización es calcular:

pk = −Hk∇f(xk)

De manera particular fue seleccionado la opción L−BFGS−B dado que permite optimizar fun-

ciones con restricciones simples y es posible definir ĺımites inferiores y superiores en los parámetros.

Esta opción permite resolver problemas de optimización no lineal según los ĺımites establecidos.

El método realiza la identificación de variables fijas y libres usando el método del gradiente simple

y luego para mejorar la precisión usa el L-BFGS en las variables libres.

Por otro lado, teniendo en cuenta las limitaciones de algunos métodos de optimización, es relevante

considerar algoritmos genéticos multiobjetivos, según Meneses and Echeverri (2007) estos algorit-

mos requieren métodos matemáticos de optimización sobre una población de soluciones.

Inicia a partir de un conjunto de tamaño N de soluciones que se obtienen al azar (llamadas Padre),

posteriormente las otras generaciones se definen haciendo uso de procesos de selección, cruzamiento

y mutación. De acuerdo con Meneses and Echeverri (2007) Este proceso consiste en:

I. Genera una población padre de tamaño N.

II. Sobre la población de soluciones llamadas padre se seleccionan N parejas de manera aleatoria.

III. Cada pareja compite y se selecciona la que pertenezca al rango de mejor calidad. Puede ser

la pareja que introduzca mayor grado de diversidad.

IV. Las parejas seleccionadas son las únicas que realizan el proceso de descendencia. Dado que

se espera que la información genética de las alternativas dominantes 2 se presente en las

siguientes generaciones y el resto de la población se aproximen a estas.

V. Reunir al conjunto de poblaciones padres e hijos de tamaño 2N y clasificar según frentes de

dominancia.

VI. Determinar el conjunto de soluciones finales seleccionando los frentes de mejor rango.

VII. Verificar si estas soluciones finales superan los ĺımites establecidos para la población padre y

de acuerdo a ello, se eliminan soluciones de menor distancia de apilamiento:

Distancia de apilamiento: di =
M∑

m=1

∣∣∣∣∣f Ii+1
m − f

Ii−1
m

fmax
m − fmin

m

∣∣∣∣∣
2El concepto de dominancia se introduce para optimización multiobjetivo, donde se defina que una

solución domina a otra si se cumplen condiciones de calidad y relación entre objetivos (una solución tiene

un objetivo mayor que otra). Las soluciones dominantes a través de todo el espacio objetivo se llama frente

óptimo de Pareto.



28 4 Marco Teórico y revisión de la literatura

VIII. Si se cumple el criterio de convergencia definido se da fin al proceso, si no se iniciaŕıa nueva-

mente con el proceso de selección, cruzamiento y mutación.

Es importante resaltar la aplicabilidad de los algoritmos genéticos, como es el caso de Arganis Juárez

et al. (2015)en la optimización de función de distribuciones de probabilidad para el caso de las

funciones Gumbel y Gumbel de dos poblaciones, encontrando buena concordancia con los resultados

esperados. Es por ello que es importante explorar la optimización en el caso de este trabajo de grado

dado la complejidad de la función definida y la aplicabilidad de la misma en datos experimentales.

4.5. Marco Teórico Técnico

Para el desarrollo de este documento es necesario establecer en el marco teórico algunos elementos

técnicos relevantes de la aplicación:

4.5.1. Incertidumbre y la evaluación de homogeneidad

Según el Centro Español de Metroloǵıa (2012) la incertidumbre es un parámetro no negativo que

caracteriza la dispersión de los valores atribuidos a un mensurando, a partir de la información que

se utiliza. Para el caso de materiales de referencia es un elemento relevante desde el principio de la

preparación del material hasta su finalización en dos casos:

1. Al principio de la producción del material: se debe determinar la incertidumbre obje-

tivo, que se establece como requisito de especificación en la producción.

2. Al final de la producción del material: al ser estimada (teniendo en cuenta las evalua-

ciones definidas en la figura 4-7) debe acompañar cada valor de cada propiedad del MR.

Ejemplo:

x− U ;x+ U

Se resalta que existen dos tipos de evaluación para la estimación de la incertidumbre, las cuales

según la definición del Centro Español de Metroloǵıa (2012) son:

Evaluación tipo A: Evaluación de una componente de incertidumbre mediante análisis

estad́ıstico de los valores obtenidos teniendo en cuenta condiciones de medición definidas.

Ejemplo: La incertidumbre t́ıpica experimental de la media aritmética.

u(x̄) = s(x̄) =
s√
n

Evaluación tipo B: Evaluación de una componente de incertidumbre mediante una ma-

nera diferente a la estad́ıstica, con insumos como por ejemplo: certificados de materiales de

referencia o de calibración, experiencia del experto técnico, entre otros.
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Es importante resaltar que la preparación de un MR tiene un flujo de actividades que se resu-

men en el diagrama 4-7, en este proceso se deben evaluar componentes como la homogeneidad

del MR, estabilidad del MR, entre otros; esta evaluación está asociada a revisar la contribución

en la dispersión del valor medido en el MR. Entre estos los componentes a evaluar se encuentra

la homogeneidad del MR, el cual para este caso se asumirá como la variación del valor de una

propiedad entre unidades separadas del MR o también a la variación dentro de cada unidad. Es

importante evaluar este componente y verificar si se encuentra de acuerdo con los requerimientos

iniciales de producción, dado que esto permitirá (en el caso de que aplique) que se puedan establecer

instrucciones de uso o control que mitiguen esta situación.

Este estudio o evaluación de la homogeneidad permite aportar evidencia sobre la homogeneidad

del candidato a material de referencia (el cual se define como candidato de acuerdo a condiciones

espećıficas de producción, naturaleza misma del MR y caracteŕısticas idóneas relacionadas con den-

sidad, disponibilidad, costos y que no afecte la salud del usuario final, entre otros). Esto se realiza

mediante estudios experimentales controlados y estos resultados se utilizan para la estimación de

incertidumbre y su magnitud depende de la naturaleza del material de referencia y la propiedad

analizada. La evaluación de homogeneidad hace parte de una serie de pasos para la preparación de

un material de referencia 4-7:

Figura 4-7.: Diagrama de flujo preparación MR.

Nota: Adaptado de numeral 6.2 de la Gúıa 35 (2017)
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De acuerdo con el diagrama 4-7 es importante resaltar que para cada paso dentro del flujo del

proceso de preparación del MR deben determinarse las unidades necesarias a analizar.

4.5.2. Estimación de Incertidumbre de homogeneidad

La evaluación de homogeneidad es un requisito muy importante para todos los MR, esta evaluación

debe realizarse tanto entre unidades de los lotes producidos, como dentro de las unidades, para

el caso de sólidos o materiales que se sospecha son heterogéneos naturalmente. Esta evaluación

permite garantizar que todas las unidades producidas lleven el mismo valor de cada propiedad y

que adicionalmente se garantice que al tomar submuestras el valor de la propiedad se mantenga .

Según la Gúıa 35 (2017) los materiales de origen natural o con matrices complejas como por

ejemplo alimentos, suelos, minerales y aleaciones suelen tener composiciones heterogéneas. Aunque

en ocasiones las diferencias entre unidades suelen ser insignificantes después de homogeneizar, en

otras ocasiones puede superar la incertidumbre de la caracterización. Dado lo anterior, es relevante

realizar este estudio de homogeneidad a materiales heterogéneos. En cuanto a los materiales puros

o certificados, pueden presentarse leves heterogeneidades a causa de densidad variable, contamina-

ción localizada o evaporación.

El fin de los estudios de homogeneidad de propiedades cuantitativas es proporcionar información

sobre la varianza provocada por la heterogeneidad o cualquier problema asociado, por tanto, la can-

tidad información debe ser suficiente para brindar una estimación adecuada de la variación entre

unidades, se recomienda un mı́nimo de diez (10) unidades para este proceso (Gúıa 35 (2017)), pero

es pertinente usar métodos estad́ısticos experimentales que tengan en cuenta la potencia estad́ıstica

para escoger el número adecuado de unidades y de réplicas. Se recomienda que una vez se determi-

ne la cantidad de unidades y la cantidad de repeticiones a realizar se seleccione una estrategia de

aleatorización para seleccionar las unidades que se medirán, se suelen usar esquemas de muestreo

como el aleatorio simple, muestreo sistemático, entre otros. Los planes de muestreo o la selección

de unidades debe tener en cuenta los puntos débiles de la producción como por ejemplo tendencias

de procesamiento, decisiones sobre el almacenamiento.

Finalmente, este tipo de estudios experimentales lo que pretenden es comparar la dispersión de las

observaciones entre unidades y la precisión del método de medición (la cual se evalúa a través de

la combinación de varios conceptos: exactitud, la repetibilidad, la reproducibilidad, entre otros) y

aśı definir la diferencia existente entre las unidades y posteriormente usarse para estimar la incer-

tidumbre de homogeneidad.

En el caso de que un material tenga mayor heterogeneidad de la esperada, es recomendable realizar

las correcciones pertinentes, descartar las respectivas unidades o iniciar nuevamente la producción,

lo cual puede traer altos costos para el laboratorio o productor del material de referencia. Por otro

lado, en el caso de que se tengan procedimientos inadecuados de medición o de estimación, los

productores pueden verse enfrentados a los siguientes inconvenientes en cuanto a la estimación de

incertidumbre:
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Subestimación: Incertidumbre estimada que es más baja que la esperada o real. Esta si-

tuación trae inconvenientes tanto en la calidad de los resultados como en su interpretación,

en especial considerando que la evaluación de la homogeneidad usualmente se hace previo a

otras etapas como la caracterización y en función de sus resultados se deciden cuantas botellas

emplear (ver 4-7). Por otro lado, la subestimación de la incertidumbre puede llevar a quejas

continuas por parte de los clientes, debido a que en algunas unidades la propiedad certificada

en el material no se encontrará dentro de los intervalos establecidos por el productor.

Sobreestimación: Incertidumbre estimada que es más alta que la esperada o real. Este

tipo de situaciones trae inconvenientes de confianza en los resultados, elevación de costos

de producción por la necesidad de repetición de mediciones, limitación de interpretación y

aplicación, sobredimensionar de medidas correctivas innecesarias para el laboratorio, perdida

de clientes ante incumplimiento de requisitos de producción.

4.5.3. Diseño Básico - evaluación de homogeneidad

La técnica básica usada para la evaluación de homogeneidad es la ANOVA de una v́ıa, para este

tipo de diseño generalmente el número de réplicas son iguales para todas las unidades del MR

(puede aplicarse para casos no balanceados, pero usualmente se mantiene una estructura de diseño

equilibrada entre botellas).

El modelo que se plantea es el siguiente:

yij = µ+ τi + eij

Donde:

yij = es la observación j en el grupo i.

µ = es el valor de la medida verdadera.

τi = Factor debido entre botellas.

eij = Error aleatorio de la observación j en el grupo i.

Los elementos resultantes de este análisis son los siguientes:

La variación entre unidades:

s2bb =

((
CMbetween − CMwithin

n0

)
, 0

)
Donde:

CMbetween : Cuadrados medios entre

CMwithin : Cuadrados medios dentro

La variación dentro de las unidades:

s2r = CMwithin
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Nota: sr es también definida como desviación estándar de la repetibilidad.

En este caso simple, la varianza entre unidades s2bb coincide con la incertidumbre debida a la

contribución de la homogeneidad u2bb.

4.5.4. Método Dersimonian and Laird (DL)

Este método fue creado por Rebecca DerSimonian and Nan Laird en el año 1986 con propósito de

aplicarse a temas de salud.

Este método se define como la variación del método de la varianza inversa y considera la idea de que

diversos análisis permiten estimar los distintos efectos de intervención, lo cual lleva a la aplicación

de un metanálisis de efectos aleatorios. Para poder aplicar este método, los errores estándar deben

ajustarse para incorporar una medida de variación o de heterogeneidad entre efectos observados en

diferentes estudios.

Varios métodos han surgido para cuantificar la varianza entre estudios metanaĺıticos, Veroniki et al.

(2016) indica que el método más popular para cuantificar la varianza entre estudios es que este

valor está representado por la varianza de la distribución de los efectos verdaderos del estudio, a

menudo esta variación se le llama τ2. En este tipo de estudios se aplican según dos enfoques:

1. Modelo de efecto fijo: En este modelo los efectos del tratamiento observados se distribuyen

alrededor de un efecto de tratamiento verdadero común con varianza informada según las

variaciones dentro del estudio. En este caso se supone que todos los estudios comparten el

mismo efecto fijo, es decir, que hay un efecto verdadero y todas las diferencias en los efectos

observados se deben a errores de muestreo.

El efecto del tratamiento común se estima de la siguiente manera:

µ̂EF =

∑k
i=1wi,FEyi∑k
i=1wi,FE

Donde wi,FE es el peso (la inversa de la varianza) asignada a cada estudio.

Lo anterior se define según el modelo:

yi = µEF + ϵi

Para lo cual e ∼ N(0, vi) y, por tanto, la varianza var(yi) = vi y los pesos se cuantifica

wi,FE = 1/vi.

2. Modelo de efectos aleatorios: En este modelo los efectos observados estiman los diferentes

valores verdaderos del estudio. Estos efectos de tratamiento se relacionan y suponen que
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provienen de la misma distribución; En este caso, la variación total se atribuye a la varianza

dentro del estudio (error de muestreo) y a la varianza entre estudios.

La media de la distribución del efecto verdadero del tratamiento se estima de la siguiente

forma:

µ̂RE(τ̂
2) =

∑k
i=1wi,REyi∑k
i=1wi,RE

Lo anterior se define según el modelo:

yi = θi + ϵi

Donde θi = µRE + δi, para lo cual e ∼ N(0, vi) y δi ∼ N(0, τ2) y, por tanto, la varianza

var(yi) = vi+ τ2 y los pesos se cuantifica wi,RE = 1
(vi+τ2)

. Para términos de este proyecto de

grado y su nomenclatura, las expresiones correspondeŕıan:

σ(yi) = σ2
e + σ2

τ

wi,RE =
1

(σ2
e + σ2

τ )

Según Veroniki et al. (2016) el método DL es no interactivo y es el más simple, por tanto, el

más implementado y desarrollado en los software como método predeterminado para estimar la

varianza entre estudios. Se obtiene igualando el valor esperado del estad́ıstico de Cochran con su

valor observado, de la siguiente forma:

Q =
∑

wi,FE(yi − µ̂EF )
2 =

∑ 1

vi
(yi − µ̂EF )

2 =
∑ (yi − µ̂EF )

2

vi

Dado lo anterior, el estimador puede ser obtenido como:

τ̂2DL = Max

0,
Q− (k − 1)∑
wi,FE −

∑
w2

i,FE∑
wi,FE


El estad́ıstico Q-Cochran pertenece a las estad́ısticas Cochran de varianza generalizada entre estu-

dios, entonces se puede definir que el estimador generalizado del método de los momentos (GMM)

es:

τ̂2GMM = Max

0,
Qa −

(∑
aivi −

∑
a2i vi∑
ai

)
∑

ai −
∑

a2i∑
ai


Cornell et al. (2014) resalta que este método ha sido cuestionado, puesto que puede subestimar la

varianza real entre estudios, lo que produce intervalos de confianza estrechos para el efecto medio.

Sin embargo, cuando los estudios son grandes, presenta buenas aproximaciones.
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4.5.5. Interpretación de resultados

Posterior a la implementación de los modelos y la estimación de los componentes de varianza, aśı

como la generación de los resultados necesarios, es necesario abordar la evaluación de la incerti-

dumbre de la homogeneidad. Este paso es crucial para garantizar la validez y confiabilidad de los

resultados obtenidos. En esta fase, se lleva a cabo un análisis detallado, considerando las especifi-

caciones de producción, con el objetivo de identificar posibles subestimaciones o sobreestimaciones

de la homogeneidad. Este proceso de evaluación contribuye significativamente a la mejora continua

de los modelos implementados y al ajuste de los procedimientos.

Es importante señalar que los resultados obtenidos a través de este estudio son puntuales y espećıfi-

cos para el experimento realizado. La naturaleza espećıfica de los datos recopilados y los detalles

definidos en el protocolo experimental permiten garantizan la relevancia y aplicabilidad directa de

los hallazgos a la situación particular. Este enfoque de resultados espećıficos no solo fortalece la

interpretación de los resultados, sino que también proporciona una base sólida para la toma de

decisiones informada en el contexto de la homogeneidad y las especificaciones de producción.



5. Metodoloǵıa

El propósito de esta investigación es proponer un modelo alternativo para la evaluación de ho-

mogeneidad en materiales de referencia, como aplicación se utilizara un material de referencia de

agua. Este proyecto de grado tiene una profundización exploratoria 1, ya que no tiene antecedentes

de aplicación en la metroloǵıa Qúımica y se requiere realizar un desarrollo del modelo desde el

contexto teórico y posterior aplicación. Adicionalmente, tiene una profundización experimental, ya

que se estructuró un diseño que permitió obtener la información necesaria para probar el modelo

propuesto en condiciones controladas.

Por otro lado, se resalta que las variables que integran este trabajo de grado son de naturaleza

cuantitativa y la naturaleza de las fuentes de información son documental y emṕırica.

5.0.1. Descripción

Según los objetivos planteados, la metodoloǵıa desarrollar se resume en el diagrama de flujo 5-1 y

cada uno de los pasos a abordar se describen a continuación:

1. Definición del MR: para esta aplicación se desarrolló un material de referencia de agua, a

partir de una solución estándar multi-elemental. El método empleado correspondió a plasma

acoplado inductivamente con detector de espectrometŕıa de masas (ICPMS, de sus siglas en

inglés). Se seleccionaron materiales de referencia de agua, debido a que son materiales muy

conocidos, no presentan variabilidad dentro de las botellas, se cuenta con un mayor control de

las interferencias; lo anterior permite que se pueda evaluar directamente la funcionalidad del

modelo y las diferencias que se encuentren durante el experimento no se deban a situaciones

relacionadas con el material a usar.

Las mediciones se realizaron en los laboratorios del Instituto Nacional de Metroloǵıa, el cual

cuenta con un proceso estandarizado para la producción de materiales de referencia reconoci-

do internacionalmente por la Oficina Internacional de Pesas y Medidas (BIPM 2). Para esta

preparación, se partió de agua tipo I, y se realizó una evaluación preliminar de los elementos

que esta muestra pueda contener; posteriormente, se realizó el proceso de fortificación con

soluciones de los elementos de concentración conocida para los elementos que se encuentren

ausentes o que tengan concentraciones muy inferiores a lo establecido por la regulación. La

1Adaptado de Blog: Universidad de Guanajuato (2021). Definición del alcance de la investigación. Página

web: https://onx.la/ad0d0
2Página web BIPM reconocimiento INM:https://onx.la/00b91

https://onx.la/ad0d0
https://onx.la/00b91
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Figura 5-1.: Metodoloǵıa Proyecto de grado

Nota: Gráfico de elaboración propia

adición de estos elementos se realizó de manera gravimétrica en balanzas anaĺıticas, lo cual im-

plica que se puede tener incertidumbres del orden del 0,001% en este proceso de fortificación.

Por otro lado, una vez se prepara el material candidato, se procedió a realizar un proceso

de estabilización (ajuste de pH o acidificación) y se deja que los elementos adicionados se

equilibren en la solución, con el propósito de lograr una estabilidad y homogeneidad en la

solución mayor. Finalmente, 20 g del material de referencia es envasado en en botellas de

polipropileno de alta densidad.

Una vez se preparó el lote 5-2, se procedieron a medir todas las botellas de los lotes median-

te ICPMS, para lo cual se realizaron diluciones grav́ımetricas de cada una de las unidades

y se adicionó un estándar interno para evitar la variabilidad asociada a derivas instrumentales.

2. Definición de elementos a medir: se consideraron dentro de este experimento once (11)

elementos qúımicos:

La tabla 5-1 se establece según lo mencionado por May and Wiedmeyer (1998) donde se

mencionan interferentes entre los elementos considerados para el tipo de material. Se midie-
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Figura 5-2.: Proceso de preparación lotes

Nota: Elaboración propia

Tabla 5-1.: Elementos seleccionados

Precisión Baja Precisión Intermedia Precisión Alta

Calcio (Ca) Cromo (Cr) Talio (TI)

Hierro (Fe) Cobalto (Co) Magnesio (Mg)

Sodio (Na) Zinc (Zn) Plomo (Pb)

Nı́quel (Ni) Manganeso (Mn) Cadmio (Cd)

ron 2 Isotopos (ver Sección Anexo: Definiciones Técnicas) por elemento, con excepción

de sodio ( Na), y se seleccionó uno para la implementación del modelo. Por otro lado, se agre-

garon tres estándares internos, los cuales son elementos que no se encuentran en la solución

multielemental:

⋆ Rh: Rodio

⋆ U: Uranio

⋆ In: Indio

Los métodos de medición como el ICP requieren calibración haciendo uso de estándares inter-

nos que permiten corregir cualquier respuesta instrumental y obtener resultados más exactos.

Los estándares internos tienen una concentración cercana a los elementos seleccionados.

3. Elaboración de protocolo de experimentación:

A continuación se define la estructura del experimento que se realizó:

Antecedentes y conocimiento técnico del manejo del problema: Se contó con

un grupo de profesionales que tienen amplia experiencia en la medición espećıfica y se

encuentran autorizados para su ejecución, de igual forma se contó con la infraestructu-

ra y equipamiento idóneo para la realización de mediciones, seguimiento y control de
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las variables que pueden afectar el proceso de medición. Adicionalmente, el método de

medición se encuentra validado para su ejecución según lo documentado en el art́ıculo

de Ahumada-Forigua et al. (2019).

Variable de respuesta: respuesta relativa al estándar interno (Rrel.Elemento).

Rrel.Elemento =
RElemento

REst.Interno
∗ FC

Donde:

RElemento = Respuesta instrumental3 según el elemento qúımico.

REst.Interno = Respuesta instrumental según el estándar interno.

Donde FC es Factor de corrección por el Estándar Interno.

Identificar instrumentos de medida, unidad y método de medición:

• Método de medición: Medición por plasma acoplado inductivamente con detección

por espectrometŕıa de masas (ICP-MS).

• Condiciones de repetibilidad:

- Todos los analitos se midieron en un corto periodo de tiempo.

- Todas las mediciones se realizaron en orden aleatorio.

- Se realizó un Control periódico cada 5 muestras.

• Equipos de medición: se utilizó un equipo plasma acoplado inductivamente con

detección por espectrometŕıa de masas (ICP-MS) y balanza anaĺıtica de 0.1 mg de

resolución.

Niveles y unidades experimentales:

Estas especificaciones se definen a continuación:

- Factor: Botella

- Niveles: 1,2,3,4,5, 6, 7, 8, 9 y 10.

- Unidad experimental: cada unidad del lote. Se midió la solución de cada unidad

directamente.

- Condiciones adicionales: En la preparación se usó Agua tipo I y disolución mul-

tielemental para ICP. En la medición, se miden dos isótopos por elemento, siempre y

cuando sea posible (ejemplo: Sodio solo tiene el isótopo Na23).

3Señal anaĺıtica del instrumento según la cantidad detectada. Se usa para convertir caracteŕısticas f́ısicas

o qúımicas de un analito en datos que se puede interpretar
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Se preparó una solución identificada como solución madre a partir de una multielemental

de marca comercial. Para esto, se prepararon 1 000 g de disolución cuya concentración

aproximada de cada elemento es de 200 µg
kg para cada uno de los analitos.

Posteriormente, desde la solución madre se produjeron 4 lotes de materiales de refe-

rencia, los cuales contendŕıan 10 unidades cada uno; con 20 g aproximadamente de

disolución por cada unidad. Cada lote se preparó gravimétricamente con el propósi-

to de generar una heterogeneidad controlada. La incertidumbre de las preparaciones

gravimétricas es del orden de 0,001%. Las incertidumbres objetivas de cada lote corres-

ponden a:

⋆ Lote 1: Incertidumbre 0%.

⋆ Lote 2: Incertidumbre 0,5%.

⋆ Lote 3: Incertidumbre: 0,87%.

⋆ Lote 4: Incertidumbre 1,5%.

Adicionalmente, se realizó medición de los siguientes lotes:

⋆ Blanco: El cual permite verificar si el ácido ńıtrico, el agua o el disolvente no está

contaminado o puedan contaminar las muestras.

⋆ Controles: Corresponde a una solución que se mide a lo largo del experimento y

permiten que se evalúen temas de tendencia ocasionada por el proceso de medición.

Los detalles de la preparación de cada lote se puede observar en el Anexo A.

Cálculo de número de réplicas:

Es importante que cada tratamiento dentro de un diseño experimental sea aplicado

varias veces, puesto que permite garantizar 4:

– Obtener un estimado del error experimental;

– Calcular una estimación precisa del efecto del factor experimental;

– Incrementar la precisión reduciendo el error estándar.

Las repeticiones experimentales (replicas instrumentales) se calcularon haciendo uso de

la función pwr.anova.test del paquete pwr de R Core Team (2023), donde:

– k: Cantidad de botellas, k=10.

– Power: Potencia de la prueba (La probabilidad de rechazar una hipótesis falsa

cuando realmente es falsa), power= 0.80.

– sig. level: Nivel de significancia de la prueba, α = 0,05

– f: Es la diferencia mı́nima de resultados entre grupos que se desea detectar en

la prueba. Dado que se considera un efecto moderado se especificó un valor de

f = 0,47.

4Adaptado de: Mendoza H. (2016). Aspectos Generales del Diseño Experimental. Página web:

https://onx.la/907a4

https://onx.la/907a4
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La cantidad de réplicas que se definieron fueron n=8, los gráficos del tamaño de mues-

tra teniendo en cuenta el efecto y la potencia de la prueba, se pueden visualizar en 5-3

y 5-4 respectivamente.
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Figura 5-3.: Efecto vs. Tamaño de muestra

5-4.1

Figura 5-4.: Potencia de la prueba vs. Tamaño de muestra

5-5.1

Nota: Gráfico de elaboración propia
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Teniendo en cuenta lo anterior, la cantidad de botellas y repeticiones que se usaron para

la realización de este experimento son las definidas en la tabla 5-2.

Tabla 5-2.: Especificación de los lotes

Lote Número de Botellas Número de réplicas Observación

Blanco 2 7 Evaluación de interferencias

Control 9 8 Evaluación de tendencias

Lote 1 10 8 Incertidumbre: 0%

Lote 2 10 8 Incertidumbre: 0.5%

Lote 3 10 8 Incertidumbre: 0.87%

Lote 4 10 8 Incertidumbre: 1.5%

Aleatorización: La aleatorización5 comprende tanto la asignación de un material ex-

perimental como el orden en que se realizan las pruebas individuales. Realizar este

proceso durante un experimento permite garantizar:

– La validez del error experimental estimado.

– La independencia de los errores o que las observaciones sean variables aleatorias

independientes.

– La eliminación de sesgos de tal manera de que no se desfavorezcan tratamientos y

eliminar los efectos de factores inusuales que se presenten durante el experimento.

En primer lugar, el orden de medición de los lotes fue: Lote 3, Lote 2, Lote 4 y Lote 1.

Por otro lado, el orden de medición de las botellas está definido en la tabla 5-3.

4. Definición del problema objetivo del experimento e hipótesis a probar: Existe un efecto de

variabilidad entre las botellas.

Ho : σ
2
τ = 0

Ho : σ
2
τ > 0

5. El modelo extendido a plantear se estructuraŕıa de la siguiente forma:

Yi,j = µ+ τi + ei,j

Donde:

Yi,j : Respuesta al estándar interno debido a la botella i-ésima en la repetición j-ésima.

µ : Media global del experimento.

τi : Efecto de la i-ésima sobre la variable respuesta.

5Adaptado de: Mendoza H. (2016). Aspectos Generales del Diseño Experimental. Página web: http:

//red.unal.edu.co/cursos/ciencias/2000352/html/un1/cont_116-16.html

http://red.unal.edu.co/cursos/ciencias/2000352/html/un1/cont_116-16.html
http://red.unal.edu.co/cursos/ciencias/2000352/html/un1/cont_116-16.html


43

Tabla 5-3.: Aleatorización de las botellas por Lote

Orden Lote 1 Lote 2 Lote 3 Lote 4

– Control Control Control Control

1 9 5 4 10

2 1 10 5 5

3 7 2 7 6

4 4 9 3 7

5 6 8 9 9

– Control Control Control Control

6 3 7 10 2

7 5 4 2 1

8 8 3 8 4

9 10 1 6 8

10 2 6 1 3

ϵij : error debido a factores no controlados.

Inicialmente, se establece que los componentes aleatorios tienen las siguientes distribuciones:

τi ∼ SN(0, στ , α), donde α será el parámetro de sesgo o de asimetŕıa.

eij ∼ N(0, σe).

Para lo cual se asume que los errores eij son independientes; adicionalmente, se asume que

τi y ϵij son independientes.

La estructura matricial de este modelo se define de la siguiente manera:

Y =


y11
y12
...

yana

+ µ1+


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1



τ11
τ12
...

τa

+ ϵ

En resumen:

Y = µ1+Xτ + ϵ

Nota: Cabe resaltar que según Pewsey (2002) cuando α → ∞ la distribución tiende a una

a una distribución half-normal estándar positiva y a su vez cuando α → −∞ la distribución

tiende a una a una distribución half-normal estándar negativa. La distribución half-normal

se relaciona con la familia skew-normal y comparten algunas propiedades según lo definido

por Valdés (2011). De acuerdo con lo anterior si X ∼ HNn(0, In) su función de densidad es:
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fX(x) =

√
2

σ
√
π
exp

−x2

2σ2
donde x ∈ Rn

+

Teniendo en cuenta que para este proyecto de grado se asume que τ ∼ SN(0, στIa, α1) según

Valdés (2011) se puede tener la siguiente representación jerárquica para el componente τ :

τ |W ∼ Na(αW1′, σ2
τIa)

W ∼ HN(0, 1)

La distribución condicionada de Y teniendo en cuenta sus componentes se puede definir de

la siguiente forma:

Y|τ, σ2
ϵ , σ

2
τ , α, µ ∼ N(µ1+Xτ, σ2

ϵ Ina)

ϵ ∼ N(0, σ2
ϵ Ina)

Puede asumirse esta representación porque la distribución skew-normal está compuesta por

la siguiente estructura:

f(x) = 2ϕ(x)Φ(x)

Donde ϕ(x) es cualquier función de densidad simétrica con respecto a cero y Φ es función

de distribución de probabilidad cuya función de densidad es simétrica con respecto a cero.

Considerando ϵ es el parámetro de localización, w parámetro de escala y α parámetro de

forma, se tiene que:

f(x) =
2

w
√
2π

exp

(
−(x− ϵ)2

2w2

)∫ α(x−ϵ)
w

−∞

1√
2π

exp

(
− t2

2

)
dt

Que para este caso la expresión seŕıa la siguiente expresión:

f(τ) =

∫ ∞

x
f(τ, w)dw

f(τ) =

∫ ∞

x
f(τ |w)f(w)dw

se resalta que para esta propuesta f(τ |w) es una fdp normal y f(w) es una fdp half-normal

y se estructuran de la siguiente manera:

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2|σ2
τ |1/2

exp {−1

2
(τ − αW1)′(σ2

τIa)
−1(τ − αW1)}

∗
√
2√
π
exp {−1

2
W 2}dw
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Donde para este caso se supone que x > 0,

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp {− 1

2(σ2
τIa)

(τ − αW1)′(τ − αW1)}

∗ 1√
π/2

exp {−1

2
W 2}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp {− 1

2(σ2
τ )
[τ ′τ − τ ′αW1− αW1′τ + α2W 21′1]}

∗ 1√
π/2

exp {−1

2
W 2}dw

Multiplicando las dos exponenciales:

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp {− 1

2(σ2
τ )
[τ ′τ − αWτ ′1− αW1′τ + aα2W 2]− 1

2
W 2}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp {−1

2

[
τ ′τ

(σ2
τ )

− 2αW1′τ

(σ2
τ )

+
aα2W 2

(σ2
τ )

+W 2

]
}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp {−1

2

[
aα2W 2

σ2
τ

+W 2 − 2αW1′τ

σ2
τ

+
τ ′τ

σ2
τ

]
}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp {−1

2

[
W 2

(
1 +

aα2

σ2
τ

)
− 2W

(
α1′τ

σ2
τ

)
+

τ ′τ

σ2
τ

]
}dw

Separando nuevamente las integrales:

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′τ}

∗ exp {−1

2

[
W 2

(
1 +

aα2

σ2
τ

)
− 2W

(
α1′τ

(σ2
τ )

)]
}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′τ}

∗ exp {−1

2

(
1 +

aα2

σ2
τ

)W 2 − 2W

(
α1′τ
σ2
τ

)
(
1 + aα2

σ2
τ

)
}dw

Despejando la expresión:
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α1′τ
σ2
τ

(1 + aα2

σ2
τ
)
=

α1′τ
σ2
τ(

σ2
τ+aα2

σ2
τ

) =
α1′τ

σ2
τ + aα2

Se eleva la expresión al cuadrado:

α1′τ

σ2
τ + aα2

∗ α1′τ

σ2
τ + aα2

=
α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)2

Se reemplaza y continua con la integral:

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′τ}

∗ exp {−1

2

(
1 +

aα2

σ2
τ

)[
W 2 − 2W

(
α1′τ

σ2
τ + aα2

)]
}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′τ}

∗ exp {− 1

2σ2
τ

(
σ2
τ + aα2

) [
W 2 − 2W

(
α1′τ

σ2
τ + aα2

)]
}dw

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

[
τ ′τ
]
}

∗ exp {− 1

2σ2
τ

(
σ2
τ + aα2

) [
W 2 − 2W

(
α1′τ

σ2
τ + aα2

)
+

α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)2

− α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)

]
}dw

Pasando el componente − α2τ ′11′τ
(σ2

τ+aα2)
para la primera integral:

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

[
τ ′τ +

α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)

]
}

∗ exp {− 1

2σ2
τ

(
σ2
τ + aα2

) [
W 2 − 2W

(
α1′τ

σ2
τ + aα2

)
+

α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)2

]
}dw

Teniendo en cuenta que:

(
W − (

α1′τ

σ2
τ + aα2

)

)2

= W 2 − 2W

(
α1′τ

σ2
τ + aα2

)
+

α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)2

Continuando el proceso:

f(τ) =

∫ ∞

x

1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗ 1√

π/2
exp { −1

2σ2
τ

[
τ ′τ +

α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)

]
}
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exp {− 1

2σ2
τ

(
σ2
τ + aα2

)
∗
(
W − (

α1′τ

σ2
τ + aα2

)

)2

dw

Se extraen de la integral los componentes que no dependen de w:

f(τ) =
1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp { −1

2σ2
τ

[
τ ′τ +

α2τ ′11′τ

(σ2
τ + aα2)

]
}

∫ ∞

x

1√
π/2

∗ exp {− 1

2σ2
τ

(
σ2
τ + aα2

)
∗
(
W − (

α1′τ

σ2
τ + aα2

)

)2

dw

se puede reescribir la integral, teniendo en cuenta que δ = σ2
τ + aα2

f(τ) =
1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp { −1

2σ2
τ

[
τ ′τ +

α2τ ′11′τ

δ

]
}

∫ ∞

x

1√
π/2

∗ exp {− 1

2σ2
τ

δ ∗
(
W − (

α1′τ

δ
)

)2

dw

f(τ) =
1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′
[
Ia +

α211′

δ

]
τ}

∫ ∞

x

1√
π/2

∗ exp {− 1

2σ2
τ

δ ∗
(
W − (

α1′τ

δ
)

)2

dw

Para reescribir la integral se puede considerar que u =
√

δ
σ2
τ

(
W − (α1

′τ
δ )
)

donde du =√
δ
σ2
τ
dw, despejando dw:

dw =

√
σ2
τ

δ
du

Reemplazando en la integral:

f(τ) =
1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′
[
Ia +

α211′

δ

]
τ

∫ ∞

−(α
′1′τ
δ

)∗
√

δ

σ2
τ

1√
π/2

∗
√

σ2
τ

δ
∗ exp {−u2

2
}du

Invirtiendo los ĺımites de la integral:

f(τ) =
1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
exp { −1

2σ2
τ

τ ′
[
Ia +

α2τ ′11′τ

δ

]
τ
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∫ (α
′1′τ
δ

)∗
√

δ

σ2
τ

−∞

1√
π/2

∗
√

σ2
τ

δ
∗ exp {−u2

2
}du

Finalmente:

f(τ) =
1

(2π)a/2(σ2
τ )

a/2
∗
√

σ2
τ

δ
∗ exp { −1

2σ2
τ

∗ τ ′
[
Ia +

α2τ ′11′τ

δ

]
τ}

∫ (α
′1′τ
δ

)∗
√

δ

σ2
τ

−∞

1√
π/2

∗ exp {−u2

2
}du

Dado lo anterior, la función de máxima verosimilitud puede ser expresada de la siguiente

manera:

L(µ, τ, σ2
ϵ , σ

2
τ , α) ∝ f(Y |µ, τ, σ2

ϵ , σ
2
τ , α) ∗ f(τ |W ) ∗ f(W )

L(µ, τ, σ2
ϵ , σ

2
τ , α) ∝

∫ ∫
L(Y |µ, τ, σ2

ϵ , σ
2
τ , α)dwdτ

6. Optimización: Dada la complejidad para encontrar solución al problema de maximización de

la función de verosimilitud, se recurre a métodos de optimización partiendo de datos iniciales

y se define la siguiente metodoloǵıa de maximización:

(i) Expresar las distribuciones marginales de Y yW. Adicionalmente, definir la distribución

condicional de τ |W.

(ii) Declarar la función de verosimilitud.

(iii) Simular valores de τ .

(iv) Simular valores de W.

(v) Para cada τ y W generados, calcular la verosimilitud de (paso II).

(vi) Tomar el promedio de los valores obtenidos en (paso V ).

(vii) Definir los valores iniciales para µ, τ , σ2
ϵ , σ

2
τ y α.

(viii) Se define la función de verosimilitud según los valores iniciales

(ix) Optimizar la función de verosimilitud: Método cuasi-Newton: L-BFGS-S y como método

alternativo Algoritmo genético de clasificación no dominado (NSGA-II).

(x) Utilizar el método de bootstrap para repetir el proceso de maximización, B = 5000.

(xi) Construir los intervalos al 95% de confianza.

(xii) Calcular la función según cada lote experimental.

(xiii) Repetir según el diseño experimental definido por elemento.
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7. Análisis de resultados experimentales:

Para poder conocer si las mediciones de los lotes eran aptas para hacer parte del proceso de

evaluación de homogeneidad se verificaron los siguientes aspectos relacionados con precisión,

linealidad y tendencia:

El grupo de datos comparados con el CV más pequeño, donde CV es el Coeficiente de

variación CV = S
X̄
.

Se verificó que se cumpliera la condición CV√
n
< 2% 6. El valor del 2% se define como

ĺımite en esta condición, teniendo en cuenta lo que mencionado por Ahumada-Forigua

et al. (2019), la incertidumbre objetiva o máxima esperada de los elementos mayores 7

en materiales de referencia en agua es cercana al 1% y la de los elementos menores 8

es cercana al 2%.

Se evaluó si presentaban tendencias entre mediciones de la misma botella y del mismo

lote para cada elemento.

Se realizaron análisis de regresión lineal simple verificando que los estándares internos

representarán adecuadamente las mediciones no corregidas.

Según los anteriores aspectos descritos, se seleccionó el mejor estándar interno para poder

realizar el análisis de resultados del modelo propuesto y sus comparaciones.

Se resalta que para la comparación del modelo alternativo propuesto, se definieron los si-

guientes pasos según los métodos convencionales considerados:

Se realizó un análisis convencional a través de ANOVA de una v́ıa

Se realizó un análisis a través del método Der-Simonian-Laird.

Se realizó un análisis con el modelo propuesto, los valores obtenidos fueron reparame-

trizados según el valor esperado de la skew-normal y su varianza, teniendo en cuenta el

valor de α obtenido.

Se compararon por medio de métodos experimentales y la verificación de la sobreesti-

mación o subestimación de la incertidumbre de medición.

5.0.2. Estudio de Simulación

Para analizar el desempeño del algoritmo propuesto y evaluar su comportamiento en condiciones

preestablecidas, se realizaron 5000 simulaciones, el propósito fue validar si el algoritmo puede esti-

mar los valores verdaderos de los parámetros asociados a la función planteada.

En este caso se definen los valores verdaderos como µ =0, s2τ =1.9, s2e =2.1, α =-1.5. Al realizar la

optimización y el Bootstrap 5000 veces para la construcción de intervalos de confianza al 95%, se

6Esta estructura es similar a cálculo de la incertidumbre t́ıpica experimental, pero en este caso se cuan-

tifica en términos relativos con respecto al valor promedio
7Elementos mayores (Na, Mg, Ca, K)
8Elementos menores (Pb, Cd, As, Co, Cu, entre otros)
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encontraron los resultados que se pueden visualizar en la tabla 5-4 y en los gráficos para µ en 5-5,

s2τ en 5-6, s2e en 5-7, finalmente para α en 5-8.

Tabla 5-4.: Estudio de Simulación

Parámetro Verdaderos óptimos diferencia Int. Inf. opt. Int. sup. opt.

µ 0.0 0.1802 0.1802 -0.7044 1.0757

s2τ 1.9 1.9217 0.0217 1.8646 2.6758

s2e 2.1 2.1016 0.0016 2.0391 2.8375

α -1.5 -1.8254 -0.3254 -2.7378 -0.9173

Al evaluar los resultados, se encontró que si bien se presentan algunas diferencias en cuanto a las

estimaciones y los valores verdaderos, sobre todo para los casos de µ y α (los cuales son parámetros

que están altamente relacionados en el desplazamiento y la centralidad de la distribución, esto

indica que el parámetro de forma afecta directamente el parámetro de localización). Se resalta que

a pesar de las diferencias, los intervalos al 95% confianza contienen los valores verdaderos definidos

para los 4 casos.

Adicionalmente, se realizó un análisis de la probabilidad de cobertura del intervalo de confianza

para ocho escenarios planteados, los cuales se detallan en la tabla 5-5. Este análisis implica la varia-

ción de los valores de µ, s2τ , s
2
e y α, y se llevó a cabo mediante la ejecución de 100 réplicas del modelo

para cada escenario. De acuerdo con los resultados, se observó que en más del 95% de las réplicas

de la simulación (5-6), los valores verdaderos propuestos para µ, s2τ , s
2
e y α estaban incluidos en

los intervalos; cabe resaltar que los porcentajes definidos en la tabla 5-6, son valores promedios

de todas las simulaciones realizadas. Este ejercicio reveló una cobertura aceptable, demostrando la

idoneidad de la simulación para los objetivos del estudio y su aplicabilidad en el diseño experimental.

Tabla 5-5.: Escenarios para la evaluación de la probabilidad de cobertura

No. µ s2τ s2e α

1 0.0 1.9 2.1 -1.5

2 0.0 1.9 2.1 -2.5

3 0.0 1.9 2.1 0.6

4 0.0 1.9 2.1 3.0

5 2 0.8 0.6 1.2

6 2 0.8 0.6 -1.2

7 -9.8 2.2 1.2 4

8 -9.8 2.2 1.2 -4
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Tabla 5-6.: Probabilidad de Cobertura del intervalo de confianza

µ. s2τ s2e α

96% 95% 99% 97%

Figura 5-5.: Simulación para valores de µ

Nota: Gráfico de elaboración propia

5.0.3. Análisis de información

Toda la información fue analizada en R Core Team (2023), según versión vigente. Se utilizaron los

siguientes paquetes:

pwr: Se usó para el cálculo de tamaño de muestra

dplyr: Se usó para establecer las lógicas de organización de datos.

foreach: Se usó para acelerar el método de repetición, bootstrap y ejecución paralela.

iterators: Se usó para poder realizar iteraciones entre operaciones de vectores.

parallel: Se usó para establecer la paralelización eficiente en métodos de núcleo para acelerar

la ejecución de funciones.

doParallel: Se usó para establecer la paralelización eficiente en métodos de núcleo en cuanto

a la integración de paquetes.

mvtnorm: Se usó para distribución normal multivariada.

purrr: Se usó para aplicar la función creada para la salida de resultados todos los elementos

al tiempo.

metafor: Se usó para aplicar el dersimonian laird.
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Figura 5-6.: Simulación para valores de s2τ

Nota: Gráfico de elaboración propia

nsga2R: Se usó para establecer aplicar el algoritmo genético.

mco: Se usó para utilizar los algoritmos de optimización.

5.0.4. Alcance de la investigación

Este estudio tuvo como fin proporcionar una nueva alternativa para la evaluación de homogeneidad

en los materiales de referencia que considere los efectos de asimetŕıa, para el cual se evaluará a

distintos niveles de heterogeneidad del material, espećıficamente para elementos del material de

referencia en agua.
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Figura 5-7.: Simulación para valores de s2e

Nota: Gráfico de elaboración propia

Figura 5-8.: Simulación para valores de α

Nota: Gráfico de elaboración propia
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6.1. Análisis Exploratorio

Una vez se ejecutó el experimento, se encontró que las masas de las soluciones para el caso del

lote 2, lote 3 y lote 4, tuvieron una leve variación respecto a la masa teórica o esperada; lo cual se

refleja en una pequeña variación en la incertidumbre final obtenida para cada lote, como se puede

observar en las tablas 6-1, 6-2 y 6-3.

Por otro lado, para este análisis exploratorio inicialmente se seleccionó uno de los isótopos pa-

ra representar cada elemento qúımico 6-1. Para esto se empleó una estrategia de selección que

consideraba la precisión del método de medición (recomendación Gúıa 35 (2017)), también expe-

riencias previas en evaluaciones de homogeneidad y la probabilidad de tener interferencias durante

la medición de cada isótopo, en concordancia con lo reportado en literatura para ICPMS May and

Wiedmeyer (1998).

Tabla 6-1.: Masas lotes 2 (Masa Emṕırica)

Botella Masa teórica (g)
Masa Estándar

Interno (g)
Masa Emṕırica (g)

1 19.910 1.0025 19.9109

2 20.080 1.0012 20.0804

3 19.960 1.0027 19.9603

4 19.860 1.0034 19.8608

5 20.080 1.0055 20.0799

6 19.880 1.0036 19.8802

7 20.090 1.0042 20.0905

8 20.020 1.0038 20.0205

9 20.120 1.0039 20.1205

10 19.890 1.0014 19.8903

uobjetivo 0.50% ureal(gravimetria) 0.501%
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Tabla 6-2.: Masas lotes 3 (Masa Emṕırica)

Botella Masa teórica (g)
Masa Estándar

Interno (g)
Masa Emṕırica (g)

1 20.18 1.0057 20.1809

2 20.24 1.0048 20.2404

3 20.05 1.0048 20.0520

4 20.16 1.0052 20.1600

5 19.85 1.0059 19.8500

6 20.22 1.0027 20.2289

7 19.82 1.0032 19.8200

8 19.84 1.004 19.8422

9 20.22 1.0037 20.2235

10 20.12 1.045 20.1200

uobjetivo 0.87% ureal(gravimetria) 0.853%

Tabla 6-3.: Masas lotes 4 (Masa Emṕırica)

Botella Masa teóricoa (g)
Masa Estándar

Interno (g)
Masa Emṕırica (g)

1 20.43 1.0039 20.4326

2 20.05 1.0075 20.0514

3 20.3 1.0017 20.3073

4 19.92 1.0026 19.9272

5 19.63 1.0034 19.6319

6 19.69 1.0049 19.6911

7 20.29 1.0036 20.2944

8 19.61 1.0029 19.6107

9 19.96 1.0049 19.9617

10 20.3 1.0048 20.3028

uobjetivo 1.5% ureal(gravimetria) 1.533%

Las figuras 6-1 y 6-2 presentan los respectivos coeficientes de variación de las mediciones sin

realizar la corrección al estándar interno, es decir, las mediciones crudas. Considerando el bajo

nivel de concentración para los elementos en estudio, se esperaba que estas variaciones pudieran ser

de hasta el 10% Horwitz and Albert (2006); sin embargo, se observa este coeficiente de variación

se encuentra cercano al 2% para la mayoŕıa de los elementos, con excepción de algunos elementos;

lo anterior evidencia el grado de control que se tuvo durante el proceso de medición.
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Figura 6-1.: Listado de Isótopos No Seleccionados

6-2.1

6-2.2
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Figura 6-2.: Listado de Isótopos Seleccionados

En la tabla 6-1 de isótopos no seleccionados, se observa algunos elementos como el 26Mg para el

lote 4 en donde se presentó un coeficiente de variación cercano al 10%, lo cual sugiere que apa-

rentemente hubo algún problema durante la medición, considerando que es un comportamiento

ajeno a la tendencia general, sumado a que de acuerdo a reportes previos se encontraba fuera de

especificaciones Ahumada-Forigua et al. (2019). De igual manera, se puede observar que para este

caso, se encuentra una tendencia anómala en el crecimiento de su variabilidad para los cuatro (4)

lotes medidos. Lo anterior implica que es posible que este isótopo no sea apto para ser evaluado

con el modelo propuesto.

En el caso del elemento Hierro (Fe) y sus respectivos isótopos 54Fe y 57Fe, se evidencia un com-

portamiento inusual en cuanto al decrecimiento de variación en el lote 2 y adicionalmente, el lote

1 y el lote 3 presentan similitudes en variabilidad que no están acordes al diseño planteado de una

heterogeneidad controlada y creciente entre los lotes producidos; esto conllevo a que el elemento
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Hierro (Fe) no hiciera parte de este estudio, de igual forma para los isótopos 52Cr y 205Tl. Por su

parte, para los isotópos 111Cd y 114Cd también tuvieron que ser descartado, pues no se fue posible

detectar la variabilidad entre los lotes 1 y 2, lo cual puede ser atribuido a que a este nivel de

concentración la sensibilidad del instrumento es muy baja para estos isótopos y no puede distinguir

las bajas variaciones que se tienen entre los lotes Newman et al. (2009).

Para los elementos que se presentan en la 6-2, no evidenciaron comportamientos volátiles y ten-

dencias inesperadas, las cuales son caracteŕısticas de posibles fallas en la medición o presencia de

interferencias que pudieran interferir durante el desarrollo del presente trabajo. Se pueden observar

en la figura 6-2 que todos presentan una tendencia creciente en el coeficiente de variación, de acuer-

do a lo esperado según el diseño planteado (66Zn, 62Ni). Con excepción de 55Mn, el cual se conservó

en el presente estudio dado la importancia de este elemento en la calidad del agua Harford et al.

(2015). Los isótopos (44Ca, 53Cr y 59Co) pueden considerarse estables y relevantes para respecti-

vo elemento, aśı que se continuó con su selección a pesar de posibles comportamientos no esperados.

Por otro lado, para propósitos de evaluar el modelo a proponer en este trabajo de grado, se consi-

deró relevante incluir elementos como el Sodio (23Na) y Magnesio(25Mg) que permitan considerar

casos en el que el coeficiente de variación es alto. También incluir casos de incrementos inesperados

entre las variaciones de los lotes, como es el caso de 203Tl y 208Pb.

Para los siguientes análisis, de los isótopos aptos para el estudio se seleccionará una representación,

que se clasificará en tres grupos de acuerdo con lo mencionado 5-1:

Elementos de precisión baja: están conformados por Calcio (44Ca), Sodio (23Na), Nı́quel

(62Ni); Para propósitos de demostrar la funcionalidad del modelo alternativo se seleccionará

el elemento Calcio (44Ca).

Elementos de precisión intermedia: están conformados por Cromo (53Cr), Cobalto

(59Co), Zinc (66Zn) y Manganeso (55Mn); Para propósitos de demostrar la funcionalidad

del modelo alternativo se seleccionará el elemento Zinc (66Zn).

Elementos de precisión alta: están conformados por Magnesio (25Mg), Talio (203Tl),

Plomo (298Pb); Para propósitos de demostrar la funcionalidad del modelo alternativo se

seleccionará el elemento Talio (203Tl).

Nota: Los resultados de los elementos adicionales se encontrarán en el Anexo C (Anexo:

Gráficos y Tablas adicionales.

Como se mencionó en la sección experimental, se emplearon tres estándares internos (Uranio (U),

Rodio (Rh) y Germanio (Ge)), por lo cual es necesario determinar cuál de ellos es idóneo para rea-

lizar las respectivas correcciones. En este sentido, mediante las mediciones realizadas a la muestra

control, la cual es independiente de los lotes en estudio, se evaluaron varias caracteŕısticas de las

correcciones realizadas por cada uno de los estándares interno. Idealmente, el estándar interno debe

corregir las variaciones propias del instrumento y no debe alterar el comportamiento de los resul-

tados crudos, es decir, la variabilidad que se tenga para los diferentes elementos se debe mantener;
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asimismo se espera que la incertidumbre t́ıpica de la medición CV√
n
se encuentre por debajo del 2%

para considerarlo como una medición adecuada.

La figura 6-3 presenta los resultados obtenidos al aplicar la corrección mediante los diferentes

estándares internos para 44Ca. En esta figura, se puede observar un alta variabilidad en los cuatro

casos y no se aprecia un comportamiento normal en ninguna de las distribuciones. A pesar de

que se tienen escalas diferentes, se puede observar que los resultados crudos se concentra hacia el

lado izquierdo y la cola de la distribución tiende al lado derecho, lo cual puede evidenciar que la

distribución tiene una asimetŕıa positiva, el único estándar interno que tiene un comportamiento

similar es el Uranio.

6.1.1. Selección de estándar interno para elementos de precisión baja

Figura 6-3.: Efecto de la corrección del estándar Interno sobre la respuesta de 44Ca
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Tabla 6-4.: Precisión de 44Ca empleando los diferentes estándares internos

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 1.35 1.47 3.07 0.93

C2 0.88 0.93 3.18 1.81

C3 1.29 1.37 2.82 2.02

C4 0.86 1.26 4.78 1.02

C5 1.47 2.14 2.91 1.86

C6 1.28 1.6 4.21 1.8

C7 1.79 1.68 2.63 2.11

C8 0.96 1.34 4.61 1.59

C9 1.2 1.27 3.1 2.54

La Tabla 6-4 muestra que todos los isótopos presentan coeficientes de variación se encuentran por

debajo 5%, aśı como incertidumbre t́ıpica apta. De igual forma, se confirma que los coeficientes

de variación del estándar interno Uranio, en la mayoŕıa de los casos, es el que tiene menor varia-

bilidad y tiene un comportamiento similar con los calculados con los datos crudos. Teniendo en

cuenta lo anterior, se seleccionó Uranio (U) para realizar la corrección de los datos crudos para 44Ca.

Para el caso 62Ni y 23Na se encontró un comportamiento similar, con lo cual puede observarse en

el Anexo C (Anexo: Gráficos y Tablas adicionales, por lo cual se seleccionó la corrección con

Uranio (U).

6.1.2. Selección de estándar interno para elementos de precisión

Intermedia

Para los elementos de precisión intermedia, se empleó la misma estrategia y sus resultados se

muestran a continuación.



6.1 Análisis Exploratorio 61

Figura 6-4.: Efecto de la corrección del estándar interno sobre la respuesta de 53Cr

Tabla 6-5.: Precisión de 53Cr empleando los diferentes estándares internos

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 0.82 1.21 2.79 1.67

C2 1.27 1.82 3.77 2.26

C3 0.73 0.95 2.84 1.8

C4 1.01 1.39 4.99 1.24

C5 1.55 1.13 2.12 3.01

C6 1.09 1.15 4.83 1.33

C7 0.94 1.16 1.09 2.65

C8 0.78 0.53 4.56 0.73

C9 1.04 0.93 3.49 2.98

En el gráfico 6-4 para Cromo (53Cr), se observa un comportamiento asimétrico para los cuatro

casos y la presencia de puntos at́ıpicos para el caso de los datos crudos, en los gráficos se observa

varios picos, lo que evidencia la heterogeneidad entre los controles. Si bien se tienen escalas dife-

rentes, se puede observar que los resultados crudos tiene su concentración hacia el lado izquierdo;
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En este caso los tres estándares internos tienen un comportamiento similar a los resultados crudos.

En la tabla 6-5 se puede observar que todas las mediciones son aptas de acuerdo con la incertidum-

bre t́ıpica. Se resalta también que los coeficientes de variación de los lotes C4, C6 y C8 de Rodio

(Rh) son los valores más altos y cercanos al 5%.

Se puede decir que la precisión de los lotes corregidos con el estándar Uranio es mayor con respecto

a los demás y es similar a la encontrada en los resultados crudos. Teniendo en cuenta esta situación,

se empleó como estándar interno Uranio (U) para realizar la corrección de los datos crudos de 53Cr.

Para el caso de los elementos Cobalto (59Co) y Zinc (66Zn), Manganeso (55Mn) su comportamiento

puede observarse en el Anexo C (Anexo: Gráficos y Tablas adicionales, para estos elementos

se realizó la corrección con el estándar interno Uranio (U).

6.1.3. Selección de estándar interno para elementos de precisión alta

Para esta sección, se incluirán los descriptivos de selección del estándar interno para los elementos

agrupados en alta precisión:

Figura 6-5.: Efecto de la corrección del estándar interno sobre la respuesta de 203Tl
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Tabla 6-6.: Precisión 203Tl empleando los diferentes estándares internos

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 0.37 0.71 2.6 1.17

C2 0.72 1.33 3.79 2.14

C3 0.64 0.85 2.62 1.54

C4 0.51 1.28 4.22 1.32

C5 0.55 1.13 2.95 1.77

C6 0.54 0.6 4.54 1.68

C7 0.41 0.52 1.39 2.05

C8 0.84 1.23 4.69 1.4

C9 0.26 0.46 3.8 2.31

En el gráfico 6-5 para Talio (203Tl), se observa una concentración hacia el lado izquierdo de las dis-

tribuciones de los datos crudos; los gráficos de la corrección con respecto a Uranio (U) y Germanio

evidencia puntos at́ıpicos en los tres casos. Por su parte Rodio (Rh) tiene mucha variabilidad al-

rededor de su rango de valores de 12.0 a 14.0 y un comportamiento desplazado hacia el lado derecho.

En la tabla 6-6 se evidencia que los coeficientes de variación de los resultados crudos están por

debajo de 1%, lo cual es de esperar considerando que estos son los elementos que tradicionalmente

presentan una excelente precisión. Por otro lado, se puede observar en esta tabla que al aplicar la

corrección con Rodio o Germanio la variación aumenta considerablemente, por ejemplo en algunos

casos como es el control 9 pasa de 0.26% a 2.31%, lo cual se traduce en un mayor ruido para el

experimento. al igual que en los casos anteriores, se evidencia que el estándar interno que ofrece

mejores prestaciones corresponde al Uranio, con el cual se obtienen% CV entre el 1% y el 1.4%.

Finalmente, se puede ratificar que la precisión de los lotes corregidos con el estándar Uranio es

mejor con respecto a los demás y que, por tanto, se seleccionó el estándar interno Uranio (U) para

realizar la corrección de los datos crudos de 203Tl.

Para el caso del Magnesio (25Mg) y Plomo (208Pb) su comportamiento puede observarse en el Anexo

C (Anexo: Gráficos y Tablas adicionales, para estos elementos también se seleccionó la Uranio

(U) como estándar interno.

6.1.4. Efecto de la corrección por estándar interno: Elementos de

precisión baja

Una vez seleccionado el estándar interno, se procedió a realizar nuevamente un análisis general de

los resultados corregidos por la respuesta del estándar interno para los diferentes lotes evaluados.

En la siguiente figura 6-6 y tabla 6-7 se presentan los resultados para el 44Ca, el cual es uno de

los elementos de precisión baja.
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Figura 6-6.: Boxplot para -44Ca

Tabla 6-7.: Estad́ısticas Descriptivas 44Ca

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 5.29 5.29 1.76 0.33 5.08 5.57

Lote 1 7.23 7.22 1.66 0.43 6.99 7.53

Lote 2 5.77 5.76 2.36 0.40 5.51 6.15

Lote 3 5.26 5.23 2.77 1.25 5.04 5.70

Lote 4 5.76 5.77 1.95 -0.05 5.50 5.98

En el gráfico 6-6 para el caso de 44Ca se pueden observar algunas diferencias entre el comportamien-

to de los lotes. Por un lado, se aprecia que para el lote 1 se tiene la mayor respuesta, lo que indica

que se tiene una concentración más alta de este elemento. En este punto, es importante resaltar

que para la preparación de los lotes se controló muy bien la variabilidad y se redujo a la máxima

incertidumbre durante su preparación, por lo cual existen diferencias entre estas respuestas; esta

situación no afecta el estudio realizado, pues se estiman variaciones dentro de cada lote. De su

parte, el lote 3 tiene la menor respuesta, la cual es similar a las obtenidas para los demás lotes.

Ninguno de los lotes comparados indican alta variabilidad (todos los coeficientes de variación están

por debajo 3%) o tendencias asimétricas (excepto para lote 3 que tiene un coeficiente de asimetŕıa

de 1.25 que indica una asimetŕıa positiva). El lote control, lote 2 y lote 3 tiene puntos at́ıpicos que

corresponden a valores altos de cada grupo mencionado.
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Para el caso de Sodio (23Na) y Nı́quel (62Ni) su comportamiento puede observarse en el Anexo C

(Anexo: Gráficos y Tablas adicionales.

6.1.5. Efecto de la corrección por estándar interno: Elementos de

precisión Intermedia

A continuación se presentan los resultados del análisis preliminar para los elementos que fueron

corregidos por Uranio y se encuentran clasificados como de precisión intermedia:

Figura 6-7.: Boxplot por lote 53Cr

Tabla 6-8.: Estad́ısticas Descriptivas para 53Cr

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 8.81 8.81 1.63 0.07 8.51 9.14

Lote 1 9.29 9.29 1.87 -0.14 8.90 9.64

Lote 2 9.63 9.60 2.11 0.85 9.31 10.30

Lote 3 9.01 8.98 2.69 0.81 8.47 9.78

Lote 4 9.54 9.54 1.79 0.12 9.15 9.96
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Para Cromo (53Cr) 6-7 se logran visualizar diferencias entre los lotes y una respuesta creciente del

lote control, lote 1 y lote 2, se resalta que el lote 2 es el que presenta la respuesta más alta de la

producción con un valor medio de 9.63 según la tabla 6-8. Se puede observar que el valor más alto

de variabilidad la tiene el lote 3 y también es el lote que registra más puntos at́ıpicos para valores

altos de la distribución.

Para el caso de los elementos Cobalto (59Co), Zinc (66Zn) y Manganeso (Mn55) su comportamiento

puede observarse en el Anexo C (Anexo: Gráficos y Tablas adicionales.

6.1.6. Efecto de la corrección por estándar interno: Elementos de

precisión alta

A continuación se presentan los resultados para los elementos que fueron clasificados en precisión

alta, luego de realizar la corrección por el estándar interno.

Figura 6-8.: Boxplot por lote 203Tl
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Tabla 6-9.: Estad́ısticas Descriptivas para 203Tl

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 56.71 56.55 1.47 0.67 55.17 58.91

Lote 1 56.26 56.30 0.95 -0.42 55.10 57.18

Lote 2 58.13 57.85 1.98 1.03 56.11 61.05

Lote 3 57.24 56.94 2.12 1.24 55.61 60.62

Lote 4 57.38 57.39 1.74 -0.27 54.57 59.10

Para Talio(203Tl) 6-7 se observan diferencias leves entre los lotes. El lote con respuesta más baja es

el lote 1 con una respuesta media de 56.26 (ver 6-9) y es el lote con menor variabilidad (CV < 1%).

Los lotes 2,3 y 4 tienen comportamientos similares y valores medios entre el rango 54.57 y 61.05, el

lote 3 es el que tiene mayor variabilidad y un coeficiente de asimetŕıa que indica un sesgo positivo,

puede deberse a que registra la mayor cantidad de puntos at́ıpicos que son valores superiores a 59.

Para el caso del Magnesio (25Mg) y Plomo (208Pb) su comportamiento puede observarse en el Ane-

xo C (Anexo: Gráficos y Tablas adicionales.

6.1.7. Análisis de tendencias y Asimetŕıa: Elementos de precisión baja

En la siguiente sección se muestran los resultados de la evaluación de las tendencias, desviaciones

y comportamientos asimétricos que pueden indicar la conveniencia del uso o no de metodoloǵıas

convencionales para la evaluación de diferencias entre las botellas.

Para el análisis de estos gráficos, se debe tener en cuenta que se grafican las diferencias de los valores

medios de las botellas con respecto a la media general del lote, lo cual permite que se tenga una

idea aproximada de la asimetŕıa del lote. Se espera que dichas diferencias oscilen alrededor de cero

si no existen comportamientos asimétricos. Desplazamientos de estos valores permitirá corroborar

la pertinencia del modelo alternativo. Adicionalmente, se evalúa la normalidad de estas diferencias

para brindar un soporte adicional para no considerar apto la suposición de normalidad en el factor

aleatorio entre botellas.

La prueba seleccionada para la evaluación de normalidad es la Shapiro-Wilk, puesto que tiene ma-

yor potencia para tamaños de muestras pequeños como lo es el caso de este estudio. Se exploró

el uso de la prueba Jarque-Bera puesto que su estad́ıstico tiene en cuenta medidas de asimetŕıa

y curtosis en su cuantificación, pero según lo demostrado por Zuluaga et al. (2013) esta prueba

no es adecuada para tamaños de muestra pequeños; usualmente esta prueba requiere tamaños de

muestra mayores o iguales a 150, por lo que para valores bajos de muestra se tiende a aceptar la

hipótesis nula de normalidad sin importar el verdadero comportamiento de los datos.

Las figuras 6-9 y 6-10 presentan los resultados obtenidos en análisis de asimetŕıa para 4Ca, los

boxplots de las diferencias entre los resultados medios y su valor medio. En estos boxplots se puede
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observar que se presentan diferencias importantes entre los resultados de las botellas del lote 1 y su

valor medio. En general, se puede observar que estas diferencias se encuentran oscilando alrededor

de cero y tiene un desplazamiento es hacia valores negativos. Por otro lado, para el lote 2, se puede

observar que su desplazamiento es hacia valores positivos y al parecer cuenta un valor at́ıpico que

contribuye al desplazamiento de la distribución.

Por otro lado, aunque al realizar la prueba de Shapiro-Wilk sobre las diferencias para cada uno

de los lotes que obtuvo que los datos aparentemente provienen de una distribución normal, pues

se obtuvieron valores de p mayores a 0.05 (L1: 0.1946, L2:0.1666 y L4:0.8357), pero al analizar

los qqplot se logran visualizar comportamientos anómalos en las colas del gráfico que permiten

contemplar otras estrategias de análisis diferentes a las tradicionales para capturar ese comporta-

miento. Sumado a lo anterior, en el lote 3 (L3:0.016) se evidencia un caso que no es apropiado

asumir una distribución normal para el factor aleatorio entre botellas y es factible considerar la

contribución de la asimetŕıa en este componente, pues hay un punto at́ıpico que se aleja bastante

del comportamiento usual de los datos.
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Figura 6-9.: Análisis asimetŕıa factor aleatorio para el elemento 44Ca para lote 1 y lote 2

Lote 1

Lote 2
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Figura 6-10.: Análisis asimetŕıa factor aleatorio para el elemento 44Ca para lote 3 y lote 4

Lote 3

Lote 4

6.1.8. Análisis de tendencias y Asimetŕıa:Elementos de precisión

intermedia

Las figuras 6-11 y 6-12, se presentan los resultados obtenidos para 53Cr. En estas figuras se puede

observar que los valores para los lotes 2 y 3 no oscilan alrededor de cero, tienen comportamientos
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inusuales que indican comportamientos asimétricos negativos.

Figura 6-11.: Análisis asimetŕıa factor aleatorio para el elemento 53Cr para lote 1 y lote 2

Lote 1

Lote 2
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Figura 6-12.: Análisis asimetŕıa factor aleatorio para el elemento 53Cr para lote 3 y lote 4

Lote 3

Lote 4

En las figuras anteriores se observa que para el caso del lote 1, se encuentra que si bien las diferen-

cias oscilan alrededor de cero, se observa que hay una dispersión para valores negativos y colas en

el qqplot que se alejan del ajuste de normalidad. De igual manera, en el lote 2, si bien estas dife-

rencias oscilan alrededor de cero, se observa que hay una dispersión para valores positivos y hay un

punto at́ıpico que contribuye a la obtención de dicho comportamiento. Finalmente, los resultados

del lote 4, indican una dispersión hacia valores superiores de la media, lo que evidencia una posible
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asimetŕıa positiva del factor entre botellas.

Por otro lado, al analizar los qqplot (ver 6-11) se puede decir que puede existir evidencia de que los

datos del lote 2 no provienen de una distribución normal, lo cual se puede evidenciar mediante la

prueba de Shapiro-Wilk sobre estas diferencias, pues se encuentran valores de p de Lote 1 (0.4027),

Lote 2 (0.0014), Lote 3 (0.0524) y Lote 4 (0.255).

Al igual que para 44Ca en el lote 2, se evidencia un caso en que no es apropiado asumir una

distribución normal para el factor aleatorio y es factible ver la contribución de la asimetŕıa en este

componente.

6.1.9. Análisis de tendencias y Asimetŕıa: Elementos de precisión alta

Las figuras 6-13 y 6-14, se presentan los resultados para 203Tl, en donde se puede observar que

los valores para los lotes 2 y 3 no oscilan alrededor de cero, tienen comportamientos inusuales que

permiten evidenciar comportamientos asimétricos negativos.

Para el caso del lote 1, se observa que hay una dispersión para valores negativos y colas en el qqplot

que indican que se alejan del ajuste de normalidad y una posible asimetŕıa negativa del factor entre

botellas. Solo para el lote 4 se encontró que no hay evidencia de asimetŕıa.

Al analizar los qqplot se puede decir que puede existir evidencia de que los datos del lote 2 y 3 no

provienen de una distribución normal, al realizar la prueba de Shapiro-Wilk sobre estas diferencias

se encuentran que los valores p corresponden a: Lote 1 (0.1621), Lote 2 (0.023), Lote 3 (0.0095) y

Lote 4 (0.3711). De acuerdo con lo anterior, los lotes 2 y 3 se evidencia casos donde no es apropiado

asumir una distribución normal para el factor aleatorio y es factible ver la contribución de la

asimetŕıa en este componente.
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Figura 6-13.: Análisis asimetŕıa factor aleatorio para el elemento 203Tl para lote 1 y lote 2

Lote 1

Lote 2
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Figura 6-14.: Análisis asimetŕıa factor aleatorio para el elemento 203Tl para lote 3 y lote 4

Lote 3

Lote 4

6.1.10. Componentes de la Varianza de los Estudios de

Homogeneidad

El análisis de varianza (ANOVA) es una técnica permite investigar cómo uno o más factores pueden

influir en la media de una variable continua, y su aplicación es fundamental en estudios de homo-
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geneidad de Materiales de Referencia, pues mediante esta técnica es posible entender de manera

directa las fuentes de variabilidad de los estudios de homogeneidad Van der Veen and Pauwels

(2003). El proceso inicia calculando la varianza de cada grupo para compararla con la varianza de

las medias. La varianza total (S2
total) se puede descomponer de la siguiente forma 1:

S2
total = S2

explicada por el factor + S2
residual

Donde:

- S2
explicada por el factor representa la varianza que se explica por la influencia de la variación entre las

botellas, en el contexto de estudios de homogeneidad en MR.

- S2
residual es la varianza que se atribuye a las diferencias que se relacionan con la variabilidad del

método de medición, es decir con el error aleatorio del experimento.

En este contexto, el análisis de contribución a la varianza total proporciona información valiosa

acerca del origen de la variabilidad de los resultados en los estudios de homogeneidad en los di-

ferentes lotes. A continuación se presentan los resultados obtenidos para los diferentes grupos de

elementos.

6.1.11. Fuentes de variabilidad: Elementos de precisión baja

La figura 6-15 muestra los resultados para 44Ca, en donde se puede observar que en el 4 lote el

mayor aporte a la varianza proviene de la diferencia entre las botellas con más de un 70% en todos

los casos. Por otro lado, se puede observar en esta figura, que el aporte asociado al proceso de

medición (residuales) se reduce a medida que aumenta la variabilidad entre las botellas, lo que es

un resultado de esperar. Solo para el caso del lote 4, se encuentra que el porcentaje de aporte del

método es mayor, lo cual se puede ocasionar a una leve variación de la precisión del método.

El aporte del factor botella aumenta gradualmente de un lote a otro; para este caso donde se

evidencia mayores diferencias entre las botellas medidas es el lote 3.

1Adaptado de blog: Amat J. (2016), página web: https://cienciadedatos.net/documentos/19_anova

https://cienciadedatos.net/documentos/19_anova
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Figura 6-15.: Contribución a la varianza total para 44Ca

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4

6.1.12. Fuentes de variabilidad: Elementos de Precisión Intermedia

La figura 6-16 muestra los resultados obtenidos en la descomposición de la varianza para 53Cr. En

esta figura, se puede observar el mismo comportamiento que los elementos del grupo anterior; sin

embargo, para este caso se encuentra que el aporte del componente de las botellas es superior al del

anterior grupo ( precisión baja), pues este aporte es superior al 80%. Este aumento en el aporte,

se explica porque el método de medición tiene un mejor desempeño (mayor precisión) que para el

grupo anterior.

Por otro lado, se observa que al igual que en el grupo de elementos con precisión baja, se encuentra

que el lote 4 presenta una discrepancia respecto a lo esperado, pues nuevamente el porcentaje de

aporte de la variación ocasionada por el efecto de entre botellas es superior al encontrado para el

Lote 3. Lo anterior, ratifica que posiblemente si se tuvo un descenso en la medición de la precisión

del método durante el proceso de medición.
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Figura 6-16.: Contribución a la varianza total para el elemento 53Cr

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4

6.1.13. Fuentes de variabilidad: Elementos de Precisión alta

Finalmente, la figura 6-17 presenta los resultados para el isótopo 203Tl, que pertenece al último

grupo de estudio. En este grupo, se observa un patrón de comportamiento similar al de los grupos

anteriores, donde, en términos generales, la contribución del método disminuye a medida que au-

menta la variabilidad generada durante el proceso de preparación gravimétrica, es decir, a medida

que aumenta el número del lote. Destaca el hecho de que para este elemento, la contribución rela-

cionada con la variabilidad entre botellas supera el 90%.

Sin embargo, es interesante notar el Lote 4 se presenta como una excepción a esta tendencia, lo que

sugiere nuevamente la posibilidad de pequeñas variaciones durante el proceso de medición. Este

hallazgo está en consonancia con publicaciones previas que indican que en procesos de medición

prolongados, el ICP-MS puede experimentar derivas e inestabilidades que afectan la precisión del

método Fietzke et al. (2008) Lindahl et al. (2021).
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Figura 6-17.: Contribución a la varianza total para el elemento 203Tl

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4

6.2. Implementación del modelo

El modelo alternativo propuesto para la evaluación de homogeneidad del material de referencia tiene

como fundamento la maximización de la función de verosimilitud que contempla la distribución

skew-normal para el factor aleatorio entre botellas, su implementación permite lo siguiente:

Encontrar los valores que optimizan (maximizan) la verosimilitud:

⋆ µ̂ = µ, estimación de la media de los datos (parámetro de localización) según el lote

analizado y el elemento espećıfico.

⋆ σ̂2
τ = s2τ , estimación de la varianza del factor aleatorio según el lote analizado y el

elemento espećıfico (parámetro de escala).

⋆ σ̂2
e = s2e, estimación de la varianza de los errores según el lote analizado y el elemento

espećıfico.

⋆ α̂ = α, estimación del parámetro de forma, que indica la asimetŕıa de los datos.

Construcción de intervalos de confianza al 95% de confianza de µ̂, σ̂2
τ , σ̂

2
e , α̂.
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El valor de la incertidumbre de homogeneidad del material σ̂τ = sbb = ubb.

Desviación estándar de la repetibilidad del material σ̂e = sr.

Para este caso espećıfico, el valor de τ̂ contempla la contribución del valor de α̂, es decir, que la

estimación de este del valor de σ̂2
τ puede incrementarse o disminuir dependiendo la tendencia de los

datos. Lo anterior, desde el punto de vista práctica, tiene una ventaja y es que permitirá que los

productores de materiales de referencia consideren durante la estimación de incertidumbre no solo

la variabilidad entre las unidades, sino la contribución debido a los desplazamientos de los datos

con respecto a la media, que es un aporte mucho más completo en el proceso de producción, puesto

que brinda información de localización, escala y forma de la distribución de los datos.

Los valores que maximizan la verosimilitud de la función planteada para cada elemento estudiado se

puede observar en la tabla 6-10 y 6-11 (se resalta que los valores de µ y s2τ fueron re-parametrizados

de acuerdo con el valor esperado y varianza de la distribución skew-normal), adicionalmente se

incluyen las estimaciones de µ, σ̂2
τ , σ̂

2
e y α̂ haciendo uso de la ANOVA y del método Dersimonian-

Laird (σ̂2
τ ). para cada elemento se encontró lo siguiente:

Calcio (44Ca): Para el lote 1, con el modelo alternativo se observa una respuesta promedio

de 7.2214 similar a la media general de 7.2263, se resalta que entre todos los lotes contem-

plados en este experimento, es él que tiene la respuesta más alta. De 100 veces que se repita

el proceso, que el 95% de las veces la verdadera media se encuentre entre 7.1626 y 8.357. En

cuanto a la varianza del factor aleatorio τ se obtiene un valor de 0.0059, el cual es cercano

a los valores estimados por ANOVA (σ̂2
τ = 0,049 y por DL (σ̂2

τ = 0,0034), en el intervalo

de confianza para el modelo alternativo se contemplan valores bajos para el valor verdadero

de este factor 0.0019 y 0.8094. Para la varianza del error, el modelo alternativo detecta las

pequeñas diferencias de las mediciones dentro de las botellas, como es el caso de la B1, B5

y B9, por lo que el valor de σ̂2
e = 0,1817 es mucho más alto que el cuantificado a través

de la ANOVA (σ̂2
e = 0,00986). En cuanto al valor de α se estima un valor negativo para

la asimetŕıa α̂ = −0,2421 y si se observa el gráfico 6-6 se logra observar que la caja tiene

una concentración en valores altos y se extiende hacia valores bajos de respuesta, por lo que

es un escenario que puede presentarse si se repite este proceso, en cuanto al intervalo de

confianza del α se indica que el verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa a un 95%

de confianza se puede encontrar entre -1.2087 y 0.4906, este intervalo incluye el coeficien-

te de asimetŕıa general de los datos.Adicionalmente, se observa que el intervalo contiene el

valor de 0, lo que implica que no existe suficiente evidencia estad́ıstica para afirmar que la

distribución de los datos es asimétrica. No obstante, es relevante destacar que los ĺımites

del intervalo y su mayor concentración hacia valores negativos sugieren la posibilidad de que

exista evidencia que indique una tendencia asimétrica negativa en la distribución de los datos.

Para el lote 2 con el modelo alternativo se observa una respuesta promedio de 6.4216, la cual

difiere levemente de la media general de los datos que corresponde a 5.7653, este desplaza-

miento puede deberse a los puntos at́ıpicos que se presentan en este caso. De 100 veces que se

repita el proceso, que el 95% de las veces la verdadera media se encontrará entre los valores
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de respuesta de 6.0903 y 7.2987. En cuanto a la varianza del factor aleatorio τ se obtiene un

valor de 0.1279 muy alejado de los valores cuantificados por ANOVA (σ̂2
τ = 0,0093 y por DL

(σ̂2
τ = 0,01), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo se contemplan valores

altos para el valor verdadero de la varianza del factor aleatorio 0.162 y 1.0435, lo cual puede

deberse a diferencias marcadas entre botellas como es el caso de la botella 10 con respecto las

demás botellas que integran el lote. Para la varianza del error, el modelo alternativo define

un valor de σ̂2
e = 0,0127 es similar que el cuantificado a través de la ANOVA (σ̂2

e = 0,01).

Para el valor de α se estima un valor positivo para la asimetŕıa α̂ = 0,9963 y si se observa

el gráfico 6-6 se logra observar unos puntos at́ıpicos que pueden estar afectando la asimetŕıa

de la distribución de los datos, en cuanto al intervalo de confianza del α se indica que el

verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa a un 95% de confianza se puede encontrar

entre -0.0037 y 1.9764, este intervalo incluye el coeficiente de asimetŕıa general de los datos,

adicionalmente se puede observar que el intervalo contiene el valor de 0, es decir que no hay

suficiente evidencia estad́ıstica para afirmar que la distribución de los datos es asimétrica,

pero dado los ĺımites del intervalo y su mayor concentración hacia valores positivos podŕıa

haber evidencia que indique una tendencia asimétrica positiva de la distribución que puede

estar relacionada con los puntos at́ıpicos.

Para el lote 3, con el modelo alternativo se observa una respuesta promedio de 5.3562 aproxi-

mada a la media general de los datos 5.2613, se resalta que entre todos los lotes contemplados

en este experimento, es él que tiene la respuesta más baja. Interpretando el intervalo de con-

fianza para µ̂ se puede decir que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de las veces

la verdadera media se encontrará entre 4.683 y 8.8494, los intervalos son los más amplios de

los 4 lotes puede deberse a la tendencia positiva de la asimetŕıa. En cuanto a la varianza del

factor aleatorio τ se obtiene un valor de 0.0089 mas bajo que los valores cuantificados por

ANOVA (σ̂2
τ = 0,0173 y por DL (σ̂2

τ = 0,0095), en el intervalo de confianza para el modelo

alternativo se contemplan valores altos para el valor verdadero de este componente 0.0071 y

4.503, esto puede deberse a que se logran identificar diferencias marcadas entre las botellas

como es el caso de la botella 10 que tiene una respuesta media mucho más alta que las demás

botellas. Para la varianza del error, el modelo alternativo define un valor de σ̂2
e = 0,0033

similar al cuantificado a través de la ANOVA (σ̂2
e = 0,0173). Para el valor de α se estima

un valor alto positivo para la asimetŕıa α̂ = 1,9415 y si se observa el gráfico 6-6 se logra

observar que la caja tiene los valores at́ıpicos que desplazan la cola derecha de la distribución,

en cuanto al intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para el parámetro

de asimetŕıa a un 95% de confianza se puede encontrar entre -3.515 y 3.3167, este intervalo

incluye el coeficiente de asimetŕıa general de los datos, por otro lado, se puede observar que

el intervalo contiene el valor de 0, es decir que no hay suficiente evidencia estad́ıstica para

afirmar que la distribución de los datos es asimétrica.

En cuanto al lote 4, en el modelo alternativo se observa una respuesta promedio de 5.7833

aproximada a la media general de 5.7633. Interpretando el intervalo de confianza se puede

indicar que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de las veces la verdadera media
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se encuentre entre 5.685 y 7.1802. En cuanto a la varianza del factor aleatorio τ se obtiene

un valor de 0.0089 cercanos a los valores cuantificados por ANOVA (σ̂2
τ = 0,0087) y por

DL (σ̂2
τ = 0,0055), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo se contemplan

valores altos para el valor verdadero de 0.0041 y 0.5213, puede deberse a que se observan

grandes diferencias entre respuestas entre botellas como es el caso de la botella B3 y B8. Para

la varianza del error, el modelo alternativo define que valor es σ̂2
e = 0,0033 aproximada al

cuantificado a través de la ANOVA (σ̂2
e = 0,0047). En cuanto al valor de α se estima un valor

positivo para la asimetŕıa α̂ = 0,2695, en cuanto al intervalo de confianza del α se indica que

el verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa a un 95% de confianza se puede encontrar

entre -0.6382 y 1.2224, este intervalo incluye el coeficiente de asimetŕıa general de los datos,

adicionalmente se puede observar que el intervalo contiene el valor de 0, es decir que no hay

suficiente evidencia estad́ıstica para afirmar que la distribución de los datos es asimétrica,

pero dado los ĺımites del intervalo y su mayor concentración hacia valores positivos por lo

que podŕıa haber evidencia que indique una tendencia asimétrica positiva de la distribución.

Cromo (53Cr): Espećıficamente para el lote 1, con el modelo alternativo se encuentra una

respuesta promedio de 9.2877 similar a la media general de 9.292. En cuanto al intervalo de

confianza, se tiene que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de las veces la verda-

dera media se encontrará entre 9.1263 y 10.5892. En cuanto a la varianza del factor aleatorio

τ se obtiene un valor de 0.0171 cercano al valor cuantificado por ANOVA (σ̂2
τ = 0,0151) y

DL (σ̂2
τ = 0,0074), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo se contemplan

valores bajos para el valor verdadero de 0.0064 y 0.5669. La varianza del error cuantificada

a través del modelo alternativo es σ̂2
e = 0,0235 aproximado al cuantificado por la ANO-

VA (σ̂2
e = 0,0163). En cuanto al valor de α se estima un valor negativo para la asimetŕıa

α̂ = −0,0549, en cuanto al intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para

el parámetro de asimetŕıa a un 95% de confianza se puede encontrar entre -1.039 y 1.1487,

este intervalo incluye el coeficiente de asimetŕıa general de los datos, adicionalmente se pue-

de observar que el intervalo contiene el valor de 0, es decir que no hay suficiente evidencia

estad́ıstica para afirmar que la distribución de los datos es asimétrica.

Haciendo uso del modelo alternativo para el lote 2, se encuentra una respuesta promedio de

9.7842 un poco más alto que la media general de 9.6344, es pertinente mencionar que este es

el lote con la respuesta más alta dentro de la comparación para este elemento. Para interpre-

tar el intervalo de confianza, se tiene que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de

las veces la verdadera media se encontrará entre 9.6527 y 10.64, hay un punto at́ıpico hacia

valores altos que puede influir en la amplitud de este hacia el ĺımite superior. En cuanto a

la varianza del factor aleatorio de τ se obtiene un valor de 0.0227 aproximados a los valores

cuantificados por ANOVA (σ̂2
τ = 0,0243) y DL (σ̂2

τ = 0,0161), en el intervalo de confianza

para el modelo alternativo se contemplan valores bajos para el valor verdadero de 0.0147

y 0.366. La varianza del error cuantificada a través del modelo alternativo es σ̂2
e = 0,0147

aproximado al cuantificado por la ANOVA (σ̂2
e = 0,0192). En cuanto al valor de α se estima

un valor positivo para la asimetŕıa α̂ = 1,8875, en cuanto al intervalo de confianza del α

se indica que el verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa a un 95% de confianza se
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puede encontrar entre 0.9563 y 2.7933, este intervalo no incluye el valor de 0, es decir que

hay suficiente evidencia estad́ıstica para afirmar que la distribución de los datos es asimétrica.

Para el lote 3, en el modelo alternativo se encuentra una respuesta promedio de 9.9716 alejada

de la media general con un valor de 9.0051, este lote tiene los valores de respuesta más baja y

la mayor cantidad de puntos at́ıpicos que pueden desplazar la respuesta hacia valores altos y

generar amplios ĺımites de intervalo de confianza. Para interpretar el intervalo de confianza,

se tiene que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de las veces la verdadera media

se encontrará entre 9.7467 y 11.3789, hay varios puntos at́ıpicos hacia valores altos que puede

influir en la amplitud de este hacia el ĺımite superior. En cuanto a la varianza del factor alea-

torio de τ se obtiene un valor de 0.0407 aproximados a los valores cuantificados por ANOVA

(σ̂2
τ = 0,03986) y DL (σ̂2

τ = 0,0126), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo

se contemplan valores bajos para el valor verdadero de 0.043 y 0.7037. La varianza del error

cuantificada a través del modelo alternativo es σ̂2
e = 0,0162 aproximado al cuantificado por la

ANOVA (σ̂2
e = 0,0225). En cuanto al valor de α se estima un valor positivo para la asimetŕıa

α̂ = 0,8913, en cuanto al intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para

el parámetro de asimetŕıa a un 95% de confianza se puede encontrar entre -0.0076 y 2.182,

este intervalo incluye el valor de 0, es decir que no hay suficiente evidencia estad́ıstica para

decir que la distribución de los datos es asimétrica. Los ĺımites del intervalo y concentración

hacia valores positivos, evidencian una tendencia asimétrica positiva de la distribución.

Ahora bien, para el lote 4 en el modelo alternativo se encuentra una respuesta promedio de

9.6976 aproximada a la media general con un valor de 9.5352. Para interpretar el intervalo de

confianza, es decir que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de las veces la ver-

dadera media se encontrará entre 9.4031 y 10.94. En cuanto a la varianza del factor aleatorio

de τ se obtiene un valor de 0.0609 un poco más alta a los valores cuantificados por ANOVA

(σ̂2
τ = 0,0135) y DL (σ̂2

τ = 0,0082), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo

se contemplan valores bajos para el valor verdadero de 0.03 y 0.3301. La varianza del error

cuantificada a través del modelo alternativo es σ̂2
e = 0,0224 aproximado al cuantificado por la

ANOVA (σ̂2
e = 0,0169). En cuanto al valor de α se estima un valor positivo para la asimetŕıa

α̂ = 0,7899, en cuanto al intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para

el parámetro de asimetŕıa a un 95% de confianza se puede encontrar entre -0.855 y 1.7899,

este intervalo incluye el valor de 0, es decir que no hay suficiente evidencia estad́ıstica para

decir que la distribución de los datos es asimétrica. Los ĺımites del intervalo y concentración

hacia valores positivos, evidencian una tendencia asimétrica positiva de la distribución.

Talio (203Tl): En el caso del lote 1, con el modelo alternativo se encuentra una respuesta

promedio de 55.9488 similar a la media general de 56.2553. En cuanto al intervalo de confian-

za, es decir que de 100 veces que se repita el proceso, que el 95% de las veces la verdadera

media se encontrará entre 55.82 y 56.9486. En cuanto a la varianza del factor aleatorio τ se

obtiene un valor de 0.1892 cercano al valor cuantificado por ANOVA (σ̂2
τ = 0,1759) y DL

(σ̂2
τ = 0,1176), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo se contemplan valores

para el valor verdadero de 0.127 y 1.9561. La varianza del error cuantificada a través del
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modelo alternativo es σ̂2
e = 0,0916 inferir al cuantificado por la ANOVA (σ̂2

e = 0,1224). En

cuanto al valor de α se estima un valor negativo para la asimetŕıa α̂ = −1,0388, en cuanto al

intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa

a un 95% de confianza se puede encontrar entre -2.3282 y -0.0377, este intervalo incluye el

coeficiente de asimetŕıa general de los datos, adicionalmente se puede observar que el inter-

valo no contiene el valor de 0, es decir que hay suficiente evidencia estad́ıstica para afirmar

que la distribución de los datos es asimétrica negativa.

En cuanto al lote 2, el modelo alternativo tiene una respuesta promedio de 58.9422 similar

a la media general de 58.1275, es el lote con la respuesta más alta dentro de la comparación

para este elemento. Para interpretar el intervalo de confianza, se tiene que de 100 veces que

se repita el proceso, que el 95% de las veces la verdadera media se encontrará entre 58.1161

y 60.1862, hay varios puntos at́ıpicos hacia valores altos que puede influir en la amplitud

de este hacia el ĺımite superior. En cuanto a la varianza del factor aleatorio de τ se obtiene

un valor de 0.8805 más bajo que los valores cuantificados por ANOVA (σ̂2
τ = 1,0143) y DL

(σ̂2
τ = 1,1899), en el intervalo de confianza para el modelo alternativo se contemplan valores

bajos para el valor verdadero de 0.8873 y 0.9128. La varianza del error cuantificada a través

del modelo alternativo es σ̂2
e = 0,2637 inferir al cuantificado por la ANOVA (σ̂2

e = 0,4037).

En cuanto al valor de α se estima un valor positivo para la asimetŕıa α̂ = 0,6055, en cuanto al

intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa a

un 95% de confianza se puede encontrar entre -0.3944 y 2.1616, este intervalo incluye el valor

de 0, es decir que no hay suficiente evidencia estad́ıstica para afirmar que la distribución de

los datos es asimétrica. Pero según la concentración de este intervalo puede indicar que la

distribución puede tener un comportamiento asimétrico positivo.

Para el lote 3, en el modelo alternativo no encuentra el valor óptimo, por lo que no se pueden

determinar los valores que optimizan la función de verosimilitud, esto puede deberse a que

un comportamiento at́ıpico de muchas mediciones, que puede sugerir un inadecuado proceso

de medición o heterogeneidades muy elevadas dentro de las botellas que pueden inflar la

varianza y sugerir que no es apropiada su aplicación, teniendo en cuenta que este modelo no

se ocupa de cuantificar discrepancias dentro de las botellas sino entre botellas. La ANOVA

śı brinda estimaciones de los parámetros como un valor para varianza de tao (σ̂2
τ = 1,4021)

y DL (σ̂2
τ = 0,7065). La varianza del error por la ANOVA (σ̂2

e = 0,1979). Es importante

resaltar que este mismo comportamiento at́ıpico de varias mediciones se presentó en este

para los elementos de alta precisión Magnesio (25Mg) y Plomo (208Pb), cabe resaltar que el

elemento 25Mg tuvo un comportamiento bastante inusual en el lote control cuando se evaluó

su variabilidad en la tabla 6-2.

Finalmente, para el lote 4 en el modelo alternativo si logra optimizar la verosimilitud y en-

cuentra los siguientes valores: se encuentra una respuesta promedio de 57.0616 simular a la

media general. Para interpretar el intervalo de confianza, es decir que de 100 veces que se

repita el proceso, que el 95% de las veces la verdadera media se encontrará entre 56.7548
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y 58.1643. En cuanto a la varianza del factor aleatorio de τ se obtiene un valor de 0.6721

aproximados a los valores cuantificados por ANOVA (σ̂2
τ = 0,7310) y DL (σ̂2

τ = 0,3741),

en el intervalo de confianza para el modelo alternativo se contemplan valores bajos para el

valor verdadero de 0.4021 y 1.3782. La varianza del error cuantificada a través del modelo

alternativo es σ̂2
e = 0,2221 aproximado al cuantificado por la ANOVA (σ̂2

e = 0,3279). En

cuanto al valor de α se estima un valor negativo para la asimetŕıa α̂ = −0,505, en cuanto al

intervalo de confianza del α se indica que el verdadero valor para el parámetro de asimetŕıa

a un 95% de confianza se puede encontrar entre -1.6467 y 0.3452, este intervalo incluye el

valor de 0, es decir que no hay suficiente evidencia estad́ıstica para decir que la distribución

de los datos es asimétrica. Los ĺımites del intervalo y concentración hacia valores negativo,

evidencian una tendencia asimétrica positiva de la distribución, lo cual puede observarse el

gráfico de cajas y bigotes 6-8, que tiene el bigote inferior desplazado hacia valores muy bajos.

Y para el caso del lote 4, el elemento Sodio (Na23) el modelo alternativo no logra optimizar

la función de verosimilitud, puesto que tiene el mismo comportamiento de presencia de varios

valores at́ıpicos muy alejados y adicionalmente cuando se hizo la evaluación de verificación

de mediciones aptas verificando que su incertidumbre t́ıpica sea inferior al 2% esto no se

cumple para la botella 6, lo que puede sugerir que las mediciones de este elemento no eran

aptas para integrar el estudio.

6.2.1. Comparación Incertidumbre Relativa

La incertidumbre, un concepto fundamental en metroloǵıa debido a la inherente falta de conoci-

miento sobre el valor verdadero, desempeña un papel crucial en la evaluación de la calidad de las

mediciones. En el contexto de la metroloǵıa qúımica y la producción de materiales de referencia,

la estimación de la incertidumbre de homogeneidad es una práctica esencial, considerando que en

función de sus resultados se toman decisiones transcendentales en el proceso de producción y es

unas de las tres caracteŕısticas más importantes en la calidad de los MR. Esta estimación garantiza

que cada unidad de los materiales de referencia entregados a los clientes cumpla con las especifica-

ciones proporcionadas en la documentación de referencia correspondiente.

En este estudio, se estimó la incertidumbre utilizando el modelo alternativo propuesto (ver 6-12),

aśı como los métodos tradicionales, como el ANOVA y el método de Dersimonian-Laird, en relación

con los cuatro lotes de materiales de referencia bajo estudio.

En la Tabla 6-12, se presenta la incertidumbre relativa para cada elemento en cada lote. Esta

incertidumbre relativa se calculó utilizando la siguiente expresión:

û% =

√
ŝ2τ
µ̂

De esta estimación se puede resaltar que en cada lote, los elementos son comparables con respecto

al valor de incertidumbre de homogeneidad. Si bien en el lote 1 no hay valores de incertidumbre de
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0% todos se encuentran por debajo del 1.5% que lo cual es lo convencional para este tipo de ma-

teriales (Olivares et al. (2018) y Rodushkin and Ruth (2017)). Adicionalmente, se puede observar

que para 203Tl, clasificado como de alta precisión, se tiene el valor de incertidumbre más bajo con

valores muy similares y es importante resaltar que este elemento de acuerdo al modelo alternativo

tiene tendencias asimétricas negativas y es posible que por ello la estimación sea un poco mayor

dado que tiene en cuenta el aporte de este componente.

Para el lote 2 se observan incertidumbres relativas inferiores al 2%, que si bien no es cercano a la

incertidumbre esperada pare este caso del 0.501% es apta para el material de referencia trabajado,

es posible que dichas diferencias puedan asociarse a variaciones o sesgos propios del método de

medición, en especial considerando la baja variación esperada, lo cual es un reto a nivel anaĺıtico.

A pesar de esto, se logran observar valores comparables entre los tres análisis realizados para cada

elemento, a excepción del Calcio (44Ca) para el cual el valor de α teńıa una concentración hacia

valores positivos de asimetŕıa, por otro lado, en este lote para 44Ca se presentan puntos at́ıpicos que

pueden afectar el comportamiento del valor medio y dispersión, lo cual es captado por el modelo

alternativo, puesto que se estima una u% superior al 5%. Se resalta que a través del ANOVA se

obtuvieron las incertidumbres más altas y las más bajas por medio del dersimonial-laird, las cuales

fueron las más cercanas a las incertidumbres esperadas.

En cuanto al lote 3, si bien por ninguno de los análisis se obtuvieron incertidumbres cercanas

0.853%, se encontraron incertidumbres inferiores al 3% que no es alarmante de acuerdo con la

heterogeneidad introducida. Al igual que el lote 2 a través del ANOVA se obtuvieron las incerti-

dumbres más altas y las más bajas por medio del dersimonial-laird. Sin embargo, para 203Tl no se

logró optimizar la función, esto puede deberse a que se presenta varios puntos at́ıpicos que puede

sugerir un inadecuado proceso de medición o alta heterogeneidad dentro de las botellas que puede

influir e incrementar la varianza, es importante resaltar que este modelo no se ocupa de cuantificar

discrepancias dentro de las botellas sino entre botellas, por lo que se puede pensar que es sensible

a estas situaciones similar a la técnica ANOVA.

Finalmente, para el lote 4 las estimaciones de incertidumbre son cercanas al esperado del 1.533%,

estas incertidumbres tienen valores muy cercanos y comparables entre śı, a excepción del Cromo

(53Cr) que para el caso del método alternativo tiene un valor más alto al esperado, esto puede

deberse a que el α tiene tendencias asimétricas positivas dado que hay una botella que tiene un

comportamiento at́ıpico que desplaza el comportamiento del lote. Es importante resaltar que a

través del Dersimonian-Laird se cuantificaron las incertidumbres más bajas para este Lote, por

tanto, debe usarse e interpretarse con precaución, puesto que puede ser un método sensible a la

presencia de valores at́ıpicos y altos valores de heterogeneidad en el caso de muestras pequeñas;

esto puede deberse a que Dersimonian solo usa el valor medio y la varianza de cada botella para su

cálculo y no usa todos los resultados del experimento como los otros métodos comparados, por eso

posiblemente no logra capturar información de posibles tendencias o comportamientos inusuales de

la distribución de acuerdo al diseño experimental planteado.
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Tabla 6-12.: Estimación de Incertidumbre relativa

Lot. Elemento u%M.A u%ANOV A u%DL Incert. esperada
44Ca 1.07% 0.97% 0.81%

1 53Cr 1.41% 1.32% 0.93% 0%
203Tl 0.78% 0.75% 0.61%
44Ca 5.57% 1.67% 1.06%

2 53Cr 1.54% 1.62% 1.32% 0.501%
203Tl 1.59% 1.73% 1.88%
44Ca 1.76% 2.50% 1.85%

3 53Cr 2.02% 2.22% 1.25% 0.853%
203Tl NO 2.07% 1.47%
44Ca 1.63% 1.62% 1.29%

4 53Cr 2.54% 1.22% 0.95% 1.533%
203Tl 1.44 1.49% 1.07%

Se resalta que los resultados de las estimaciones del modelo y la estimación de incertidumbre para

los demás elementos pueden observarse en la sección de anexos.
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7.1. Conclusiones

En el marco de este trabajo de grado, se propuso explorar otro modelo estad́ıstico para abordar

la evaluación de homogeneidad en procesos de producción de materiales de referencia. Estos re-

sultados han permitido definir que, si bien el comportamiento ideal de datos es una distribución

con comportamiento uniforme alrededor de un valor central, la realidad de estos procesos es que

a menudo presenten asimetŕıas que no pueden ser capturadas por técnicas estad́ısticas conven-

cionales. Se consideró la distribución skew-normal en este contexto para modelar el efecto entre

botellas, permitiendo aśı una mejor comprensión y cuantificación de los comportamientos asimétri-

cos, y su inclusión en la estimación de incertidumbre, que es crucial para el propósito de este estudio.

En el momento de la aplicación del modelo se encontró buen funcionamiento para los datos según

el diseño experimental planteado, las estimaciones están acordes con el comportamiento esperado,

sobre todo para los elementos definidos como de baja e intermedia precisión, espećıficamente para

los casos como el lote 2 y 3 que se evidenciaban comportamientos no normales de este efecto. El

modelo no logró encontrar valores óptimos para los casos donde se presentaban muchos puntos

at́ıpicos que sugeŕıan procesos de medición inusuales o alta heterogeneidad dentro de las botellas,

como fue el caso para los elementos de alta repetibilidad en el lote 4, Magnesio (25Mg), Talio (203Tl)

y Plomo (208Pb).

En cuanto a la comparación entre el modelo alternativo, ANOVA y Dersimonian-Laird para la

cuantificación de la incertidumbre relativa, se encontraron valores comparables en cada lote para

los elementos seleccionados. Se resalta que para los casos donde se evidenciaba un comportamiento

asimétrico entre botellas, el valor de la incertidumbre del modelo alternativo teńıa un cambio leve

que evidenciaba el aporte del componente de asimetŕıa en este valor. Los casos donde se evidenció

una incertidumbre relativa mucho más alta del modelo propuesto con respecto a los otros métodos

(con valores por encima del 5%) fueron los elemento Calcio (44Ca) y Magnesio (25Mg) que eran

elementos que presentaron influencia de puntos at́ıpicos o que estaban asociados con posibles faltas

de sensibilidad del equipo de medición usado.

Se resalta que ninguno de los métodos usados se acercó a la incertidumbre esperada para los casos

del lote 1 (u% = 0), 2 (u% = 0,501) y 3 (u% = 0,853), esto puede deberse problemas asociados

con la medición del material que aumentaron el valor de incertidumbre para cada lote según el ele-

mento analizado, lo que puede sugerir que en futuros experimentos se debe realizar mayor control

del proceso de preparación y medición revisando los documentos de referencia y equipos usados.
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En general, las estimaciones fueron cercanas entre śı, pero en la mayoŕıa de casos el Dersimonian-

Laird presentaba los valores más bajos de estimación, esto puede deberse a que el Dersimonian

solo usa el valor medio y la varianza de cada botella para su cálculo y no usa todos los resulta-

dos del experimento como los otros métodos comparados, por eso posiblemente no logra capturar

información de posibles tendencias o comportamientos inusuales de la distribución de acuerdo al

diseño experimental planteado, también debe tenerse en cuenta lo mencionado por la literatura

donde se establece que este método funciona mejor para tamaños de muestra grandes. El caso de

la ANOVA, los valores en la mayoŕıa de los casos siempre fueron altos, sobre todo para el caso del

lote 2 y lote 3 que fueron donde se evidenció que el comportamiento del efecto entre botellas no

estaba asociado a una distribución normal, lo que puede sugerir una posible sobreestimación de

la incertidumbre. En el lote con mayor heterogeneidad (lote 4) se obtuvo las incertidumbres más

cercanas a las esperadas (u% = 1,533), sobre todo para el modelo alternativo y la ANOVA, lo que

evidencia que es conveniente la implementación y aplicabilidad del modelo en estos casos.

El modelo propuesto en general tuvo un comportamiento de estimación intermedia entre el ANOVA

y el dersimonian-laird, lo cual sugiere que puede ser apto para el fin previsto, puesto que puede

brindar estimaciones más acertadas del valor de la incertidumbre y adicionalmente es importante

resaltar que al involucrar el valor del α contempla todos los componentes que pueden afectar la

distribución de los datos sin importar los desplazamientos que puedan presentarse. Debido al uso

de mecanismos de optimización y el uso de boopstrap para obtener intervalos de confianza, implica

costos computacionales cuando se abordan problemas donde hay muchos datos y una estructura

experimental que implique varias botellas y varios elementos, por eso es importante utilizar meca-

nismos de procesamiento en paralelo para disminuir el tiempo de ejecución.

Este modelo alternativo permite considerar componentes de forma de la distribución, sin alejarse

de la concepción tradicional de la distribución normal en la evaluación de homogeneidad, lo cual es

una buena oportunidad para brindar mejores herramientas en los análisis de datos y que se puedan

tomar decisiones acertadas con mayor confiabilidad en términos del rechazo o la aceptación de un

lote por estas causas. Es importante mencionar que la estimación de incertidumbre por métodos

de montecarlo, métodos de remuestreo, métodos bayesianos, entre otros, son métodos alternativos

para la expresión de la incertidumbre y son aceptados de acuerdo a su fundamento teórico, por

ello es relevante que sean desarrollados teniendo en cuenta el avance tecnológico mundial; los la-

boratorios y productores de materiales de referencia deben estar a la vanguardia en este sentido.

Por consiguiente, el desarrollo de modelos alternativos, como el propuesto en este trabajo de grado,

contribuyen en el crecimiento y avance de la metroloǵıa cient́ıfica y su relación con los sectores

productivos.

7.2. Recomendaciones

Se sugiere los siguientes temas que pueden contribuir a la mejora del modelo propuesto:

Eliminar puntos at́ıpicos que puedan indicar heterogeneidad dentro la botella o procesos

inusuales de medición, en este caso se contemplaŕıa el uso de diseños no balanceados, lo cual
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contribuiŕıa a la evaluación de desempeño del modelo alternativo en esos casos.

Aumentar el tamaño de muestra y la cantidad de botellas a analizar para un lote de alta

heterogeneidad y un lote completamente homogéneo y observar el comportamiento del modelo

en estos casos.

Asociar para el error una distribución distinta a la normal que logre contemplar alta hete-

rogeneidad dentro de la botella, se sugiere considerar la mixtura en escala de distribuciones

normales. En esta nueva propuesta del modelo podrá captar comportamientos asimétricos

entre las botellas y de inflación de la varianza debido a la heterogeneidad dentro.

Extender esta propuesta a un diseño experimental anidado donde se contemplan submues-

tras y abarca aplicaciones con mayor complejidad técnica en la producción de materiales de

referencia.

Explorar el modelo en materiales de mayor complejidad que muestren un comportamiento

con mayor asimetŕıa y ver el impacto en la estimación de incertidumbre.

Aplicar este modelo en estudios interlaboratorio, donde no se tienen botellas, sino labora-

torios distintos con comportamientos heterogéneos, para observar si es plausible modelar

comportamientos con mayor asimetŕıa.



A. Anexo: Detalles adicionales

preparación Lotes

Desde la solución madre se produjeron 4 lotes de materiales de referencia, los cuales conteńıan

10 unidades cada uno; cada unidad teńıa 20 g aproximadamente de disolución por cada unidad.

Cada lote se preparó gravimétricamente con el propósito de generar una heterogeneidad controlada

en cada lote. La incertidumbre de las preparaciones gravimétricas es del orden de 0,001%. Las

incertidumbres objetivas de cada lote corresponden a:

Lote 1: Incertidumbre 0,00%.

Lote 2: Incertidumbre 0,500%.

Lote 3: Incertidumbre: 0,870%.

Lote 4: Incertidumbre 1,500%.

Estas incertidumbres son seleccionadas de acuerdo a previas experiencias en la preparación de

materiales de referencia Ahumada-Forigua et al. (2019). A continuación, se detalla la preparación

de cada lote.

1. Lote 1: incertidumbre (u)=0%

Paso 1: Se tomó 200 g de la solución madre y se adicionó 10 g de mezcla de estándares in-

ternos en concentración aproximada de 20 µg/kg. Los estándares internos son elementos que

no se encuentran en la disolución multielemental y corresponden a Rodio (Rh), indio (In) y

Germanio (Ge).

Paso 2: Se agitó vigorosamente, se dejó reposar 1 hora, nuevamente se agitó y se envasaron

en botellas de polipropilneno de tapa rosca. .

Paso 3: Posteriormente marcó con el orden de envasado.

Nota: La disolución sobrante se envasa en un frasco con tapa y se etiqueta como control.

2. Lote 2: incertidumbre (u)=0.5%

Paso 1: Se alistaron 10 botellas limpias y secas. Posteriormente, para cada botella:
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Paso 2: Se pesó cada botella y taró la balanza, se pesó cerca de 1 g de mezcla de estándares

internos (que no se encontraban en la multielemental y corresponden a Rodio (Rh), indio

(In) y Germanio (Ge).

Paso 3: Se taró y pesó la mezcla madre de acuerdo a la botella.

Tabla A-1.: Proceso de pesaje Lote 2

Botella Masa

1 19.9100

2 20.0800

3 19.9600

4 19.8600

5 20.0800

6 19.8800

7 20.0900

8 20.0200

9 20.1200

10 19.8900

Paso 4: Se tapó la botella y agitó vigorosamente, dejo reposar 1 hora, agitar. Posteriormente,

marcó con el orden de envasado.

3. Lote 3: incertidumbre (u)=0.870%

Paso 1: Se alistaron 10 botellas limpias y secas. Posteriormente, para cada botella:

Paso 2: Se pesó y taro cada botella, se deb́ıa pesar 1 g de mezcla de estándares internos (que

no se encontraban en la multielemental y corresponden a Rodio (Rh), indio (In) y Germanio

(Ge)).

Paso 3: Se taró y peso la mezcla madre de acuerdo a la botella. Botella Masa

Paso 4: Se tapó la botella y agito vigorosamente, dejo reposar 1 hora, agito. Posteriormente,

marcó con el orden de envasado.

4. Lote 4: incertidumbre (u)=1.5%

Paso 1: Se alistaron 10 botellas limpias y secas. Posteriormente, para cada botella:

Paso 2: Se pesó y taro cada botella, pesar 1 g de mezcla de estándares internos (que no se

encontraban en la multielemental y corresponden a Rodio (Rh), indio (In) y Germanio (Ge)).

Paso 3: Se taró y pesó la mezcla madre de acuerdo a la botella.

Paso 4: Se tapó la botella y agito vigorosamente, dejo reposar 1 hora, se agitó. Posteriormente,

se marcó con el orden de envasado.

5. Secuencia de medición.
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Tabla A-2.: Proceso de pesaje Lote 3

Botella Masa

1 20.1800

2 20.2400

3 20.0500

4 20.1600

5 19.8500

6 20.2200

7 19.8200

8 19.8400

9 20.2200

10 20.1200

Tabla A-3.: Proceso de pesaje Lote 4

Botella Masa

1 20.4300

2 20.0500

3 20.3000

4 19.9200

5 19.6300

6 19.6900

7 20.2900

8 19.6100

9 19.9600

10 20.3000

Para medir los diferentes lotes, se inició con la medición de la muestra blanco, la cual co-

rresponde al agua en la que se prepararon los lotes. Posteriormente, se mide la muestra

control, la cual se mide periodicamente cada 5 botellas con el propósito de evaluar la deriva

instrumental.



B. Anexo: Definiciones Técnicas

Estas son algunas definiciones que deben conocerse para entender el proceso realizado en este

proyecto de grado:

ICP-MS1: Espectrometŕıa de Masas con Plasma Acoplado Inductivamente, es una técnica

de análisis multielemental que permite determinar y cuantificar la mayoŕıa de los elementos

de la tabla periódica a nivel de traza y adicionalmente la composición elemental de la muestra

y la relación isotópica entre varios elementos.

En esta técnica se genera un plasma que se encuentran a una temperatura que puede alcan-

zar los 10 000 ºC. La muestra ĺıquida ingresa a este plasma y se descompone hasta alcanzar

el estado elemental, es decir, que solo queda los átomos que compońıan la muestra B-1.

Posteriormente, a partir de campos electromagnéticos, es posible separar cada uno de los

elementos mediante un analizador de espectrometŕıa de masas. Este analizar permite iden-

tificar que elementos ( con sus isótopos) se encontraban en la muestra y en qué cantidad B-2.

Según lo definido por MJ Rios-Lugo (2020) este método cumple con los requisitos necesarios

para realizar el análisis isotópico y de trazas en tareas de control o de seguimiento que

habitualmente se aplican en multitud de campos como por ejemplo Geoloǵıa, ambiental,

bioloǵıa y medicina, qúımica y materiales, alimentos, electrónica y enerǵıa, entre otros.

Isótopos: proviene de la palabra “Isos”: igual y “topos”:lugar, es un tipo de átomo y co-

rresponde a la unidad más pequeña de materia que tiene las propiedades qúımicas de un

elemento de la tabla periódica. Los átomos tienen protones, electrones y neutrones y para

pertenecer a un elemento qúımico debe tener unas determinadas part́ıculas subatómicas.

Un isótopo es una variante de un elemento qúımico que tiene el mismo número de protones

en su núcleo, lo que significa que comparten la misma identidad qúımica, pero difieren en

el número de neutrones. Esto resulta en diferentes masas atómicas para el mismo elemento.

Por ejemplo, el hidrógeno tiene tres isótopos comunes: el hidrógeno-1 (1H) con un protón y

ningún neutrón, el deuterio (2H) con un protón y un neutrón, y el tritio (3H) con un protón

y dos neutrones. Los isótopos de un determinado elemento tienen el mismo lugar en la tabla

periódica 2.

1Tomado de: Espectrometŕıa ICP (2021), página web: https://onx.la/b1e12
2Tomado de: Foro de la Industria Nuclear Española, Página web: https://onx.la/f3315

https://onx.la/b1e12
https://onx.la/f3315
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Figura B-1.: Espectrómetro de masas de plasma acoplado inductivamente (ICP-MS)

Figura B-2.: Componente funcional equipo ICP-MS

Traza: Según Alarcón-Corredor and Marino (2009) Los elementos traza son aquellos ele-

mentos que, aunque presentes en cantidades muy pequeñas, en los tejidos corporales, son

nutrientes esenciales por desempeñar una serie de funciones indispensables para mantener la

vida.
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De igual forma Alarcón-Corredor and Marino (2009) menciona que Los elementos traza que

en la actualidad se consideran esenciales para el hombre y las diversas especies son: cromo

(Cr), Cobre (Cu), Cobalto (Co), flúor (F), yodo (I), Hierro (Fe), Manganeso (Mn), molibdeno

(Mo), selenio (Se), vanadio (V), Zinc (Zn), ńıquel (Ni), silicio (Si), arsénico (As) y estaño

(Sn). Otros elementos considerados candidatos para obtener esta distinción son el bario (Ba),

boro (B), bromo (Br) y estroncio (Sr).

Matriz: Se define como todos los componentes de una muestra que no son el elemento que

se desea medir o de interés. Esto puede tener un efecto relevante en el análisis e influir en la

calidad de resultados y en el caso de que esto suceda se llamará “efecto matriz”. Este efecto

genera errores sistemáticos.

Aĺıcuota: Es una proporción o una fracción de la muestra a analizar.

Analito: Especie qúımica (elemento, compuesto o isótopo) de interés anaĺıtico en la muestra
3.

Gravimetŕıa: Es un método que de preparación de las muestras que se basa en emplear sólo

masas de las muestras y de los analitos con el propósito de reducir la incertidumbre. Para

este proceso se usa una balanza anaĺıtica, por tanto, es quizás el método de mayor exactitud

en qúımica anaĺıtica.

3Tomado de: Blog Qúımica.es, Página web: https://www.quimica.es/enciclopedia/Analito.html

https://www.quimica.es/enciclopedia/Analito.html


C. Anexo: Gráficos y Tablas adicionales

De manera adicional a la sección de resultados de este documento, se agregan los gráficos de los

siguientes elementos:

De baja precisión: 23Na, 62Ni.

De intermedia precisión: 59Co, 66Zn, 55Mn.

De alta precisión: 25Mg, 208Pb.

Se debe tener en cuenta la estructura de la interpretación de la sección de resultados para poder

comprender las figuras anexas:

Elementos de baja precisión: 62Ni

Figura C-1.: Estándar Interno Seleccionados 62Ni
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Tabla C-1.: Medidas de precisión por estándar interno para 62Ni

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 2.74 2.63 2.81 3.12

C2 2.27 1.7 2.33 3.23

C3 1.75 1.71 3.86 1.98

C4 1.64 1.67 4.71 2.3

C5 1.52 1.86 2.3 1.67

C6 2.22 1.94 3.7 2.63

C7 1.18 1.35 1.67 2.12

C8 1.15 1.63 4.5 1.66

C9 2.06 2.12 3.18 3.32

Figura C-2.: Boxplot por lote - elemento 62Ni
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Tabla C-2.: Estad́ısticas Descriptivas 62Ni

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 2.65 2.65 2.38 -0.48 2.45 2.78

Lote 1 2.70 2.70 1.44 0.51 2.62 2.82

Lote 2 2.87 2.86 2.39 0.73 2.73 3.08

Lote 3 2.60 2.60 2.37 0.82 2.49 2.78

Lote 4 2.79 2.79 2.02 0.17 2.64 2.92

Figura C-3.: Contribución a la varianza total para el elemento 62Ni

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4
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Elementos de baja precisión: 23Na

Figura C-4.: Estándar Interno Seleccionados 23Na

Tabla C-3.: Medidas de precisión por estándar interno para 23Na

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 4.78 4.94 6.5 5.41

C2 3.6 3.58 5.23 4.74

C3 3.92 4.21 4.24 3.75

C4 3.13 3.74 4.3 2.97

C5 3.04 3.43 3.86 3.93

C6 7.08 6.86 8.13 6.47

C7 4.91 4.82 5.42 5.22

C8 3.3 3.32 5.5 3.05

C9 3.11 3.11 4.29 4.6
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Figura C-5.: Boxplot por lote - elemento 23Na

Tabla C-4.: Estad́ısticas Descriptivas 23Na

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 29.06 29.05 4.58 -0.10 25.64 32.12

Lote1 28.47 28.42 2.26 0.06 26.93 29.96

Lote2 36.02 35.95 2.95 0.83 34.15 39.75

Lote3 27.36 27.31 2.98 1.12 26.06 29.80

Lote4 31.00 30.70 4.70 2.06 29.52 35.73
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Figura C-6.: Contribución a la varianza total para el elemento 23Na

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4
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Elementos de Intermedia Precisión: 59Co

Figura C-7.: Estándar Interno Seleccionados 59Co

Tabla C-5.: Medidas de precisión por estándar interno para 59Co

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 0.9 1.01 2.52 1.13

C2 0.47 1.15 3.43 2.25

C3 0.79 0.98 2.95 1.73

C4 0.71 0.99 4.4 1.18

C5 0.96 1.15 2.42 2.01

C6 0.65 0.66 4.51 1.59

C7 0.54 0.73 1.19 2.3

C8 0.99 0.94 4.94 1.3

C9 0.54 0.79 3.84 2.39
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Figura C-8.: Boxplot por lote - elemento 59Co

Tabla C-6.: Estad́ısticas Descriptivas 59Co

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 91.42 91.38 1.09 0.04 89.33 94.07

Lote 1 106.82 106.89 1.52 -0.37 102.77 110.16

Lote 2 102.59 102.31 2.01 0.70 99.40 107.98

Lote 3 100.82 100.65 2.51 0.97 96.08 108.81

Lote 4 105.52 105.61 2.09 -0.40 99.88 110.49



107

Figura C-9.: Contribución a la varianza total para el elemento 59Co

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4
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Elementos de Intermedia Precisión: 66Zn

Figura C-10.: Estándar Interno Seleccionados 66Zn

Tabla C-7.: Medidas de precisión por estándar interno para 66Zn

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 2.16 2.16 2.76 1.89

C2 1.28 1.33 3.18 2.57

C3 2.74 2.81 3.14 3.04

C4 2.2 2.2 3.35 2.38

C5 2.4 2.61 4.1 3.45

C6 1.86 2.22 4.31 2.51

C7 2.72 2.68 2.71 3.83

C8 1.8 1.77 5.06 2.35

C9 1.76 1.94 3.09 2.78
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Figura C-11.: Boxplot por lote - elemento 66Zn

Tabla C-8.: Estad́ısticas Descriptivas 66Zn

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 10.24 10.24 2.47 0.03 9.65 10.80

Lote 1 10.70 10.71 1.34 -0.18 10.33 11.02

Lote 2 11.24 11.20 2.70 0.65 10.74 12.17

Lote 3 10.21 10.15 2.86 1.37 9.72 11.09

Lote 4 10.75 10.74 2.12 0.39 10.30 11.34
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Figura C-12.: Contribución a la varianza total para el elemento 66Zn

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4
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Elemento de Intermedia Precisión: 55Mn

Figura C-13.: Estándar Interno Seleccionados 55Mn

Tabla C-9.: Medidas de precisión por estándar interno para 55Mn

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 1.6 1.77 2.46 1.94

C2 1.3 1.97 4 2.24

C3 2.25 2.42 3.52 3.1

C4 1.72 0.97 4.93 1.71

C5 1.98 1.95 3.32 2.89

C6 2.3 2.29 5.64 2.79

C7 1.64 1.56 2.08 2.54

C8 2.37 2.3 3.65 2.36

C9 1.62 1.79 4.27 2.9
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Figura C-14.: Boxplot por lote - elemento 55Mn

Tabla C-10.: Estad́ısticas Descriptivas 55Mn

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 2.83 2.82 3.03 0.13 2.67 3.03

Lote 1 3.07 3.07 2.42 0.02 2.92 3.22

Lote 2 3.22 3.23 2.55 -0.38 3.04 3.40

Lote 3 2.97 2.96 2.80 0.15 2.79 3.15

Lote 4 3.26 3.26 1.86 -0.31 3.07 3.38
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Figura C-15.: Contribución a la varianza total para el elemento 55Mn

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4
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Elementos de alta precisión: 25Mg

Figura C-16.: Estándar Interno Seleccionados 25Mg

Tabla C-11.: Medidas de precisión por estándar interno para 25Mg

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 3.23 3.03 4.2 3.61

C2 2.37 2.37 2.81 3.52

C3 2.03 1.89 2.35 2.83

C4 1.86 1.9 4.63 2.29

C5 1.49 1.96 3.74 1.54

C6 1.49 1.35 4.13 2

C7 2.99 3.16 3.22 4.8

C8 1.07 1.28 4.56 1.4

C9 1.8 1.93 3.39 3.1
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Figura C-17.: Boxplot por lote - elemento 25Mg

Tabla C-12.: Estad́ısticas Descriptivas 25Mg

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 1.67 1.67 2.38 -0.13 1.58 1.76

Lote 1 1.78 1.78 2.53 -0.20 1.66 1.90

Lote 2 2.34 2.33 3.06 0.38 2.16 2.56

Lote 3 1.48 1.48 3.19 0.84 1.38 1.63

Lote 4 1.99 1.97 5.63 1.97 1.85 2.38
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Figura C-18.: Contribución a la varianza total para el elemento 25Mg

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4
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Elementos de alta precisión: 208Pb

Figura C-19.: Estándar Interno Seleccionados 208Pb

Tabla C-13.: Medidas de precisión por estándar interno para 208Pb

Control CV result. CV U CV Rh CV Ge

C1 0.31 0.5 2.21 1.02

C2 0.2 0.93 3.37 2.08

C3 0.32 0.59 2.35 1.59

C4 0.37 0.92 4.41 1.09

C5 0.56 0.82 2.71 2.04

C6 0.48 0.81 4.63 1.57

C7 0.35 0.54 1.29 2.11

C8 0.38 0.9 4.42 1.01

C9 0.26 0.44 3.48 2.23



118 C Anexo: Gráficos y Tablas adicionales

Figura C-20.: Boxplot por lote - elemento 208Pb

Tabla C-14.: Estad́ısticas Descriptivas 208Pb

Lote Media Mediana CV Asimetŕıa Mı́nimo Máximo

Control 123.45 123.31 1.42 0.50 120.57 128.59

Lote 1 146.03 145.91 1.18 0.00 142.94 149.62

Lote 2 129.21 128.90 2.13 1.03 124.94 136.42

Lote 3 143.46 142.86 2.25 1.36 139.12 152.26

Lote 4 137.76 138.59 2.65 -1.57 126.92 142.31
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Figura C-21.: Contribución a la varianza total para el elemento 208Pb

Lote 1 Lote 2

Lote 3 Lote 4

Resultados del modelo

En las tablas C-15, C-16 y C-17 se pueden observar las estimaciones del modelo alternativo, las

cuantificadas a través del ANOVA y del Dersimonian-Laird.

Comparación de incertidumbres

En las tablas C-20 y C-21 se puede observar las estimaciones de las incertidumbres relativas de

los otros elementos seleccionados.
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Tabla C-19.: Coeficiente de asimetŕıa - Re-parametrización skew-normal

Elem. LOTE 1 LOTE 2 LOTE 3 LOTE 4

Ca44 0.0004 0.0611 0.2904 0.0006

Cr53 0.0000 0.2767 0.0436 0.0297

Tl203 0.0690 0.0120 NO 0.0063

Na23 0.0123 0.0740 0.0862 NO

Ni62 0.1205 0.3116 0.1738 0.0276

Co59 0.0031 0.0440 0.1763 0.0082

Zn66 0.0079 0.2960 0.2477 0.0094

Mn55 0.0000 0.0484 0.00001 0.0001

Mg25 0.0000 0.2511 NO NO

Pb208 0.0029 0.2537 NO NO

Tabla C-20.: Estimación de Incertidumbre relativa Lote 1 y Lote 2

lot. Elemento u%M.A u%ANOV A u%DL Incert. esperada
23Na 1.14% 0.54% 1.37%
62Ni 0.74% 0.81% 0.64%
59Co 1.17% 1.17% 0.89%

1 66Zn 0.58% 0.41% 0.79% 0%
55Mn 2.11% 2.05% 1.22%
25Mg 6.38% 0.40% 4.74%
208Pb 1.06% 1.10% 0.83%
23Na 2.52% 2.22% 1.26%
62Ni 1.09% 1.45% 1.04%
59Co 1.52% 1.75% 1.38%

2 66Zn 0.00% 1.93% 1.32% 0.501%
55Mn 1.75% 1.97% 1.64%
25Mg 1.19% 1.36% 7.62%
208Pb 1.38% 1.84% 2.31%
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Tabla C-21.: Estimación de Incertidumbre relativa lote 3 y lote 4

lot. Elemento u%M.A u%ANOV A u%DL Incert. esperada
23Na 1.88% 2.30% 1.22%
62Ni 1.40% 2.10% 1.54%
59Co 1.55% 2.02% 1.17%

3 66Zn 1.83% 2.57% 1.76% 0.853%
55Mn 2.43% 2.37% 1.82%
25Mg NO 2.27% 12.38%
208Pb NO 2.20% 2.07%
23Na NO 4.59% 2.17%
62Ni 1.47% 1.63% 1.08%
59Co 1.85% 1.95% 1.50%

4 66Zn 1.88% 1.66% 1.20% 1.533%
55Mn 1.33% 1.23% 0.97%
25Mg NO 5.37% 16.42%
208Pb NO 2.58% 2.05%
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genético y un operador elitista basado en un ordenamiento no-dominado (nsga-ii). Scientia et

technica, 1(35).



128 Bibliograf́ıa
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