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Resumen

Este proyecto tiene como propdsito el control de un péndulo de Furuta; el cual, presenta
una naturaleza compleja como su dindmica réapida, no lineal, inestabilidad, acoplamiento de
variables, sensibilidad a las perturbaciones; ademas de ser un sistema subactuado.

La metodologia planteada resalta cuatro fases principales; partiendo por un disefio CAD
bésico de la estructura del sistema en SOLIDWORKS, de modo que se pudiera obtener el
valor de algunas variables necesarias para el modelado dindmico; el cual, se realiz6 mediante
el formalismo Lagrangiano. Luego, se simulé el modelo tedrico en Simulink y el modelo
CAD importado en el entorno SimMechanics-MATLAB configurado con su respectivo
Denavit-Hartenberg, de manera que se pudiera validar el modelo matematico. Finalmente, se
realiz6 una linealizaciébn mediante series de Taylor para el disefio del control predictivo
monovariable en espacio de estados; que por consiguiente, fue luego extendido al caso
multivariable; seguido a esto, se diseid un controlador difuso para el problema de
levantamiento del péndulo.

La principal contribucién, es el control multivariable del péndulo de Furuta en el entorno
SimMechanics de modo que no es necesario la creacién de una plataforma 3D para una

visualizacion del modelo CAD.

Palabras Clave: Aproximacién lineal, control difuso, control predictivo, espacio de

estados, modelado de sistemas, simulacion de sistemas.
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Abstract

This project aims to control a pendulum of Furuta; which presents a complex nature such
as its fast and nonlinear dynamics, instability, coupled of variables, sensitivity to
perturbations and, in addition, being an underactuated system.

The methodology outlined highlights four main phases; starting with a basic CAD design
of the system structure in SOLIDWORKS, so that the value of some variables needed for
dynamic modeling could be obtained; which was made by the Lagrangian formalism. Then,
the theoretical model was simulated in Simulink and the CAD model imported in the
SimMechanics-MATLAB environment configured with its respective Denavit-Hartenberg,
so that the mathematical model could be validated. Finally, a linearization was done by
Taylor series for the design of the monovariable predictive control in state space; which was
then extended to the multivariate case; followed by this, a fuzzy controller was designed for
the pendulum lifting problem.

The main contribution is the multivariate control of the Furuta pendulum in the
SimMechanics environment so that it is not necessary to create a 3D platform for

visualization of the CAD model.

Key Word: Fuzzy control, linear approximation, predictive control, state-space, systems

modeling, systems simulation.
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Glosario
CAD: Computer Aided Design
CC: Corriente Continua
CPBM: Control Predictivo Basado en Modelo
CPBMEE: Control Predictivo Basado en Modelo en Espacio de Estados
D-H: Denavit-Hartenberg
DMC: Dynamic Matrix Control
EHAC: Extended Horizon Adaptive Control
E-L: Euler-Lagrange
GDL: Grados de Libertad
GPC: Generalized Predictive Control
GUI: Graphical User Interface
LQ: Linear Quadratic
LQR: Linear Quadratic Regulator
MAC: Model Algorithmic Control
MATLAB: MATrix LABoratory
MPHC: Model Predictive Heuristic Control
MPC: Model Predictive Control
MIMO: Multiple Input Multiple Output
SIMO: Single Input Multiple Output

SISO: Single Input Single Output

11
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Introduccion

El avance de la tecnologia en los Gltimos tiempos se muestra imparable ante nuestros ojos,
hoy en dia se pueden ver dispositivos mecatronicos que eran impensables afios atrds; como
por ejemplo los robots humanoides y drones, los cuales cada vez tienen mejor estabilidad.
Algunos ejemplos un poco mas familiares son los barcos, grdas, submarinos, satélites y
reactores, los cuales tienen una dindmica compleja y por ello un amplio estudio matematico.
La ingenieria mecatrdnica en general es la encargada de realizar el analisis mencionado, pero
es la ingenieria de control la responsable de dar el par necesario a cada articulacion de los
sistemas para que puedan realizar los movimientos deseados y, ademas evaluar estrategias
de control en procesos con naturaleza complicada (inestabilidades, no linealidades,
restricciones, dinamicas rapidas, sensibilidad a perturbaciones, vibraciones, retardos,
acoplamiento entre variables y entre otras).

El control predictivo es y puede ser usado en una amplia gama de procesos que involucran
dindmicas simples y complejas. Ademas, ofrece soluciones cuando hay que considerar
restricciones en sus variables, siendo éstas generalmente limitaciones fisicas o de operacion
Yy, @ Su vez cuenta con una etapa de optimizacion que resulta ventajosa para el disefio de
algoritmos més potentes. Es por ello, que el control predictivo es una de las estrategias de
control avanzado maés atractivas, causando gran impacto en la industria y academia.
Anteriormente, el control predictivo tenia limitaciones debido a su gran costo computacional,
pues su robustez, potencia y la elevada cantidad de operaciones matematicas en cada
intervalo de tiempo generaban una desventaja cuando no se contaba con hardware capacitado
para soportarlo; por ello su aplicacion en modelos con dindmicas rapidas y sistemas
embebidos era casi nula. Pero, con el avance tecnoldgico se pueden ver investigaciones que

dejan a un lado este tipo de problemas.
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En este trabajo se va a estudiar y analizar un algoritmo de control predictivo en un modelo
con dindmica compleja. Se trata del péndulo de Furuta o péndulo invertido rotacional, el cual
tiene una amplia gama de investigaciones desde su creacion y hasta el dia de hoy sigue siendo
un reto para los amantes de la ingenieria de control, pues esta planta cuenta con las

condiciones més extremas para disefiar, evaluar e implementar teorias de control.
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1. Titulo del Trabajo

1.1 Motivacion y Formulacién del Problema

En una amplia gama de procesos industriales y tecnologia de entretenimiento, existen
problemas de control y automatizacion que involucran comportamientos dinamicos
complejos como lo son las inestabilidades, no linealidades, restricciones, sensibilidad a las
perturbaciones y acoplamiento entre variables del sistema. Teniendo en cuenta los aspectos
mencionados anteriormente, es importante para los investigadores en ingenieria de control
evaluar diferentes estrategias, a modo que se tenga una referencia sobre qué técnicas de
control se adaptan y cumplen con el mejor desempefio dependiendo de la industria que se
vaya a estudiar o tratar; por otra parte, la innovacion esta siempre a la espera y, es ahi donde
las investigaciones toman relevancia. El péndulo de Furuta juega un papel primordial para la
academia, pues este sistema cuenta con las condiciones mencionadas inicialmente,
permitiendo a los estudiantes e investigadores interactuar con este tipo de sistemas complejos
y ademas, implementar y disefiar controladores 6ptimos [1], robustos [2], por realimentacién
de estados [3], por légica difusa [4], por modos deslizantes [5], clasicos [6], entre otros.

El control predictivo es una estrategia de control digital empleada frecuentemente en
sistemas complejos dadas sus caracteristicas especiales. Este controlador requiere de un
modelo de prediccion del proceso, que permita obtener una serie de predicciones del
comportamiento futuro del mismo. Con base en las predicciones y referencias deseadas para

cada variable a controlar, se calculan las sefiales de control futuras que llevan a la
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convergencia del sistema con respecto a los valores requeridos de operacion, y respetando
las restricciones en caso de existir.

La principal motivacion del autor con esta tesis es evaluar el desempefio del control
predictivo en un sistema subactuado con dindmica compleja, puesto que en la mayoria de
sistemas y procesos reales se presentan estas caracteristicas de falta de actuadores y
complejidad. De manera, que se impulse la investigacion en la facultad de Ingenieria
Mecatrdnica de la Universidad Santo Tomas de Bucaramanga y en Colombia, sobre la
aplicacion del control predictivo a méas procesos; ademas, porque esta estrategia puede ser
adaptada con controladores clésicos, de manera que la industria siga teniendo esa
confiabilidad que ofrece el conocido PID; pero, con la robustez de una técnica de control
predictivo que involucra restricciones e incertidumbres de modelado como principales

ventajas.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general.
Analizar el comportamiento de una estrategia de control predictivo aplicada en un modelo

dindmico simulado del pendulo de Furuta para controlar su posicion invertida.
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1.2.2 Objetivos especificos.

1. Disefiar la estructura mecénica de un péndulo invertido rotacional a través del software
SOLIDWORKS con el fin de generar un modelo CAD para su anélisis dinamico.

2. Modelar un péndulo invertido rotacional aplicando teorias de la mecanica clésica
Lagrangiana para su analisis dinamico a partir de los pardmetros fisicos del modelo CAD.

3. Comparar el comportamiento dinamico de los modelos CAD Yy teorico de un pendulo
invertido rotacional mediante software matematico para su validacion.

4. Disefiar un algoritmo de control predictivo para regular la posicion invertida de los
modelos CAD vy teérico de un péndulo invertido rotacional por medio de una interfaz

desarrollada en software especializado.

1.3 Aportes del Trabajo

El principal aporte del proyecto es la simulacion de un control predictivo en espacio de
estados en dos modelos aproximados del péndulo de Furuta; el primer modelo se basa en el
modelado matemaético del sistema mediante el formalismo de Euler-Lagrange; el segundo
modelo se obtiene al importar un disefio CAD baésico realizado en SOLIDWORKS a la
extension SimMechanics de MATLAB. El modelo dindmico Lagrangiano es linealizado en
torno a su punto de equilibrio inestable para luego ser usado en el modelo CAD y controlarlo;
el cual, puede ser visualizado en la extension SimMechanics, de manera que no fue necesario
la creacion de una plataforma 3D. Con base en el control de ambos modelos, se realizaron
pruebas para validar el modelo tedrico con un prototipo CAD que se asemeja un poco mas a

un dispositivo real.
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El presente trabajo cuenta con un articulo publicado en Journal of Physics: Conference
Series, Volume 850, conference 1 y lleva por nombre Dynamic Modeling and Simulation of
an Underactuated System. En esta publicacion se presentan algunos resultados iniciales del
modelado y validacion de las ecuaciones de movimiento de Lagrange, en donde se realizaron
comparaciones entre el modelo tedrico y CAD.

Una segunda publicacién es Ilamada Dynamic Modeling and Simulation of a Rotacional
Inverted Pendulum, resultante de postular el articulo en el VIII Congreso Internacional de
Ingenieria Fisica CIIF 2017 de México en la ciudad de Mérida, siendo éste publicado en
Journal of Physics: Conference Series, Volume 792, Number 1.

Ademas, cuenta con una memoria de congreso; la cual lleva por nombre Mecénica
Lagrangiana para el Modelado Dindmico y Simulacion mediante Simulink-Matlab de un
Péndulo de Furuta, perteneciente al Congreso Internacional de Ciencias Bésicas e Ingenieria

CICI 2016 de la ciudad de Villavicencio, Colombia.

1.4 Organizacion del Documento
La presente tesis de pregrado consta de cinco capitulos mas los apéndices que estan
expuestos al final del documento. En este primer capitulo, se menciona todo lo relacionado
a la introduccion del proyecto, en donde se plantea el problema a resolver con objetivos
definidos para la solucion de tal problema y ademas, los aportes mas relevantes del trabajo.
En el segundo capitulo se incluye toda la fundamentacion teorica y cientifica necesaria

para la compresion del documento y el desarrollo del proyecto, también se presenta un estado
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del arte en donde se incluyen articulos y tesis que estudian el control predictivo en el péndulo
de Furuta.

El tercer capitulo describe la metodologia implementada para la solucién del trabajo, se
describen las principales etapas y luego, se explican las tareas méas relevantes para la
consecucion de cada etapa del proyecto.

El cuarto capitulo muestra el anélisis de los resultados, alli se resalta el cumplimiento de
cada uno de los objetivos con evidencias gréaficas y textuales. Ademas, en este apartado se
presentan algunas pruebas realizadas para la validacion del modelado dindmico y del control
global que esta compuesto por un controlador difuso para el levantamiento del péndulo y uno
predictivo para su estabilizacion en la zona invertida.

En el capitulo 5, se exponen las principales conclusiones del proyecto y enseguida los

trabajos a realizar en el futuro.

2. Fundamentacién Tedrica y Cientifica

2.1 Marco Tedrico
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2.1.1 Dinamica.

La dindmica de un sistema mecénico, robot y/o mecanismo se ocupa de la relacion entre
las fuerzas o pares articulares y, el movimiento que se origina en consecuencia de su
aplicacion [7]. Por tanto, se puede decir que se determina una regla o ecuacion matematica
que vincula las entradas y salidas del sistema mediante el uso de variables de interés o
criticas. El céalculo de la dindmica tiene como objetivo ofrecer un modelo matematico que
permita el andlisis del comportamiento y estabilidad de éste; y asi, controlar la posicién,
velocidad o cualquier otra variable del sistema. Tradicionalmente, existen dos técnicas para
obtener el modelo dindmico de un sistema que se desea controlar [8]; a continuacion, se
explica brevemente cada uno de estos:
¢ Analitica: en este procedimiento se hace uso de las ecuaciones de la fisica que rigen el

comportamiento del sistema. Para el calculo de éstas se utilizan principalmente dos

formalismos de la mecanica clasica, la primera es conocida como mecéanica de Newton-

Euler o Newtoniana, ésta es recomendable para sistemas con pocos grados de libertad

(GDL), como méaximo tres, incluso 3 GDL resulta ser muy extenso y tedioso el analisis,

esto se debe a que su naturaleza es vectorial por tanto sus operaciones basicas son de mas

cuidado; el segundo método es conocido como mecanica de Euler-Lagrange, Lagrangiana

0 ecuaciones de Euler-Lagrange, éstas tienen la ventaja con respecto al método anterior

en cuanto a su naturaleza, pues su metodologia es escalar, facilitando asi el analisis para

sistemas que cuentan con rotaciones o una cantidad de GDL considerables.

e Experimental: este procedimiento requiere de una serie de experimentos reales, en los
cuales se debe tomar una serie de datos de entrada y salida del sistema con el fin de poder
identificar el modelo con uso de software y métodos de identificacion de sistemas. El

modelo obtenido aca resulta tener méas imprecision en cuanto al modelo calculado en el
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procedimiento analitico, pues aqui se cuenta con un modelo real que tiene inmerso las
limitaciones de construccion, desgasto de los actuadores y sensores, entre otros, es
importante que la identificacion tenga un porcentaje de validacion entre prueba y prueba

por encima del 70% - 80% dependiendo del sistema.

2.1.1.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Debido a que el sistema cuenta con rotaciones en cada uno de sus GLD es favorable el
uso del formalismo de Lagrange, el cual tiene una formulacion escalar debido a sus
consideraciones puramente energéticas, facilitando asi el analisis para cualquier sistema
mecénico. Para el uso de estas ecuaciones, es necesario seguir cuatro etapas:

1. Célculo de la energia cinética.

2. Célculo de la energia potencial.

3. Célculo del lagrangiano.

4. Resolver las ecuaciones para cada grado de libertad.

Donde la energia cinética puede ser tanto rotacional como traslacional, esta forma de
energia puede estar en funcién tanto de la posicion como de la velocidad K(q(t), q(t)).
Mientras que la energia potencial se debe a fuerzas conservativas como las fuerzas ejercidas
por resortes y por la gravedad, esta energia esta en términos de la posicion U(q(t)).

El lagrangiano de un sistema mecanico esta definido como:

L=K-U (2-1)

De modo que el lagrangiano en términos generales se define de la siguiente forma:
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L(q(®),q®) = K(q(®), () = U(q(®)) (2-2)
Finalmente, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para un sistema de n GDL

estan definida de la siguiente manera:

d (0L(q, )\ 0L(q,q) _
dt\ 9g; aq;

Ti (2-3)

Donde i = 1, ...n, siendo estas la cantidad de GDL que posee el sistema, t; son las fuerzas
0 pares ejercidos de manera externa en cada articulacion ademas, de fuerzas no conservativas
como la friccion, resistencia al movimiento de un objeto dentro de un fluido y de forma
general las que dependen del tiempo o de la velocidad. Se tendra igual nimero de ecuaciones

dindmicas como de grados de libertad [8].

2.1.1.2 Representacién matricial de un modelo dinamico.
Para mecanismos de n GDL formados por eslabones rigidos y conectados entre si por
uniones libres de elasticidad y friccion, la energia cinética K(q, q) asociada a tal sistema

mecanico articulado puede expresarse como:

K(g.0) = 30"M(@)a 24

Donde M(q) es la matriz de inercia, la cual es simétrica y definida positiva de tamafio n X

n. La energia potencial U(q) no tiene una forma especifica como en el caso de la energia
cinética K(q, q), es sabido que depende del vector de posiciones articulares q.

El lagrangiano £(q, q) en este caso es:

1
L(gd) =5 q"M(q)q - U(q) (2-5)
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Con esta formulacion para el lagrangiano, la ecuacién de movimiento de Lagrange puede
expresarse como se muestra a continuacion, en donde se hace uso de (2-3) para resolver (2-

5).

laslarm <q>q]] Jarm@a)+ S8 = (2-6)

Puede verificarse que:

2 [FarM@a] = M@
d|odgl &0
E[a_q [EqTM(q)q]] = M(@)d + M(@)q

Considerando las expresiones anteriores, la ecuacion de movimiento toma la siguiente

forma:
. 10 au
M@+ M@ - 32 M@l + 52 = o @9
De modo compacto
M(g)d+C(q.9)q+G(g) =< (2-9)
Donde
S e :
C(q,4)q =M(q)q - 23q [a"M(q)d]
(2-10)
_0U(q)
G(q) = oq

(2-9) es la ecuacion dinamica para robots de n GDL, nétese que (2-9) es una ecuacion
diferencial vectorial no lineal en el estado [q7 ¢T]7. La matriz C(q,q) € R™" es
denominada matriz centrifuga y de Coriolis, ésta puede no ser Unica, pero C(q, ¢)q si lo sera,

este término es un vector de n x 1 llamado vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis. G(q)
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es el vector de gravedad de n x 1, también conocido como vector de fuerzas o pares
gravitacionales y T es un vector de n X 1 denominado el vector de fuerzas externas,
generalmente son los pares y fuerzas aplicadas por los actuadores en cada articulacion [8],
[9]. Los vectores de aceleracion ¢ y velocidad ¢ son de dimensiones de n x 1, de modo que

la suma de las cuatro componentes de (2-9) sean del mismo tamafio.

2.1.2 Control.

La teoria de control moderna se basa en el conocimiento del comportamiento interno del
sistema, este conocimiento se refleja mediante el estudio y analisis de las variables que
influyen en la dindmica de este. Estas variables constituyen el concepto de estado del sistema,
el conocimiento de la evolucion de estas variables permite efectuar o implementar un control
mas potente y abordar modelos complejos.

El Ilamado control moderno solventa algunas limitaciones presentes en la teoria clasica
de control, algunas ventajas de la teoria moderna en contraposicion a la clésica son [10]:

e Se puede aplicar a procesos multivariables que tienen un elevado grado de relacion o
interaccidn entre sus variables; es decir, sistemas multivariables fuertemente acoplados,
en los cuales no se puede establecer un bucle de control entre una salida y una entrada
concreta que se puedan ajustar de forma independiente como ocurre en la teoria clasica.

e Suaplicacion a modelos no lineales es relevante, puesto que permite el estudio de sistemas
que tienen relacion entre las variables involucradas en su dinamica y cuyo

comportamiento no se pueda aproximar a un modelo lineal.
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e Es aplicable a sistemas complejos que poseen un gran nimero de variables internas que
condicionan el comportamiento del sistema a través del tiempo y en el futuro. De acuerdo
con la teoria clasica, la cual solo realimenta la salida del sistema, es posible que en
ocasiones esta realimentacion carezca de informacion importante y de tal forma el
controlador no sea muy efectivo.

¢ Una de las aplicaciones mas importantes es en la optimizacion del comportamiento de los
sistemas o0 procesos, de modo que se encarga de minimizar una funcién objetivo definida
que describe el indice de costo, ademas de reflejar la calidad en el cumplimiento de los
objetivos de control.

En esta formulacion se parte de una definicion de estado en el tiempo continuo como
concepto basico y analisis de controlabilidad y observabilidad; pero, es la definicion de
estado en tiempo discreto la que realmente interesa cuando se trabajara con controladores
digitales. La adaptacion en tiempo discreto trabaja con secuencias, donde la sucesion de
elementos esta limitada por el indice de la secuencia.

Considérese un sistema en espacio de estados en tiempo continuo como se indica a
continuacion:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2-11)

La ecuacion (2-11) se denomina ecuacion de estado. Donde A es la matriz del sistema con
un tamafio de n x n y constante. B es la matriz de entradas, es constante y su dimension es
de n X m. u corresponde al vector de entradas, el cual varia con el tiempo y es de dimensiones
m. x es el vector de estados definidos del sistema, con dimensién n x 1 y variable en el
tiempo.

y(t) = Cx(t) (2-12)
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La ecuacion (2-12) corresponde a la salida del sistema; donde, C es la matriz de salida con
tamafio p X n y compuesta por 1’s y 0’s, siendo 1 el coeficiente que multiplica a la variable
de estado que se quiere tomar como salida. y es el vector de salida con dimension p x 1y

variable en el tiempo.

2.1.2.1 Linealizacion del sistema.

Un sistema es no lineal si no se cumple el principio de superposicién. Por tanto, para dos
entradas diferentes aplicadas al sistema, no es posible tratarlas por separado y luego sumar
sus respuestas. Muchas relaciones fisicas son representadas con ecuaciones lineales para
simplificar su estudio, aunque en la realidad la mayoria de los casos son no lineales. Aunque,
en la ingenieria de control puede ocurrir una operacion normal del sistema alrededor de sus
puntos de equilibrio. Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, es posible aproximar
el sistema no lineal a un sistema lineal. Este modelo lineal es equivalente al modelo no lineal
Unicamente dentro de un rango de operacion limitado [11].

Una de las técnicas de linealizacion méas usadas cuando se trata de un sistema que opera
en regiones limitadas es la expansion en series de Taylor, también conocida como
linealizacion aproximada. Esta linealizacion se encarga de expandir la funcién no lineal en
series en torno al punto de operacion y unicamente se retiene el termino lineal de tal serie, la
condicion para que se desprecien los términos de mas alto orden es que estos sean los
suficientemente pequefios; de modo, que las variables se desvien ligeramente de la condicion

de operacion. [12].
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2.1.2.1.1 Punto de equilibrio.

Debido a que en todo sistema de control se desea regular el comportamiento de las
variables representativas del sistema alrededor de valores de referencia deseados, es
importante hablar del término “punto de operacion”, estos puntos de operacion estan ligados
al conocido punto de equilibrio [13].

Los puntos de equilibrio de un sistema no lineal se obtienen al resolver la ecuacion x = 0,
esto se presenta cuando la tasa de variacion de x respecto al tiempo es cero; es decir,
igualando a cero las ecuaciones de estado, por tanto se tiene:

FXU),U) =0 (2-13)

Donde el estado x(t) = X = X(U).

De la ecuacidn anterior es claro que, para calcular los puntos de equilibrio del sistema
(X, U) debemos resolver una ecuacion implicita, la cual depende de la sefial de control en el
equilibrio, dada por U.

Considerando (2-13), los puntos de equilibrio son constantes y estan dados para todo t:

u(t) = U; x(t) = X(WU); y(t) = Y(U) = h(X(V)) (2-14)

Para este caso el punto de equilibrio esta parametrizado en funcion de la sefial de control
constante U.

Es importante tener en cuenta que para un sistema de n estados existirad por lo menos un

punto de equilibrio para cada estado.

2.1.2.1.2 Linealizacion aproximada.
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Este método es util en la proximidad del punto de equilibrio en sistemas dinamicos no
lineales, siempre y cuando las perturbaciones que se apliquen o presenten en el sistema sean
lo suficientemente pequefias. Esta linealizacion se basa en tomar Unicamente el término
lineal, debido a que los términos de orden superior son muy pequefios; es decir, no afectan
en gran medida la condicién de operacion al ser o no incluidos.

Consideremos el sistema no lineal propuesto

x(t) = f(x(@®),u(®)), x(to) = xo
(2-15)
y(&) = h(x (D))
El cual tiene por puntos de operacion (U, X,Y), por tanto cuando el sistema se encuentra

operando en perfecto equilibrio se expande en series de Taylor alrededor de estos puntos, del

modo siguiente:

d?y

d 1
2(t) = F(X,U) + %(x(t) X)) = )2
(2-16)
dh 1d?*h
y(t) = h(X) + E(X(t) — X) + Eﬁ(x(t) _X)Z + .

Las derivadas se evalUan en x(t) = X, de modo que si la variacién x(t) — X es pequefia,
sera posible no considerar los términos de orden superior; por tanto, la ecuacion anterior se
reescribe como:

x(t) =X+ Kx(t) —X)

(2-17)
y() =Y+ K(x(t) —X)
Donde
_df
K = T s (2-18)

Ahora, considerando “perturbaciones significativas” en el estado de equilibrio x(t) = X

y en la entrada u(t) = U, se describen de la siguiente manera:
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x(t) =X +x5 u()=U+u, (2-19)

Con estas perturbaciones producidas alrededor de los valores de equilibrio,
consecuentemente se tienen cambios o perturbaciones en el estado de equilibrio constante
del sistema x(t) = X y en el valor de la salida y(t) = Y. En virtud del teorema de expansién
en serie de Taylor, se puede escribir los valores perturbados de las funciones f(-) y h(*)

como:

f(X + x5(t) U+ U5(t)) f(X U) +—| Xé‘(t) + f ] P u(g(t) +

+T.0.S. (2-20)

x5(t) + -+ T.0.S.
X

T.0.S. significa “términos de orden superior”.

2.1.2.1.3 Representacion del sistema linealizado.
Un sistema linealizado puede ser representado en el espacio de estados de acuerdo a la
siguiente formulacién:
X5(t) = Axs(t) + Bjus(t)
(2-21)
ys(t) = Cix5(t)
La ecuacion diferencial (2-21) representa un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
en x5 Y us. Este sistema tiene por nombre “representacion lineal en el espacio de estados” o
bien, de forma breve “representacion de estado”. Debido a su modo de construccion este

sistema también es denominado “modelo incremental”. EI modelo dinamico que aproxima

las perturbaciones ocurridas en el sistema no lineal cuando éste esta operando en condiciones
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estables de equilibrio esta representado por un sistema lineal cuyas ecuaciones son mostradas
en (2-21).
Aproximadamente se tiene que:
x(t) =X +x5(); u(@®)=U+us(t); y@)=Y+ys(t) (2-22)
Que equivale a:
xs(6) =x() —X; us(®) =u®) -U; ys(®) =y@)—-Y (2-23)
Las ultimas tienen por nombre variables incrementales.
Las matrices constantes (A, By, C;), son llamadas matrices jacobianas, las cuales tienen
como funcidn, definir la aproximacion lineal. Por esto, la linealizacion aproximada también

lleva por nombre linealizacion Jacobiana y vienen dadas por:

o

B _ af _ dh
ax (X,U) ’

B, = ;o G =4
dulx,u) oxly

A, (2-24)

Mediante la matriz A; de n filas y n columnas se designara la matriz jacobiana a—f

X
particularizada en el punto de equilibrio constante (X, U). El vector B, de n filas es designado

] . ]
i evaluado en (X, U). Igualmente ocurre con la matriz C; la cual varia sus

al vector o

dimensiones dependiendo del numero de salidas del sistema, por tanto se dice que es de

dimensiones m X n, en donde m es el numero de filas, las cuales representan la cantidad de
. : . oh
salidas; por tanto, es designada mediante el vector Fw evaluado en X. De manera general,

estas matrices de pueden representar como se muestra a continuacion:
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[dfi(x,u)  dfi(X,U) df1 (X, U)
0x, 0x, 0xy,
A= ox, 0x, 0x,
LKD) fHKY)  0fD)
0xy dx, dx,
0/, U)] (2-25)
ou
df>2(X,U)
Bl = au
(X, V)
Ju A
_ [8h(X,U) h(X,U) OR(X, U)
= dx, dx, dx,

Notese que existen tantos estados como ecuaciones de estado existen, de este modo la
matriz A, es cuadrada. Cada ecuacion de estado debe ser derivada con respecto a los estados

existentes y posteriormente evaluada en el punto de equilibrio del estado respectivo.

2.1.2.2 Solucion de la ecuacion de estado de sistemas lineales.
La ecuacion de estado describe el comportamiento del sistema, sin embargo, es necesario
resolver esta ecuacion diferencial para tener conocimiento de la evolucion de dicho sistema,

ademas permitira obtener matrices necesarias para la discretizacion de un modelo continuo.

2.1.2.2.1 Solucion de la ecuacion homogeénea.
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En la ecuacion homogénea se supone que la entrada del sistema u(t) es cero, por lo que
la ecuacion a solucionar es:
x(t) = Ax(t) (2-26)
La cual tiene como condiciones iniciales x(ty) = x,.
Cuando se tiene que la matriz A es invariante, se puede solucionar la ecuacion homogénea

de manera sencilla mediante el método de integracion por aproximaciones sucesivas de
Peano-Baker, puesto que se cumple la restriccion de que el producto de A(t) y ftto A(t)drt es

conmutativo. En este caso la matriz de transicion esta dada por:
(L, t,) = glio AT (2-27)

En donde el término general de la serie de Peano-Baker es igual a:

t k
%[ | A(T)drl (2-28)
i\,

Con lo que, por ser el desarrollo en serie de Taylor de la funcion exponencial, se puede

expresar como se muestra en (2-27) [8].

2.1.2.2.2 Solucién de la ecuacién completa.

Para este caso se toma la ecuacion de estado completa (2-11), de modo que existen
condiciones iniciales distintas de cero y minimo una entrada. Para el calculo de la solucion
de esta ecuacion se usa el método de variacion de las constantes, el cual supone que existe
una z(t), tal que [8]:

x(t) = ®(t,ty)z(t) (2-29)
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Donde la hipotesis que verifica la z(t) que cumple la expresion anterior se muestra a
continuacion:
D(t,ty)z(t) + P(t, ty)Z(t) = ADP(t, ty)z(t) + Bu(t) (2-30)
Agrupando términos se tiene:
D (t,t)z(t) + (¢, to) — AD(t, t9)]z(t) = Bu(t) (2-31)
En donde:
d(t, ty) —ADP(t, t,) =0 (2-32)
Debido a la propiedad de derivacion respecto al tiempo de la matriz de transicién, la cual
dice que si se deriva la expresion genérica de la matriz de transicion se tiene:

dd(t, t,)

t
P A+ Af A(t)dt + -+ = AD(t, ty) (2-33)
t

0

Por tanto, se puede despejar z(t) de (2-31) debido a que ®(t, t,) es son singular:
z(t) = ®@71(¢, ty)Bu(t) (2-34)
Demostrando que la z(t) que cumple con la hipotesis formulada inicialmente se resuelve

mediante integracion:

t
z(t) = z(ty) + | @ 1(1,ty)Bu(r)dr (2-35)

to
Donde al aplicar la propiedad de inversion de tiempos a la matriz de transicién que
consiste en partir de la suposicion de que t, = t, en la ecuacion de transitividad, se obtiene:

D(ty, ty) = 1= P(ty, t1)P(t1,t0)
(2-36)
@ (to, 1) = Pty to)
Lo que ratifica que la matriz de transicion es no singular.

Teniendo en cuenta que z(t,) = x(t,) Y la propiedad de inversién de tiempos, se tiene

que:
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z(t) = x(ty) + | ®(ty, T)Bu(r)dr (2-37)

to

Sustituyendo en (2-29)

x(t) = ®(t,ty)x(ty) + P(t,ty) th(tO,T)Bu(T)dT (2-38)
to
Donde (2-38) puede simplificarse aplicando la propiedad de transitividad de la matriz de
transicién que consiste en calcular la solucion de la ecuacién homogénea en cualquier
instante t,, como:
x(tz) = P (t2, to)x(to) (2-39)
Para otro instante t;, se tiene:
x(t1) = ®(ty, to)x(to) (2-40)
Debido a que la solucion de la ecuacién de estado es Unica, se debe alcanzar el mismo
estado para un instante definido partiendo de las mismas condiciones iniciales, por lo que se
cumple lo siguiente:
x(t;) = ®(ty, t1)x(t1) = P(Ly, L) P(ty, to)x(Lo) (2-41)
Por tanto, siendo valido para cualquier estado inicial, se deduce:
D(ty,t9) = P(t, t1)P(ty, to) (2-42)

De modo que (2-38) queda de la siguiente forma:

t
x(t) = ®(t,ty)x(ty) + | ®(t,7)Bu(r)dr (2-43)
to
En la solucion completa se observa que la expresion esta compuesta por dos componentes;
la primera, hace referencia a la evolucién libre del sistema, la cual es propiciada por las

condiciones iniciales de las variables de estado siempre y cuando la entrada sea nula, notese

que tal término solo existe para condiciones iniciales diferente de cero; el segundo término,
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se refiere la evolucion forzada del sistema, la cual se produce para una entrada distinta de

cero [10].

2.1.2.2.3 Matriz de transicion.

Mediante el método de la transformada inversa de Laplace se puede calcular la matriz de
transicion de un sistema lineal e invariante en el tiempo, a continuacion se muestra cémo se
puede solucionar la ecuacion de estado mediante tal método [10].

Partiendo de (2-11) y tomando la transformada de Laplace se tiene:

sX(s) — x, = AX(s) + BU(s)
(s — A)X(s) = x, + BU(s) (2-44)
X(s) = (sI —A)"1x, + (sI — A)"1BU(s)

Luego, se aplica la transformada inversa de Laplace:

x(t) = L7 (s — A)7Yxy + L7 (s — A)"IBU(s)] (2-45)

La expresion (2-45) permite obtener la evolucion del estado en funcién de las matrices de
las ecuaciones de estado A y B y del estado inicial. Puede observarse en (2-45), que para una
entrada nula, el segundo término se anula. Por otra parte, una entrada nula es planteada para
la ecuacion homogénea, por lo que el célculo de su solucion se propone de la siguiente
manera:

x(t) = L7 (s — A)71]x, (2-46)

De este modo se observa que la matriz de transicion de puede calcular como:

®(t) = L1[(s1 — A)~1] (2-47)
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En cuanto al segundo término, se comprueba por medio de las propiedades de la
transformada de Laplace:
x(t) = L7 (sI — A)"IBU(s)] = ® = Bu(t) (2-48)

Que corresponde a una integral de convolucion en el tiempo.

2.1.2.3 Discretizacion del sistema.

La aplicacion de computadoras para el disefio, control e implementacion de controladores
ha hecho posible el movimiento de robots industriales, es por ello necesaria la discretizacion
de un modelo continuo, de modo que el disefio del controlador sea con base en un modelo

muestreado y asi poder definir un tiempo de muestreo adecuado.

2.1.2.3.1 Sistema discreto invariante equivalente.
Supongase un sistema continuo lineal e invariante con m entradas, p salidas y n variables

de estado como (2-11) y (2-12). La solucidn de la ecuacion de estado (2-11) viene dada por:

t
x(t) = ®(t — ty)x(ty) + | ®(t — )Bu(r)dr (2-49)
to
Donde @ (t) es la matriz de transicion.
Para el célculo del sistema discreto equivalente es necesario suponer que las entradas del

sistema continuo provienen de un retenedor de orden cero y que las salidas estan muestreadas.

Por tanto, las entradas continuas seran constantes durante un intervalo kT <t < (k + 1)T.
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Tomando en (2-49) t, = kT se obtiene una solucién en dicho intervalo como se muestra a

continuacion:

x(t) = &(t — kT)x(kT) + [ Pd(t — T)Bd’l'l u(kT)

kT

(2-50)
Ir(t—kT) = [ t PO(t - r)Bdrl
KT
De modo que (2-50) puede reescribirse como:
x(t) = ®(t — kT)x(kT) + T'(t — kT)u(kT) (2-51)
Particularizando para el instante de muestreo t = (k + 1)T, se tiene:
x[(k + DT] = ®[(k + 1)T — kT]x(kT) + T[(k + 1)T — kT]u(kT) (2-52)

Por tanto, la representacion en espacio de estados en tiempo discreto tomara la forma:
x[(k + 1)T] = ®(T)x(kT) + T (T)u(kT) (2-53)
Obsérvese que @ y I' son matrices que dependen del tiempo de muestreo T, y una vez
definido este periodo de muestreo T, las matrices @ y I' seran constantes debido a que se

trata de un sistema invariante en el tiempo.

2.1.2.3.2 Seleccion del tiempo de muestreo.

A pesar de ser un tema relevante en el control digital, no existen muchos métodos de
seleccion de tiempo de muestreo para sistemas no lineales e inestables. Muchas veces, se
recurre a métodos iterativos en donde se inicia por asumir tiempos pequefios para realizar
pruebas [14], [15]. La seleccion de la mejor tasa de muestreo de forma analitica resulta ser
un compromiso, para ello es importante contar con una frecuencia de muestreo adecuada. La

ecuacion de muestreo para una respuesta de tiempo razonablemente suave es [16]:



CONTROL PREDICTIVO EN ESPACIO DE ESTADOS 37

wS
20< — <40 (2-54)
Wp

Donde w, corresponde a la frecuencia de muestreo y w, define al ancho de banda del

. . . 2
sistema en lazo cerrado. De este modo el periodo de muestreo se define como T = w—” para
S

casos en que el ancho de banda es conocido, este método resulta ser analitico; pero, es posible
que sea iterativo cuando se desconoce el ancho de banda, por ello algunas veces se puede
tomar la magnitud del polo més répido del sistema en lazo cerrado como el ancho de banda

[16].

2.1.2.4 Controlabilidad.

Un sistema es controlable en el tiempo si existe una entrada u definida en el intervalo
[to, t1], tal que sea posible transferir desde un estado inicial x(t,) hasta otro estado x; en t;.

Partiendo de un sistema de dimension n el cual tiene por ecuacion (2-11), se dice que es
controlable si y so6lo si la matriz de controlabilidad Q, definida de la siguiente manera [10]:

Q = [B|ABJ|A?B| ... |A"1B] (2-55)

Es de rango méaximo, es decir, tiene rango n. En algunos casos este rango puede ser mayor
an, lo cudl nos habla de un sistema sobredimensionado.

La matriz Q tiene n X m columnas, n bloques de m columnas cada uno. De modo que
esta matriz se puede descomponer en m submatrices, siendo la i-ésima la multiplicacion de
la matriz A y sus potencias con la columna i-ésima de B. Por tanto, el rango de cada una de

las matrices Q; define si el sistema es controlable empleando Gnicamente la entrada i-ésima.
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2.1.2.5 Control predictivo basado en modelo.

El CPBM es una técnica de control avanzado que se desarroll a finales que los afios
setenta y que ha crecido durante las Ultimas décadas de manera considerable, tanto en el
ambito académico como industrial. El éxito de esta teoria se debe a que es quizés la forma
mas general de formular el problema de control en el dominio del tiempo, teniendo en cuenta
no solo el instante actual, sino también comportamientos futuros. La formulacion de CPBM
integra control éptimo, control estocéstico, control de procesos con tiempos muertos,
procesos multivariables y referencias futuras cuando se disponen, de manera que es posible
decir que este no es una estrategia de control particular sino un conjunto de métodos.

El CPBM esta enmarcado en los controladores 6ptimos, es decir, aquellos en los cuales
las actuaciones responden a la optimizacién de un criterio que también lleva el nombre de
funcion de coste u objetivo. Esta se relaciona con el comportamiento del sistema en el futuro,
que es posible predecir con un modelo dindmico de este, el cual se denomina modelo de
prediccion, es ahi donde se asigna el nombre a esta teoria de control (predictivo basado en
modelo). El intervalo de tiempo futuro considerado para la optimizacion se denomina
horizonte de prediccion [17].

El control predictivo consta de tres elementos principales:

e Modelo de prediccion: el modelo de prediccion es el modelo matematico que representa

y describe el comportamiento del sistema. Este modelo puede ser lineal o no lineal,

continuo o discreto, en variables de estado o funcion de transferencia (entrada - salida).
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e Funcién de coste: esta funcion indica el criterio a optimizar. Es una funcion definida
positiva que representa el coste a determinada evolucion del sistema durante el horizonte
de prediccion Np.

e Restricciones: las restricciones son una de las ventajas mas importantes del control
predictivo, estas indican los limites dentro de los cuales se quiere que opere el sistema. La
evolucion de las sefiales del sistema no debe sobrepasar los limites definidos como
restriccion, sea por motivos fisicos o de seguridad, se imponen al sistema o proceso a

controlar.

2.1.2.5.1 Estrategia del CPBM.
La metodologia de cualquier controlador predictivo se basa en seguir la siguiente

estrategia:

1. Usando el modelo del proceso se predicen en cada instante ¢ las salidas futuras del sistema
en un horizonte especificado Np. Los valores y(k + i|k), parai = 1, ..., Np, corresponden
a las predicciones futuras de la salida del sistema o proceso en los instantes k + i (futuro),
los cuales se calculan en el instante k (presente). Estas predicciones dependen de valores
conocidos como lo son los valores pasados (entradas y salidas), ademas de las sefiales de
control futuras de las cuales su valor no es conocido. Estas sefiales de control u(k + i|k)
parai =1, ..., N, estan proyectadas en un horizonte Nc, las cuales son constantes después
de k + Nc.

2. Seguidamente es importante establecer la trayectoria de referencias futuras R(k + i|k)

parai = 1, ..., Np la cual sera la encargada de describir el comportamiento del proceso, la
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sucesion de sefiales de control futuras se calcula con la finalidad de mantener el proceso
lo mas cercano posible a la trayectoria, mediante la minimizacion de error. La trayectoria
se puede representar con una funcion de cualquier orden o una constante a lo largo del
tiempo.

3. Teniendo los valores de la trayectoria de referencia futuras R(k + i|k) y las predicciones
de salida y(k + i]k), éstas se restan para conseguir una ecuacion que represente el error
de prediccién; ademas, esta funcion debe estar en funcion de las acciones de control

futuras u(k + ilk).

2.1.2.5.2 Modelo de prediccion.

En la estrategia de control predictivo basado en modelo, es crucial este componente para
realizar un control 6ptimo. Este se obtiene como resultado de caracterizar el proceso real y
ademas, debe recoger toda la informacion dinamica del proceso o sistema, de modo que

permita predicciones parecidas a la realidad.

Perturbaciones no
medibles y errores de
modelado

Perturbaciones
medibles

Acciones de

control Predicciones

Figura 1. Modelo de prediccion.
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La Figura 1 muestra la estructura del modelo de prediccion. Este modelo de prediccion
incluye los efectos generados por las perturbaciones no medibles y los errores de modelado,
asi mismo como un modelo de perturbaciones medibles, de modo que se pueda anticipar los
acontecimientos para efectuar las correcciones necesarias (feedforward). En caso que los
modelos sean lineales, se aplica el principio de superposicion para obtener una salida general.

Modelo del proceso.

Las representaciones mas comunes del control predictivo son la respuesta al impulso, la
respuesta al escaldn, funcion de transferencia y espacio de estados.

e Modelo respuesta al impulso.

Este modelo tiene una relacion entrada-salida que viene dada por (2-56)

y(©) = ) byt = k) (2-56)
k=1

Los coeficientes h; son valores muestreados que se obtienen del proceso al aplicarse un
impulso unitario de ancho un intervalo de muestreo donde solo son considerados N valores

como se muestra en la Figura 2.

N
y(©) = ) hyeult— k) = HEu(t) (2-57)
k=1

h(3)

h(2) -

h(1)
h(n)
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Figura 2. Respuesta al impulso.
Donde H(z) = hyz ' + hyz=2 + -+ hyz™N y z71 es el retardo unitario. La prediccion
de la salida en el instante t se da finalmente por (2-58)

N
y(t+jlt) = Z hpu(t +j—k|t) = Hz Du(t — k|t) (2-58)
k=1

Este modelo tiene ventajas por su sencillez para la descripcion de la dindmica del proceso,
pueden ser de fase minima o con retardos. Ademas, no requieren informacion previa. En sus
desventajas esta la no posibilidad de representar procesos inestables y su gran nimero de
coeficientes resultados del muestreo del proceso.

e Modelo de respuesta al escalon.

Sus ventajas y desventajas son las mismas que el modelo de respuesta al impulso. En la

Figura 2-3 podemos observar su respuesta, y la salida se representa en (2-59)

N
Y(O) = yo+ ) Sbut = KIt) = yo + 5@ (A = 2 Hu(®) (2-59)
k=1
s(n+1)
> i
s(4)
s(3)
s(2)
s(1)
k'

Figura 3. Respuesta al escalon.
De las mediciones de la respuesta al escaldn se obtienen los coeficientes Sy, los cuales son

medidos cada intervalo de muestreo. La variable Au(t) = u(t) —u(t — 1) indica el
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incremento en la accidn de control en cada instante t, y por su parte y, es el valor inicial de
la salida. Normalmente se busca encontrar una expresion que represente el incremento en la
salida al realizar los movimientos Au(t) en la accion de control, por tanto se omite el valor

de y, para representar dicho efecto en (2-60).

N
Ay(t +j|t) = Z Sk Au(t +j —k|t) (2-60)
k=1
e Modelo de funcién de transferencia.

Se debe hacer uso de un modelo discreto del proceso para obtener la salida

_ Gp(z™)

AR (61

y(t)

Los coeficientes del numerador Gz y denominador G, son:

Ga(zV)=14+a,z7%2+a,z7%+ -+ apz ™

(2-62)
GB(Z_l) = blz_z + sz_Z + -+ ban_nb
La prediccién de la salida es calculada mediante (2-63)
Gp(z™)
i1t) = ' 2-63
y(E+]It) = yut +j10) (2-63)

Este tipo de representacion requiere de un buen conocimiento del proceso en cuanto a su
orden para la obtencién de los polinomios G, y Gg, debido a que se debe disponer de un
modelo lo mas preciso posibles. Una gran ventaja es la posibilidad de representar procesos
inestables, ademas del bajo numero de parametros de los que dispone.

e Modelo de espacio de estados.

Se representa de la forma:

x(t) = Ax(t — 1) + Bu(t — 1)

(2-64)
y(®) = Cx(1)
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La variable x representa el vector de estados, A, B y C son las matrices de estado del

proceso. La prediccion de la salida viene dada por:

y(t+ k|t) = CR(t + k|t) =C

k
Akx(t) + Z ATBu(t + k — i|t)] (2-65)
i=1

Esta representacion tiene como ventaja la posibilidad de extension al caso multivariable,
asi como la de analizar la representacion interna. Su principal desventaja es la necesidad de

usar un observador de estados en algunos casos.

2.1.2.5.3 Prediccién de las salidas del proceso.

La prediccion de la salida es la suma de dos sefiales: la respuesta libre y la respuesta
forzada.

Respuesta libre.

Esta respuesta depende de las acciones pasadas de control, y representa la futura evolucién
del proceso si la entrada aplicada en el intervalo de muestreo anterior permanece constante.

Las entradas futuras se pueden expresar como la entrada en el instante k — 1:
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Prediccion de la respuesta libre

p————— _/"'
k
] 1 ] 1 S
1 1 T 1 o
k-1 k k+1 k+2 k+n
u(libre)
Pasado Futuro

Figura 4. Respuesta libre. Se tiene que ulibre(k —j) =u(k —j) para j =0,1,2,...;
mientras ulibre(k + j) = u(k — 1) paraj = 0,1,2, ...

Respuesta forzada.

Esta tiene dependencia de los movimientos de control futuros (valores desconocidos) y

mide la evolucidn del proceso debido a dichos movimientos.

Prediccion de la respuesta fozada

k-1 k k+1 k+2 k+n

u(forzada)

Pasado Futuro

Figura 5. Respuesta forzada. Se tiene wuforzada(k—j)=0 para j=0,1,2,..;

uforzada(k +j) =u(k +j) —u(k—1)paraj =0,1,2, ...
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En la Figura 6 se puede ver la prediccion de la salida del proceso, la cual corresponde a la

suma de la respuesta libre y forzada.

Salida predicha (libre + forzada)

k

e

k-1 k k+1 k+2 k+n
u(libre)
_|— -+
u(forzada)
Pasado Futuro

Figura 6. Prediccion de la salida. Es importante contar con un buen modelo matematico del

proceso para que la salida predicha ofrezca menor desfase con respecto a la salida medida.

2.1.2.5.4 Trayectoria de referencia.

En la estrategia de control predictivo la trayectoria de referencia R (k + i) permite definir
la forma en la que se desea llevar la variable controlada del proceso o sistema, desde una
posicion y (k) hasta una posicion deseada r(k + i).

Esta trayectoria puede ser aproximada a primer orden o bien sea, puede ser constante en
todo instante de tiempo tomando directamente el valor de r(k + i):

R(k) = y(k)

R(k+i)=pR(k+i—1)+ 1 —p)R(k+i)parai=1,2,...

(2-66)
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p (varia entre 0 y 1) es un pardmetro que determina la aproximacion de R(k +i). En la
Figura 7 se puede observar que para valores grandes de p se consigue una transicion suave
(R2(k + i)), mientras que para valores pequefios se torna mas brusca (R1(k + 1)).

En los CPBM el sistema es capaz de reaccionar antes de que algin cambio ocurra, esto se
debe al conocimiento de los valores futuros de la referencia, esto se considera como una

ventaja de esta estrategia.

r(k+i)

R1(k+i, p1) R2(k+i, p2)

k
y(k) p1< p2

Futuro

Figura 7. Trayectoria de referencia. Esta trayectoria suele ser constante; asi mismo, se puede
incluir un vector de trayectorias con cambios de referencia a lo largo del proceso en caso de

Ser necesario.

2.1.2.5.5 Funcion de coste.
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Esta funcion tiene como proposito obtener la ley de control a partir de su minimizacion.
La mayoria de los CPBM emplean distintos tipos de funciones de coste, siendo la siguiente

expresion la mas extendida:

Np

Jo, No, NG = > @) [RCe + ) = y e + JIOT?
J=Ng

(2-67)

+ Z A0) [Aulk + j — 1)]2
j=1

Se observa que la funcion de coste u objetivo, es una expresién cuadratica formada por la
suma de dos componentes:

e La primera componente esté relacionada con el error de prediccion, el cual resulta de la
resta entre la trayectoria de referencia y las predicciones de la salida. Np es el horizonte
de prediccion (instantes de muestreo) y N, determina a partir de qué instante se desea que
la salida y la referencia sean iguales.

e Lacomponente dos, esta asociada a los incrementos futuros Au(k + j — 1) en las acciones
de control. Tales incrementos se realizan a lo largo de un horizonte de control N,
(instantes de muestreo) en donde a partir de dicho horizonte, éstos seran nulos
(Au(k +j—1) = 0j > N,); es decir que la accion de control permanece constante una
vez superado el instante (k + N¢).

Los coeficientes a(j) y A(j), corresponden a los valores de penalizacion del error de
prediccion y el esfuerzo de control respectivamente. Generalmente estos coeficientes son
constantes o tienen un comportamiento exponencial B(j) = 8V~/. Para 0 < § <1 se

castigara fuertemente los errores mas lejanos al instante k, obteniendo asi un control mas
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suave y esfuerzos de control menores. Si § > 1 se penalizan fuertemente los errores al inicio

y consecuentemente el control es mas brusco.

2.1.2.5.6 Ley de control.

Mediante un proceso de optimizacion es calculada la secuencia de los movimientos
futuros. En éste se minimiza la funcion de coste y pueden ser incorporadas restricciones.
Estas suelen estar relacionadas con limitaciones fisicas del proceso o sistema (velocidad de
apertura de una valvula, maxima temperatura de un horno, velocidad de llenado en un tanque,
etc.), por cuestiones de seguridad y economia principalmente. Las mas comunes son las de
un intervalo de operacion (minimo y maximo) para las variables del proceso y de velocidades
de cambio en las variables controladas.

En caso de la no existencia de restricciones, la solucidn se obtiene analiticamente, y en

caso contrario la optimizacidn se realiza por medio de técnicas iterativas.

2.1.2.5.7 Ventajas y desventajas.
El CPBM presenta las siguientes ventajas:
¢ No maneja céalculos complejos, su sintonizacion es sencilla y los conceptos son intuitivos.
e Tiene aplicacion en una amplia gama de procesos industriales con dinamicas complejas
como acoplamientos entre variables, retardos de transporte, inestabilidad o incluso
restricciones en las variables.

e Facilidad de extension del caso SISO al caso MIMO.
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e Permite la inclusion de restricciones al problema de control.

e Uso préctico en procesos en los cuales las referencias futuras son conocidas, como por
ejemplo la robotica.

¢ Robustez ante errores de modelado y presencia de perturbaciones no medibles.
Algunos inconvenientes son:

e Presenta un gasto computacional elevado debido a la cantidad de operaciones que realiza.

e Requiere de ingenieria adicional para obtener un buen modelo del sistema o proceso.

2.1.2.5.8 Manejo de restricciones.

Una de las principales ventajas de estos controladores es el manejo de las restricciones, es
bien sabido que en la realidad las sefiales poseen un rango limitado, por tanto cada proceso
esta sometido a restricciones. Los actuadores tienen un rango limitado de operacion, como
ocurre con las valvulas de control que estan limitadas por la posicion de cierre o apertura
total. Por razones fisicas o de seguridad las variables del proceso estan igualmente limitadas,
tal es el caso, de los niveles en tanques, caudales en tuberias o la presion en depdsitos. En
muchos casos, es previsible que el proceso se salga de su punto de operacion debido a las
perturbaciones; puesto que, este punto de la planta es elegido para satisfacer objetivos
economicos que suelen estar situados dentro de los limites de operacion del proceso [18],
[19].

Entre las restricciones mas comunes estan:

e Limitaciones en la velocidad de variacion de la accién de control:

Aupin < Au < AUy,
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e Limitaciones en las magnitudes maximas y minimas de la accién de control:
Unin S U < Umax
e Limitaciones en las magnitudes maximas y minimas permitidas para las salidas:
Yoin < Yp < Yoax
Su incorporacion en el modelo de prediccion exige una reformulacion del problema de

optimizacion.

2.1.2.6 Control predictivo en espacio de estados.

El control predictivo también puede ser formulado en la representacion de espacios de
estados, también llamada descripcion interna. Los principales resultados tedricos de
estabilidad provienen de esta representacion, ademds, puede ser usado para casos
monovariabes, multivariables y en sistemas no lineales.

La dinamica del proceso se puede representar con (2-64), o bien con la siguiente
configuracién:

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) (2-68)

En (2-68) se puede observar la representacion de la ecuacion de estado en tiempo discreto,
en donde el vector de estado actual x(t + 1) depende del vector de estado anterior x(t).

y(t) = Cx(t) (2-69)

Para el caso monovariable y(t) y u(t) son escalares, x(t) es el vector de estados. En el

caso multivariable el vector de entradas u es de dimension m, mientras que el vector de

salidas y es de dimension n. Si es empleado el modelo de espacio de estados de la ecuacion
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(2-68) y (2-69), las predicciones son calculadas de una forma ligeramente distinta [20]. Sea
cual sea el modelo utilizado, la ley de control es una realimentacién del vector de estado.

Para el disefio del control predictivo es necesario usar un modelo incremental,
considerando que la entrada seré el incremento de esta Au(t) en lugar de u(t). De modo que
con esta modificacion y teniendo en cuenta que Au(t) = u(t) - u(t — 1) se obtiene la
siguiente formulacion:

[x(t+1) =[ﬁ B [ x(t) B] Au(t) (2-70)

u(t) u(t — 1)]
(2-70) muestra como se forma el modelo incremental en espacio de estados necesario para
el disefio del controlador predictivo, seguidamente se muestra la construccion de la ecuacion

de salida incremental.

y(@)=[C 0] [ X(f)l)] (2-71)

u(t
De modo que el nuevo vector de estados queda definido como x(¢t) = [x(t) u(t — 1)]7,
por tanto el modelo incremental se puede expresar de la siguiente manera:
X(t+ 1) = Mx(t) + NAu(t) (2-72)
(2-72) representa la ecuacion de estados incremental del control predictivo en espacio de
estados vy, la salida se muestra a continuacion:
y(t) = Qx(t) (2-73)
Donde (M, N, Q) y (A, B, C) se pueden derivar de (2-68), (2-69), (2-72) y (2-73).
Para minimizar la funcion objetivo hay que calcular las salidas a lo largo de un horizonte
de prediccion. En el modelo incremental, éstas se obtienen usando (2-72) y (2-73)

recursivamente, dando sitio a;
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j-1
y(t +)) = QMIR(t) + Z QM/~IN Au(t + i) (2-74)
i=0
Notese que es necesario conocer el vector de estados x(t) para realizar las predicciones.
Si el vector de estados x(t) no es accesible se debera incluir un observador de estados, el
cual calcula la estimacion por medio de la siguiente ecuacion:
R(t[t) = R(¢|t = 1) + K(ym () — y(t]t — 1)) (2-75)
Donde y,, (t) es la salida medida.

Las predicciones a lo largo del horizonte estan dadas por (2-74), o bien como se indica

enseguida:
QMX(t) + QNAu(t)
1
[Y(E+1]D)] QM2(t) + Z QM iNAu(t + i)
| ye+2t) | i=0
y=1" T : (276)
ly(t + Np|t)J Np—1 .
QMMPR(t) + QMYNP~1=INAu(t + i)
| i=0 i

Se tiene que Np es el horizonte de prediccion y N, el horizonte de control. Se puede
expresar (2-76) de forma vectorial como:

y = FX(t) + Hu (2-77)

Donde u = [Au(t) Au(t + 1) ... Au(t + N, — 1)]7 es el vector de incrementos de control

futuros, H es una matriz triangular inferior por blogues cuyos elementos no nulos vienen

dados por H;; = QM'~/N y F es una matriz dada por:

(2-78)
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La expresion (2-77) estd compuesta por dos términos: el primero de ellos (respuesta libre)
tiene dependencia del estado actual y por tanto se conoce en el instante t; mientras que, el
segundo (respuesta forzada) tiene dependencia de las acciones de control futuras, las cuales

son las variables de decision que deben ser calculadas.

2.1.2.6.1 Trayectoria de referencia.
La trayectoria de referencia puede tomar valores constantes 0 como se muestra en (2-66),
su vector final sera de N, coeficientes
[ R(k+1) ]

| R(k +2) |
R—| R(k +3) | (2-79)
et

La ecuacidn (2-79) es el vector de referencia.

2.1.2.6.2 Funcién de coste.

Para obtener la funcion de coste, se calcula inicialmente el error de prediccion E,, el cual
se halla restando la trayectoria de referencia con las salidas predichas del sistema [18].
[ Ep(k +1]k) [ R(k + 1) ] [ Yp(k + 1K) q

E,(k + 2[k) R(k +2) Vp(k + 2|k)
E,(k+3lk) |=| R(k+3) |—| yp(k +3lk)

(2-80)

lE (k+NP|k)J [R(k+Np) [yp(k+NP|k)
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QMS(t) + QNAwu(t)

1
QM2&(t) + » QM ‘NAu(t + i)
2

[ Ep(k+1lK) ] [R(k+1)
Ep(k +2|k) [R(k+2)] L
E,(k +3]k) |= | R(k +3) |— QM3R(t) + Z QM2 INAu(t + i)
: : i=0
E,(k + NP|k)J LRk + Np)] :
Np—1
QMMNrR(t) + QMYP~1=INAu(t + i)
B i=0 i

Se expresa la funcion de coste (2-67) en forma matricial, tomando los valores conocidos
de (2-80) como D
D=R-L
ming, ] = miny,[E," «E, + AuTAAu] (2-81)
ming, J = ming, [(D — HAu)T a(D — HAu) + Au’2AAu]
Las matrices a y A contienen los coeficientes que ponderan los errores de prediccion y el

esfuerzo de control respectivamente.

a; 0 .. 0 [Al 0o .. O]
0 a, .. O [0 2, .. 0]

a=: - o A= -« 0
0 0 0 ay, 0 0 0 Ay,

Las matrices de (2-82) son importantes para evitar problemas de invertibilidad en la

(2-82)

funcién objetivo.

2.1.2.6.3 Ley de control.

Si no existen restricciones, la solucion analitica que proporciona el 6ptimo es:
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u=(H"H + AD)"THT (R — F&(t)) (2-83)

Solo se envia el primer elemento de la secuencia Au(t), esto se debe a que es una
estrategia de control deslizante, seguidamente se vuelven a repetir los célculos en el siguiente
periodo de muestreo. Notese la necesidad de conocer los estados, puesto que la ley de control
depende de %(t). Se puede observar que cuando los horizontes de prediccion y control
tienden a infinito, y ademas no existen restricciones, este controlador se convierte en el
conocido problema LQR [17]. La secuencia de control Optima se genera por una
realimentacion de estados lineal, mientras que la matriz de ganancias se calcula resolviendo

una ecuacion de Riccati.

2.1.2.6.4 Manejo de restricciones.

Esta es una de las principales ventajas del control predictivo, pues a diferencia de otros
controladores, es posible tenerlas en cuenta cuando se disefia el controlador.

Programacién cuadratica.

Es uno de los métodos mas usados para dar solucion a la ecuacion de coste (2-81) del
CPBM, la cual esta sujeta a restricciones. Su uso, hace necesario modificar dicha ecuacién

para expresarla como exige esta programacion [18], [19].
Lo T 2-84
.]QP = Ex HQPX+ CQP X ( - )
Donde (2-84) esta sujeto a las restricciones Ax < B, por tanto:
Lt T 2-85
Jop = 5 Au"HopAu + Cop' Au (2-85)

Sujeto (2-85) a AAu < B; de acuerdo a (2-81), se tiene:
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J = (D —HAu)” a(D — HAu) + Au”AAu
J = (D —Au"HT) a(D — HAu) + Au”AAu
J =DTaD — DTaHAu — Au"HTaD + Au”H” aHAu + Au”2Au

J =Au"(H"aH + A)Au — 2DT aHAu + D" aD
. (2-86)
]QP = 5]

1 1
Jop = EAuT(HT(xH +A)Au — D" aHAu + EDTaD

1
Jop = EAuT(HT()(H + 2)Au — D" aHAu + cte

Se prescinde de %DTaD puesto que no influye en el éptimo; debido a que no depende de

Au, obteniendo asi:
1
Jop = EAuT(HTaH + A)Au — D" aHAu (2-87)

Donde
HQP = HTO(H + A
(2-88)
Cop’ = —D"aH
En (2-87) se aprecia que es igual a la expresion (2-85). La matriz Hqp €s constante
mientras que CQPT varia en cada iteracion. Las ecuaciones ] y Jop de (2-86) tienen el mismo
minimo y Hessiano, esto quiere decir que el problema es de optimizacién convexa, lo cual
garantiza un minimo global Unico; por ende, el algoritmo converge siempre y cuando exista

solucion Au que satisfaga las restricciones.

La desigualdad a la cual esta sujeta (2-85), se forma a partir de seis submatrices
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Aq B4
AAu <B =|A;|Au < By (2-89)
Aj B3

Restricciones duras.

Estas restricciones estan asociadas a las variables manipuladas del sistema puesto que
siempre deben cumplirse y, ocasionalmente se incluyen en las variables controladas por
motivos de seguridad.

e Restricciones para los incrementos en la accion de control.

Para que hayan restricciones en la velocidad del cambio de la accion de control para todo
horizonte de control N, se debe cumplir [18], [19]:

Ay < Au < Auppan (2-90)

(2-90) se puede reescribir como:

Au < Az
(2-91)
—Au < —Aumm
Donde
Au(klk)
Au Au(k + 1lk) (2-92)

Au(k + NC —1]k)
Teniendo en cuenta (2-91) y (2-92), las desigualdades pueden expresarme en forma
matricial llegando a una expresion en términos de las matrices A; y B; de (2-89).
AiAu < By (2-93)
Donde (2-93) corresponde a la desigualdad de las restricciones en los incrementos de la

accion de control:
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[ Auvméxl i

Auvméxz

(2-94)

_Auminl

Au(k|k) :
[ I ] I Au(k +1lk) | _ Amaxn,
—I :
Au(k + N — 1]k) —AUiing

__AuminNC_
Donde I es una matriz identidad de dimensiones N X N, y corresponde al término Ay;

mientras que B, equivale al vector de incrementos.

e Restricciones de la magnitud en la accion de control.
Si se incluyen restricciones en las acciones de control futuras u, se debe cumplir que:
Umin S U S Upax (2'95)
La desigualdad (2-95) también se puede expresar de la forma:
U < Umax

(2-96)
—U = —Upin
Las acciones de control futuras u para un horizonte de control N., dependen de los

incrementos futuros Au y de la entrada aplicada en el instante anterior u(k — 1).

u(k|k)
u(k + 1lk)
u(k + N — 1|k)

(2-97)

Au(k|k) u(k—1)

_ Au(k + 1|k) + Au(k|k) + u(k—1)

Au(k + N; — 1|k) + -+ + Au(k|k) u(k—1)

Llevando (2-97) a la forma de las inecuaciones (2-96).
Au(k|k) u(k—1) Umax1
— Uma

Au(k + 1|k:) + Au(k|k) + u(k: 1) < | ¥m x2 (2-98)

Mu(k + No — 1K) + -+ du(kll)l  lute = D] [wmaxne
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Au(klk) u(k - 1) Umini
Au(k + 1|k) + Au(k|k) ‘ Iu(k - 1)‘ l Umin2

Au(k + N; — 1|k) + -+ + Au(k|k) u(k —1) ummNc
Las desigualdades (2-98) se pueden expresar en forma matricial, obteniendo una expresion

en términos de las matrices A, y B, de (2-89):

F Umax1 7 r 1
Umax2 1
Au(k|k) ’ :
I Au(k + 1|k) UmaxNe _ _ 1 i
[_IL] : < Ui u(k—1) 1 (2-99)
Au(k + N; — 1|k) _ur.m’nz -1
-_umanc- ——1—

Donde la matriz I, es una matriz triangular inferior de unos y ceros con dimensiones N X

N,.
1 0 0

e (2-100)
1 1 1

e Restricciones de magnitud para la salida predicha.
Teniendo en cuenta (2-76) y (2-77), las predicciones a lo largo de dicho horizonte no
pueden infringir los limites dados por las restricciones.
Ymin < Yp < Yméx (2-101)
La anterior desigualdad se puede reescribir como:
Ymin < FR(t) + HAU < y,4y
L = FX(t)
(2-102)
HAu < y,5 — L



CONTROL PREDICTIVO EN ESPACIO DE ESTADOS 61

Las desigualdades (2-102) se pueden expresar matricialmente en términos de las matrices

A3y Bj:

- Ymax1 1 [ —L(k+1|k) 1

Ymax2 —L(k + 2]k)

Au(k|k) 5 :
H Au(k + 1]k) Ymaxne | |—L(k + Np|k) ]
[l : <| =Ymima || LGk +11K) (2-103)

Au(k + N — 1|k) ~Ymin2 L(k + 2|k)

L=Yminned | L(k + Np|k) |

e Restricciones totales.
Con las matrices generadas de A4, A,, A3, B4, B, B3 se construye la expresion general
para las matrices del algoritmo QP (2-89), dando lugar a la siguiente expresion:

Auméxl
Auméxz

Aumz’ch c
- Aumin 1
- Auminz

_AuminNc
Umax1 — u(k - 1)
o Umax2 — u(k - 1)

- Mu(k|k) =

I, Au(k +1lk) | _| Umaxne —u(k—1) (2-104)

-1, : - —Uming + u(k — 1)
H |[lAu(k + N; — 1|k) —Uminz T ulk — 1)
—H :

~UminN¢ + u(k - 1)
VYmax1 — L(k + 1|k)
VYmax2 — L(k + Zlk)

YmaxN¢e — L(k + NPlk)
—Ymin1 + L(k + 1|k)
—Ymin2 + L(k + Zlk)

| —YminN¢ + L(k + NPlk)_
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En donde; Au es de dimensiones N X 1, A es de dimensiones (4N + 2Np) X N la cual
es constante en cada iteracién, B es de dimensiones (4N. + 2Np) X 1, donde B; es

constante, B, y Bz cambian en cada iteracion.

2.1.2.7 Control mediante légica difusa.

En 1965, el profesor de matematica Lotfi Zadeh de la Universidad de California Berkeley
propuso la l6gica difusa en un documento titulado “Fuzzy Sets” en la revista Information and
Control [21]. Esta ldgica se describe como un sistema interpretativo, en el cual las variables
o0 elementos se relacionan con conjuntos de fronteras no nitidamente definidas, otorgando asi
un grado de pertenencia y no estricta como lo acostumbra la légica tradicional. Podria decirse
que existe una interpolacion entre una frontera y otra, permitiendo tener en cuenta elementos
que presentan un estado ambiguo como por ejemplo: la velocidad es muy alta, la temperatura
es mas 0 menos alta, el vaso estd medio lleno, la altura es muy baja, el motor gira lento; estas

expresiones no tendrian cavidad en la ldgica clasica.

2.1.2.7.1 Conjunto difuso.

Un conjunto difuso es una clasificacion de variables, elementos, objetos o situaciones con
un grado de membresia continuo. En cada conjunto debe existir una funcion caracteristica,
que generalmente se conoce como funcion de membresia; la cual, asigna un grado de

membresia a cada elemento en un rango de cero a uno.
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2.1.2.7.2 Funcién de membresia.

Estas funciones constituyen un método usado para la representacion de los conjuntos
difusos, de tal modo que se le asigna un grado de pertenencia a cada punto en el espacio en
dicho conjunto. De tal modo p4(x) es el grado de membresia de x en A, y esta limitado entre
0y 1, siendo 0 el limite méas bajo y 1 el mas alto.

Las funciones de membresia se pueden clasificar con una forma geométrica, siendo las

mas usadas la triangular, trapezoidal, gaussiana y sigmoidal [22].

2.1.2.7.3 Regla base.

El conocimiento humano es representado mediante una estructura de programacién como
loesel IF - THEN, este tipo de estructura tiene declaraciones condicionadas como se muestra
a continuacion:

IF < premisa > THEN < conclusiéon >

La primera proposicion es llamada también antecedente, mientras que la segunda es
Ilamada consecuente o conclusion. La premisa o antecedente puede contener una
combinacion de proposiciones mediante operadores 16gicos AND - OR, incluyendo también

la posibilidad de tener proposiciones difusas negadas.

2.1.2.7.4 Variable linguistica.
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Si una variable puede adoptar un formalismo en lenguaje natural como sus valores, se dice
que es una variable linglistica, donde las palabras se clasifican en conjuntos difusos a lo
largo de un universo de discurso en el cual esta definida la variable.

Cuando se estan usando sensores para medir variables, estas entregan un valor numérico
para expresar la magnitud; mientras que cuando se pregunta a una persona experta sobre la
variable, ésta expresa su valor en palabras. Es alli donde el término de variable linguistica
toma relevancia, pues una variable numérica se puede expresar en lenguaje natural.

Una variable lingiistica estd compuesta por una quintupla

(X, T(X),U,G,M)

Donde

e X esel nombre de la variable.

e T(X) es el conjunto de términos linguisticos; es decir, las etiquetas lingtisticas.

e U es el universo de discurso.

e ( es unagramatica libre de contexto mediante la que se generan términos en T'(X).

e M es una regla semantica que asigna a cada valor linglistico de X su significado M (X).

Por ejemplo, en un motor eléctrico muchas veces se desea controlar la velocidad, por tanto
ésta sera la variable x, la cual puede tomar valores desde cero hasta la velocidad méaxima
(V) que puede alcanzar el motor por su construccién. Se pueden definir varios conjuntos
difusos, pero generalmente se tienen tres: lenta, media y rapidas; en el rango ya definido
[0,V,,]. De manera que, X es la velocidad del motor eléctrico, T corresponde a lenta, media
y rapida, U es el intervalo [0,V,,] y M relaciona lenta, media y rapida con las funciones de

pertenencia definidas mediante una regla semantica.
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2.1.3 Sistemas subactuados.

La actuacion directa e indirecta son dos conceptos que se adquieren en el estudio de
mecanismos. La primera consta del movimiento de elementos por accion de un actuador,
mientras que la segunda consiste en la accion de movimiento transmitida por otro elemento
interconectado. Tales movimientos se conocen como grados de libertad, de manera que los
sistemas mecéanicos o mecanismos se pueden clasificar dependiendo del nimero de grados
de libertad y de la cantidad de actuadores. Los sistemas mecanicos completamente actuados
son aquellos que tienen la misma cantidad de grados de libertad y actuadores. Los sistemas
mecénicos subactuados son aquellos que poseen menos actuadores que grados de libertad.
Es importante resaltar las ventajas de los sistemas subactuados, puesto que si no tuvieran
ventajas respecto a los sistemas mecénicos completamente actuados no tendria sentido su
desarrollo, las principales ventajas presentes en los sistemas subactuados son: el ahorro de
energia y los esfuerzos de control. Sin embargo, se pretende que estos sistemas realicen las
mismas funciones de sistemas completamente actuados sin las desventajas de los mismos

[23], [24], [25].

2.1.3.1 Péndulo invertido rotacional.

A continuacion, se muestra una imagen del péndulo con sus componentes:
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Péndulo

Encoder

Motor

Figura 8. Péndulo de Furuta y sus componentes.

En la Figura 8 se puede ver que el péndulo invertido rotacional es un sistema mecanico
subactuado; es decir, que consta de mas GDL que actuadores, pues este mecanismo consta
de dos GDL rotacionales y un actuador. Esta constituido de tres elementos principales como
se observa en la Figura 8: un motor, un brazo rotacional y un péndulo. El eje del motor esta
conectado a un extremo del brazo rotacional haciendo que este gire completamente en un
plano horizontal, al otro extremo del brazo se tiene conectado el péndulo que gira libremente
360° en un plano vertical [26]; el encoder no se considera esencial para este dispositivo, pues
gracias a la ingenieria de control, se pueden realizar estimaciones de variables que no son
medibles con instrumentos o ante ausencia de sensores; aungue, resulta ser mas fiable la
implementacidn de un encoder rotatorio que usar un observador. La Unica entrada presente
en el péndulo de Furuta es arrojada por el motor; mientras que sus salidas, son variables
angulares de los dos GDL, especificamente posicién y velocidad. A pesar de ser una planta

netamente académica, este sistema se ha convertido en un punto de referencia para el analisis,
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investigacion e implementacion de estrategias de control clasico, moderno, no lineal y
avanzado, al igual se usa con propositos didacticos para la ensefianza de teorias de control,
modelado e identificacion de sistemas fisicos. Para la obtencion de su modelo matematico se
usa la mecénica clésica, ecuaciones de Euler-Lagrange, Newton iterado o grafos de Bond,
entre otros. Ademas, se usan redes neuronales y métodos de identificacion de sistemas para
obtener modelos reales.

Algunas aplicaciones industriales [27] que presentan el comportamiento e inconvenientes
mencionados anteriormente, se encuentran en campos como: la robética, equilibrio de robots,
robots bipedos [28], brazos roboticos; aeroespacial, posicionamiento de cohetes;
telecomunicaciones, posicionamiento satelital; transporte, Segway [29], [30], estabilidad de
barcos y submarinos, iBot [31], Self-balancing unicycle; construccion, puente gruas; y

monitoreo en campo, drones.

2.2 Estado del Arte

En el afio 1996, Astrdm y Furuta [32] estudiaron y desarrollaron un control para el
levantamiento de un péndulo invertido rotacional; este control se basa en la energia requerida
para llevar al péndulo desde su posicion de equilibrio estable, hasta su punto de operacion
inestable, la ley de control se basa en la relacion que existe entre la aceleracion maxima del
pivote y la gravedad. En el afio 2002, Ling, Falugi, Maciejowski y Chisci [33] disefiaron un
controlador predictivo robusto para la regulacion de la posicion del péndulo en su punto de
equilibrio inestable ademas, usan un controlador de energia para el balanceo del péndulo. En

el 2007 fue presentado por Xiao, Su y Chu [34] un trabajo donde se introdujo una estrategia
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de control predictivo en el control por modos deslizantes conocida como SMPM (Sliding
Mode Predictive Model). Alli se toma en cuenta un sistema de incertidumbres acopladas no
lineales en tiempo discreto, se realiza una realimentacion y correccion del SMPM; se
concluye una gran robustez en la estabilidad al analizar el sistema en lazo cerrado. En el
2010, Askari, Mohamed, Moghavvemi y Yang [35] implementaron un controlador predictivo
en un dispositivo de la empresa QUANSER ademas, se estudio el efecto de la perturbacion
de entrada; el problema de optimizacion se resolvié en linea utilizando el enfoque de
programacion cuadrtica en una plataforma de hardware de PC. En el mismo afio, Almurib,
Askari y Moghavvemi [36] implementaron un controlador predictivo con restricciones duras
que calcula la ley de control éptima mediante la solucion de programas multi-paramétricos
cuadréticos. En el afio 2012, Kenneth, Hashem, Sergey y compafiia [37] exponen un control
por cascada de modos deslizantes 6ptimo, para la estabilizacion de un sistema sub actuado
tipo péndulo invertido rotacional. Fue utilizada una estructura de control predictivo en tiempo
discreto para optimizar, obtener los parametros y especificar las superficies que logren el
objetivo de desempefio; los pardmetros de la superficie cuentan con restricciones fisicas
como la saturacion del sistema ademas, se demuestra la estabilidad nominal y robustez del
control. En 2013, Seman, Rohal’-1Ikiv, Juhés y Salaj [38] implementaron en un prototipo real
dos estrategias de levantamiento del péndulo; la primera consiste en la conocida técnica de
control de energia; mientras que la segunda, consiste en el estudio de una funcién
exponencial; en afadidura, propusieron un controlador predictivo basado en una ley de
control optima con perturbacion, que es un controlador LQ con correcciones de la sefial de
control cuando se superan las restricciones. En el afio 2016, Gonzélez, Lusson y Bausa [39]

presentaron tres alternativas al control global de un péndulo de Furuta, alli resaltan el
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levantamiento del péndulo con un control Fuzzy y la estabilidad del mismo con un

controlador predictivo como la combinacion con mejor desempefio.

3. Metodologia Experimental

3.1 Método

El proyecto consta de cinco etapas fundamentales, en las cuales el cumplimiento de cada
una garantiza la terminacion de un objetivo especifico, y la finalizacion de todas en conjunto
representan el cumplimiento del objetivo general del trabajo. A continuacion, se muestra una

figura que muestra el ciclo que componen las etapas.

Documentacion

i

v .

“ -

Modelado
0 \—
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Figura 9. Metodologia.

Documentacion: Esta etapa marca el inicio y fin del proyecto. Inicialmente, consiste en
buscar referencias de calidad en bases de datos, libros y tesis de grados. Para la seleccién de
los proyectos de grado se tiene primordialmente en cuenta las universidades con idioma
espafol, dando prioridad a las de nivel nacional de modo que se realimente el estado del arte
sobre este tema de investigacion en Colombia. Ademaés, se cuenta principalmente con
documentos de los altimos cinco afos, sin discriminar trabajos realizados en afios previos.
La fase final de la documentacion consiste en la redaccion del presente documento en donde
se podra encontrar todo lo realizado para la culminacion del proyecto.

Disefio: En esta fase se define un disefio basico de la estructura mecénica del péndulo
invertido rotacional. Para la seleccion de las dimensiones y el material de cada eslabon, se
realiz6 una revision bibliografica de proyectos similares [40], [41], [42], [43], [44]; con el
fin de saber los limites de medidas y materiales mas usados en este tipo de dispositivo.
Posteriormente, se define el software de disefio asistido por computadora mas apropiado,
siendo SOLIDWORKS el mas indicado por cuestiones de accesibilidad y las ventajas que
ofrece para enlazarse con MATLAB.

Modelado: La teoria seleccionada para realizar el modelado dinamico del sistema es la
mecénica clasica Lagrangiana, por sus ventajas de formalismo escalar y facilidad para
trabajar con mecanismos que presentan rotaciones en su naturaleza. El péndulo de Furuta
tiene dos GDL rotacionales, de modo que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
permiten obtener un modelo matematico de forma sencilla con respecto a la mecanica clasica
Newtoniana.

Simulacion: La simulacion del sistema es una etapa fundamental para el desarrollo del

proyecto, pues aqui se valida el modelo tedrico obtenido en la etapa anterior. El software
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utilizado es MATLAB, pues se cuenta con facil acceso a él por parte de la universidad,
ademaés de ser un software especializado para simulaciones matematicas. Se hizo uso del
entorno Simulink para desarrollar y simular las ecuaciones de movimiento y, posteriormente
se importd el disefio realizado en SOLIDWORKS al entorno SimMechanics de MATLAB,
siendo una ventaja el uso de esta extension, pues a diferencia de [45], [46], [47], se ahorra el
tiempo destinado para el desarrollo de una plataforma 3D, lo que reduce tiempo de desarrollo
del proyecto. Luego de contar con ambos modelos en MATLAB, se realizaron simulaciones
de estos y, se realizaron pruebas en donde se pudo comparar el comportamiento de los dos
modelos obtenidos.

Control: Al formular el proyecto se tenia claro el uso de un controlador predictivo para
estabilizar el péndulo en su posicion invertida. Pero, en la teoria existen muchos tipos, de
modo que fue necesario seleccionar uno que se adaptara a la planta con la que se trabaja.
Entre los méas destacados estan el DMC y GPC, para este caso se seleccion6 un control
predictivo en espacio de estados puesto que esta formulacién permite controlar sistemas
inestables, a diferencia del DMC. EI CPBMEE tiene entre sus ventajas la facilidad de

adaptarse a un controlador multivariable.

3.2 Desarrollo de Etapas
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3.2.1 Disefio.

Partiendo de las referencias mostradas en la seccion anterior en el inciso Disefio, se definio
una tabla en donde se muestran las principales variables del prototipo con su respectivo
simbolo, valor y unidad.

Tabla 1. Principales variables del sistema

Variable Simbolo Valor Unidad

Masa del brazo m 0.40607 kg

Masa del péndulo my 0.27187 kg

Longitud del brazo Ly 0.176 m

Longitud del péndulo Ly 0.275 m

Ubicacion del centro de masa del péndulo o 0.1259 m
Momento de inercia del brazo I, 0.006259171  kg.m?
Momento de inercia del péndulo I 0.001699948  kg.m?

Después de definir las dimensiones y material del sistema; se procedio a realizar su disefio
en el software SOLIDWORKS, el cual proporciona la masa y momento de inercia de cada
eslabon. De ahi que, es importante tener muy presente el plano en el cual se disefia cada
elemento del péndulo de Furuta, de manera que sea facil la seleccion de la componente del
tensor de inercia proporcionado por el software necesaria para los calculos matematicos de

cada GDL.
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das del brazo

] i ferna de coordenadas del pendulo

bnadas de la base

Figura 10. Péndulo de Furuta con sistemas de coordenadas locales.
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En la Figura 8 se ilustra cuél es el brazo, el péndulo, la ubicacién del motor y encoder. En

la Figura 10 se muestran los sistemas de referencia de cada componente del péndulo de

Furuta. De lo anterior, se pudo seleccionar el momento de inercia de cada eslabon de acuerdo

a sus ejes locales. Por criterio, el momento de inercia para el brazo se tomd con respecto a su

eje de rotacion y para el péndulo con respecto a su centro de masa [26]. De ahi, para el primer

eslabon se eligio 1,,, del tensor de inercia del brazo y, para el péndulo se selecciond L, del

tensor de inercia del eslabdn dos.

3.2.2 Modelado.
Para el modelado dindmico se parte de la siguiente tabla.

Tabla 2. Variables criticas del sistema
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Variable Simbolo
Posicion angular del brazo 0o
Posicion angular del péndulo 0,
Velocidad angular del brazo 6,
Velocidad angular del péndulo 0,
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Unidad
rad
rad

rad/s

rad/s

En la Tabla 2 se pueden apreciar las variables criticas del péndulo de Furuta.

3.2.2.1 Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.

A continuacion, se muestra el péndulo invertido rotacional que fue modelado.

Figura 11. Péndulo de Furuta.

Con base en la Figura 11 se calcularon los siguientes parametros del sistema.
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3.2.2.1.1 Energia cinética.
La energia cinética se compone de una componente traslacional y otra rotacional como se

indica a continuacion:

1 1
K = Emv2 + Ela)2 (3-1)

Donde K es la energia cinética, m la masa del cuerpo, v la velocidad lineal, I el momento
de inercia y w la velocidad angular; en este caso hay dos cuerpos, el brazo y el péndulo. La

energia cinética del brazo es:

1 .
Ko == 510902 (3-2)

Notese en (3-2), que el brazo Gnicamente tiene la componente rotacional, puesto que éste
solo gira en torno a su eje de rotacion y no existe ningun tipo de traslacion del centro de

masa. La energia cinética del péndulo estd compuesta por ambas componentes:

1 1 .
Kl = Eml"lz + 511912 (3-3)

Por tanto, la energia cinética total del sistema es la suma de K, y K; que corresponden al

brazo y péndulo respectivamente:

1 . 2 1 1 . 2
KT = 51090 +Em1V12 +51191 (3-4)
La ecuacion (3-4) representa la energia cinética del péndulo invertido rotacional; se puede

apreciar que ésta se compone de dos componentes rotacionales y una traslacional.

3.2.2.1.2 Energia potencial.
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Este sistema sélo almacena energia potencial gravitacional en el péndulo, por lo tanto
U=mgh (3-5)
El brazo tiene en su naturaleza un movimiento de rotacion en un plano horizontal, de
manera que no posee cambio de altura en su centro de masa. De modo que la energia potencial
de éste es prescindida debido a su cambio nulo en el tiempo. Con todo y lo anterior, la energia
potencial total del péndulo es:
Ur =mygli(cosf; — 1) (3-6)

Donde el término g representa la gravedad y su valor es 9.81 m?/s.

3.2.2.1.3 Posicion del péndulo.

Debido a que el péndulo es un cuerpo rigido, la posicion requerida es la de su centro de

masa.

I

7 lysin6; cos by
1% Losinf,

X

in £ 0,

Figura 12. Proyeccion del brazo y péndulo en el plano xy.
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La Figura 12 muestra la proyeccion del brazo y péndulo en el plano xy; es decir, se esta
viendo desde arriba.

V4

Referencia
e O _

Figura 13. Proyeccion del péndulo en el plano xz.

En la Figura 13 se ilustra la proyeccion del péndulo en el plano xz; dicho de otra manera,
corresponde con la vista lateral del péndulo. Con base en todo lo anterior, se calcul6 la
posicion del centro de masa como se muestra a continuacion:

X, = Locos By — 1y sin B, sin b,
Xy = Losin 8, + [; sin 6, cos 6, (3-7)
X, =1,cosb;
En (3-7) se puede ver cada una de las componentes de la posicion del centro de masa,

éstas se pueden expresar de manera vectorial como Xey = [Xx Xy  XZ]T.
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3.2.2.1.4 Velocidad lineal del centro de masa.
La velocidad esta definida como la derivada de la posicion con respecto al tiempo, por

tanto tenemos que:

d
— (Xem) = V,
dt CM CM (3-8)

XCM = Vem = [Xx Xy Xz]T
Las componentes de la velocidad se hallan derivando cada componente de la posicion de
(3-7).
X, = —0yLqsin By — 1,(6, sin 6 cos Oy + 6, cos B, sin 6;)
Xy = @yL, cos By + 1, (6 cos B, cos B, — O, sin H; sin f,) (3-9)
X, = —6,1, sin 6,
Con la velocidad lineal del centro de masa se obtiene el término Vcy® mediante la

expresion:
Xy
Vou® = [Xe X, X]|%|=%"+%7+%,° (3-10)
X,

Se hallan por separado cada una de las componentes al cuadrado de la velocidad del centro

de masa:

sz = 902L02 sin? 6, — 26, L, sin 6, [ll(éo sin @ cos B, + 6, cos 6, sin 90)]
(3-11)

+ llz(éo sin @ cos B, + 6, cos 6, sin 90)2

Xyz = 0y Lo? cos? 8y + 26, Lo cos 6, [1,(6, cos 6, cos By — B sin B; sin 6,)]
(3-12)

+ llz(é1 cos 6, cos B, — 6, sin 8; sin 90)2

2

X, =6,"1,%sin? 6, (3-13)
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Reemplazando (3-11), (3-12) y (3-13) en (3-10) se obtiene la siguiente expresion para la

velocidad lineal del centro de masa del péndulo.

Vem? = Lo260” + 1,2 (6:° + 6, sin? 8,) + 2Lol1 66, cos 6; (3-14)

Cabe recordar que Vey = vy.

3.2.2.1.5 Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.

El lagrangiano de un sistema mecénico esta definido en (2-1); para el péndulo de Furuta

se determina como:

L = KT - UT (3'15)

En donde la energia potencial Uy es (3-6), mientras que la energia cinética K; obtenida

en (3-4) debe ser expresada en términos de posiciones y velocidades angulares; por tanto, (3-

14) fue sustituida en ésta, obteniendo:

1 ., 1 ., 1 . . . .
KT = 510902 + 511912 + Eml[LOZQOZ + 112(912 + 902 Sirl2 91) + 2L0l19091 COS 91] (3-16)
De manera que el lagrangiano del sistema queda asi:
1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
L==1y0y" +=10;" +=Ly2my0y° +=12myb;" +=1,°m, 0, sin? 6,
2 2 2 2 2 (3-17)

+ Lollmlgogl CoSs 01 + mlgll(l — COS 01)

Como se tienen dos GDL, las ecuaciones de Euler-Lagrange tienen la siguiente la forma:

d(oc) oL 318)
dat\ad,) 96,

d (0L oL _ (3-19)
dt\ab,) 96,
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Donde 7 es el torque generado por el motor. Notese que (3-19) no esta bajo la accién de
una fuerza externa, por tanto es igualada a cero; esto se debe a que el sistema es subactuado,
por lo que tal GDL no sera controlado por un motor sino por accién del eslabon conectado a
éste. Resolviendo (3-18) y (3-19) se obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema, las
cuales vienen dadas por:

IoGy + Lo*m, 8y + [llzml(éo sin? 0; + 26,6, sin 8; cos 61)] + [Lollm1 (él cosf; — 912 sin 91)] =1 (3-20)
L6, + 1, 2my 6, + Lolym, 6y cos 6; — ,2m, 6" sin 6, cos 8, — mygly sinf; = 0 (3-21)
Donde (3-20) es la ecuacion de movimiento que describe el comportamiento del brazo,

mientras que (3-21) corresponde al péndulo.

3.2.2.2 Representacion matricial.
Partiendo de la representacion matricial de un modelo dinamico mostrada en (2-9).
M(@)4+C(q,9)q+G(q) =T (3-22)
Donde M es la matriz de inercia, C es la matriz centrifuga y de Coriolis, G el vector de
gravedad y T el vector de fuerzas externas. Tomando las ecuaciones de movimiento (3-20) y
(3-21), y llevandolas a (3-22) se obtiene la siguiente representacion matricial del sistema:

llo 4+ myLy? + I;°mysin?60; Lolym, cos 91] _éol

Lollml COoS 91 11 + mlllz _él
P . . . R
+ Ile 2m1 Sl-n 61 COS 91 9.1 L011m1 Sin 61 61 [90] (3_23)
—1,"m, sin 6, cos 6, 6, 0 0,

+ [—gllmol sin 61] - [6]
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La matriz M(q) es primordial tanto para el modelado dinamico como para el disefio de
controladores, esta matriz tiene una gran relacion con la energia cinética. Ademas, la matriz
de inercia es simétrica, positiva y cuadrada de n x n, cuyos elementos dependen Unicamente
de las coordenadas generalizadas (q). La matriz centrifuga y de Coriolis C(q,q) es
importante en el estudio de estabilidad de los sistemas de control, de sistemas mecanicos,
entre otros. Esta matriz es cuadrada de n x n y tiene dependencia en sus elementos tanto de
las coordenadas (q) como de las velocidades generalizadas (¢). El vector de gravedad G(q)
esta presente en sistemas mecanicos que no poseen contrapesos O resortes, a su vez se
encuentra en sistemas que tienen desplazamientos fuera del plano horizontal. Este vector es
de n x 1y tiene solo dependencia de las posiciones articulares (g). Por Gltimo, el vector t
contiene las fuerzas externas presentes en cada GDL; generalmente, este vector estd
compuesto por torques de motores cuando se tratan de articulaciones rotacionales y, fuerzas

cuando son articulaciones de tipo prismaticas y es de dimensiones n x 1.

3.2.3 Simulacion.

La simulacién del sistema parte de la representacion matricial de las ecuaciones de
movimiento (3-23) y su implementacion en Simulink (ver Apéndice B), de esta forma se
realizaron diferentes pruebas en donde se pudo observar la respuesta de las cuatro variables
criticas del sistemas (ver Tabla 3-2). Posterior a ello, se realiz6 la exportacion del modelo
CAD desde SOLIDWORKS, seguido de su importacion en SimMechanics - MATLAB, su
adecuada configuracion (ver Apéndice A) y la simulacién de éste, con las mismas pruebas

realizadas con el modelo tedrico. Para el modelo CAD, es importante contar con la
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cinemaética directa del sistema, pues SOLIDWORKS no proporciona esto cuando se realiza
el disefio bésico; por ende, se realizd el Denavit-Hartenberg (D-H) que se muestra a

continuacion.

3.2.3.1 Denavit-Hartenberg.
De acuerdo al algoritmo de D-H [7] se calcul6 la cinematica directa del sistema, de modo
que se pueda tener una mejor ubicacion espacial del modelo CAD en las respectivas

simulaciones en SimMechanics.

Figura 14. Denavit-Hartenberg del péndulo de Furuta.
La Figura 14 muestra los ejes coordenados de cada eslabon de acuerdo al algoritmo de D-
H; sus parametros se muestran a continuacion:

Tabla 3. Parametros de Denavit-Hartenberg



CONTROL PREDICTIVO EN ESPACIO DE ESTADOS

Articulacion 0; d; a;
1 & 0 0

0o >
2 r —l, I3

0, + 2
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De acuerdo a la Tabla 3 se plantean las matrices de transformacion respectivas de cada

eslabon, para el brazo se tienen las siguientes matrices:

[ cos (60 — %) —sin (00 - %) 0
Trz01 = | Sin (60 - g) cos (90 - g) 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0
T ~ 0 cos (90 - %) —sin (90 - E)
oL 0 sin (60 — %) cos (90 - %)
0 0 0

Debido a que el sistema de referencia de la base y brazo e

= o

(3-24)

o o

o

1.

stan en el mismo punto en el

espacio las matrices de traslacion Ti,01 Y Tixo1 SON Matrices identidad de 4 x 4. Por tanto, la

matriz de transformacion A para el eslabdn se calcul6 de la sig

Aop1 = Tr201Tizo1 Tixo1 Trxo1

cos (90 - g) 0 sin (00 - g)
Agq = |sin (00 - %) 0 —cos (90 - g)
0 1 0
0 0 0

Para el péndulo se sigui6 la misma metodologia de las matri

los parametros del eslabon dos como se muestra enseguida:

uiente manera:

o

]
‘ (3-25)
|

ces T pero teniendo en cuenta

o O
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cos (91 + g) —sin (01 + g) 0 ol
Tiz12 =|sin (61 + %) cos (91 + %) 0 0'
l 0 0 1 0I
l 0 0 0 1J
1 0 0 O
Tez12 = 8 (1) 2 —Olz
0 0 0 1
(3-26)
1 0 0 I3
Tiz12 = lg é (1) 8
0 0 0 1
1 0 0 0
| - __—
|0 cos(01+z) —sin(01 +§) 0]
Tix12 = | T T |
0 sin (61 + E) cos (91 + E) OJ
0 0 0 1

De igual manera que con el eslab6n uno, se procedié al céalculo de la matriz de

transformacion A del péndulo.

A1z = Tiz12 Tiz12 Tixaz Trxaz

cos (91 + g) —sin (01 + g) 0 [3cos (01 + g)

3-27
Az =|sin (01 * g) €0s (91 + %) 0 Igsin (91 + g) I e
0 0 1 1, J
0 0 0 1

Para la configuracion del diagrama de bloques en SimMechanics fue necesario extraer las
matrices de orientacion y posicion de cada eslabén. Partiendo de (3-25) se extrae la matriz

de orientacion y el vector de posicién para el brazo como se muestra inmediatamente:

[cos (90 — %) 0 sin (00 - %) ]

Qo1 = sin (90 — g) 0 —cos (90 — g) (3-28)
0 1 0
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0
P01= 0
0

Donde Qg corresponde a la matriz de orientacion que tiene el brazo con respecto al
sistema inercial y, Pyq es el vector de posicién del brazo con respecto al mismo sistema

mencionado. Para el péndulo, se parte de (3-27), obteniendo asi:

I[cos (61 + —) —sin (01 + %) O]I
Qiz = | sin (91 + —) cos (01 + g) O|
l 0 0 1J
(3-29)
l[l3 cos (61 + %)]l
P, =| T |
| [3sin(6; + = |
l Ezz 2)J

Vale la pena decir que Q4 es la matriz de orientacion del péndulo con respecto al sistema
inercial, mientras que el vector Py, se corresponde con la posicion del péndulo con respecto

al mismo sistema.

1 0 0
Qw0=[O 0 1]

0 -1 0
(3-30)

0
PWO [lll
0

En la matriz de rotacién Q,,¢ se puede notar la relacion que hay entre el sistema referencial
de la base y el sistema inercial, en cambio el vector P,,, muestra cual es la posicion del uno
con respecto a otro.

Para la configuracion del modelo CAD en SimMechanics fueron necesarias algunas
matrices adicionales, P, es el vector origen en donde todos sus valores son cero y tiene

dimension de 3 x 1, e I que es una matriz identidad de 3 x 3.
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3.2.3.2 Modelo Teorico vs Modelo CAD.
Para realizar las simulaciones de movimiento, fue necesario realizar un diagrama de

blogues para cada modelo obtenido como se muestra a continuacion:

Theta0
ThetaOp
@—Vt 4 T P Torque o oo ‘:I
Reloj Torque Thetalp Salidas
Entrada

Modelo Teorico

Figura 15. Diagrama de blogues del modelo tedrico.

El diagrama de bloques de la Figura 15 fue el usado para la simulacién del modelo teérico,
se observa que esta compuesto de dos partes principales, el bloque que lleva por nombre
Entrada es una funcién en donde se configura el torque y el intervalo de tiempo de accion
de éste. Por consiguiente, el bloque llamado Modelo Tedrico contiene las ecuaciones de
movimiento del sistema en su representacion matricial. Las salidas de este blogque son las
cuatro variables criticas del sistema; es decir, la posicion y velocidad angular del brazo y, la
posicion y velocidad del péndulo; éstas son visualizadas en el Scope que lleva por nombre

Salidas.

ThetaO
ThetaOp
@Pt 4 T/ > Torque o, ]
Reloj Torque Theta1p Saiidas
Entrada Modelo CAD

Figura 16. Diagrama de bloques del modelo CAD.
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La Figura 16 muestra el diagrama de bloques del modelo CAD; de igual manera que con
el modelo tedrico, se compone de un bloque de entrada que ya fue explicado anteriormente
y el que es nombrado Modelo CAD contiene los bloques que son generados por

SimMechanics cuando se importa el disefio CAD de SOLIDWORKS.

3.2.4 Control.
El disefio del sistema de control es la etapa mas importante del proyecto; para obtener un

disefio exitoso, se procedié a resaltar las actividades primordiales de éste.

3.2.4.1 Representacion en variables de estado.

Las variables de estado de un sistema por lo general son variables criticas, de interés a
controlar, observar o que tienen una relevancia importante en el sistema. Es primordial tener
presente que estas variables pueden ser no accesibles al usuario; es decir, no pueden ser
medidas con sensores, por lo que en estos casos es necesario el uso de observadores de estado.
Para el caso del pendulo son criticas cuatro variables, las cuales son la posicién y velocidad
angular del brazo y, la posicion y velocidad angular del péndulo; estas dos Gltimas son las
mas criticas, pues la posicidn se quiere estabilizar en un punto fijo y la velocidad debe ser
cero para que ésta permanezca lo mas cerca posible al punto de referencia. Para estas cuatro
variables de estado no se necesita el uso de un observador, pues fisicamente éstas pueden ser
medidas con encoders rotatorios y se tiene el concepto de fisica mecanica que la posicion es

la integral de la velocidad, y la velocidad es la integral de la aceleracion.
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De lo anterior, se tiene que las variables de estado son:

X1 [90]
_|x2| _ |60 )
x=11=1e, (3-31)
%] g,]

La ecuacion (3-31) corresponde al vector de estados del péndulo de Furuta. Por

consiguiente, las ecuaciones de estado son:

.7.('1 |[90—|

x=|%2| = %] (3-32)
x3 61
X4 51

De modo que, es necesario el calculo de las aceleraciones de cada eslabén; para ello se
procedio a despejar la aceleracion de (3-23) como se indica a continuacion:
M(9)q+C(q,9)q+G(q) =T

M(q)4 =t—C(q,9)q— G(q)

(3-33)
M~'M(q)§ = M~'[t— C(q,)q — G(q)]
I§ = M~'[t - C(q,9)q — G(q)]
De (3-33) se puede calcular la ecuacion de las aceleraciones del modelo:
d=M""[t—C(q 94— G(q)] (3-34)
Recordando que, una matriz es invertible si satisface la siguiente igualdad:
M= adj[M”] (3-35)
det(M)
Por ende
adj[M"][t - C(q, $)q — G(q)] (3-36)

4= Jeron

Siendo
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1 1
det(M) (1, + myLo® + 1;°m; sin? 6,)(I, + mlllz) — (Lylym, cos 61)2

. I, + myl,? —Lolym4 cos @
ad][MT]:[ 1 1l ol1Mmy 1 ] (3-37)

—Lolymy cos0; I, +myLy? + 1;°m, sin? 6,

N T— (2l12m1 sin @, cos 0; 6,6, — Lolym, sin 6 912)
t-Clg,9)q-G(q) = 2 2 :
0— (—11 m, sin 6, cos 8, 6, ) — (—glym;sin6,)

Reemplazando se obtienen dos ecuaciones de estado

.. 1 . .
b, = m{(h +myl,?) [T - (2112m1 sin 6; cos 8; 6,60, — Lylym, sin 6, 912)]
(3-38)

— (Lolym, cos 6;) (llzm1 sin 6 cos 8, 902 + glym, sin 91)}

6, = F(M){(_Lollml cos 6;) [‘L’ - (lezml sin 8, cos 8, 86, — Lolym, sin 6, ;"

(3-39)
+ (I, + myLo? + 1;°m, sin? 0;) (llzml sin 8, cos 6; 6, + glym, sin 01)}
Donde (3-38) es la ecuacion de estado que describe el comportamiento de la aceleracion
angular del brazo, mientras que (3-39) hace referencia a la aceleracion angular del péndulo.
Combinando (3-31) con (3-32) y, sustituyendo las variables de estado en (3-38) y (3-39)
se obtiene:

)'Cl = Xy (3'40)

1

- (I, + myLo® + 1,%m, sin? x3) (I + mlllz) — (Lolym4 cos x3)?

X, {(11 + mlllz)[r

3-41
— (2l12m1 sin x5 cos x5 x,x, — Lolym, sin x5 x42)] ( )
— (Lolym, cos x3)(112m1 sin x3 cos x5 x,2 + glym, sin x3)}
5(3 = X4 (3'42)
' _ (Lol )l
X, = —Lolymy cos x3)|T
* (I, + myLo® + L *my sin? x3) (I, + myly?) — (Lolymy cos x3)? o 3
(3-43)

2 . .
— (2l1 my Sin x5 cos x5 X,x, — Lolymy sin xg x42)]

+ (I, + myLo® + 1;°my sin? x3) (1, °my sin x; cos x5 x,2 + glym, sinxs )}
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Por consiguiente (3-40), (3-41), (3-42) y (3-43) son las ecuaciones de estado del sistema,
éstas seran las encargadas de describir el comportamiento interno del péndulo de Furuta
ademas, seran de gran ayuda para el disefio del controlador.

Para calcular los puntos de equilibrio del sistema, basta con igualar a 0 (3-40), (3-41), (3-
42) y (3-43).

0 =1, (3-44)

1

_ I + myl,®
(IO + mlLoz + llzml Sinz X3)([1 + mlllz) - (Lollml COSX3)2 {( ! ml ! )[T

-4
— (213*my sin x5 cos x3 x4 — Lolymy sin x; x,2)] (3-45)
— (Lolym, cos ch,)(llzm1 sin x3 cos x5 x,2 + glym; sin x3)}
0=2x, (3-46)
= (1,1 )
= —Lolym, cosxs3)|T
(10 + mlLOZ + l12m1 Sinz X3)([1 + mlllz) - (Lollml COoS X3)2 07 ! 3
- (2l12m1 sin x; cos x3 x,x4 — Lolym, sin x5 x42)] (3'47)
+ (10 +my L% + 1,°m, sin? x3)(llzm1 sin x5 cos x5 x,%2 + glym, sin x3)}
Simplificando (3-45) y (3-47) se obtiene
at — sinxz cosx; =0 (3-48)
—ftcosx; +sinx; (6 +ysinx;) =0 (3-49)
Donde
2
a = 11 + mlll
B = Lolymy
(3-50)
2
y=U4L"m

5 = IO + m1L02
Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema son (x4, 0, x3,0), donde x; E Ry x5 =

km,conk € Z.
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3.2.4.2 Linealizacion.

Debido a que el modelo tedrico obtenido es no lineal, se requiere linealizar éste para el
disefio del controlador predictivo en espacio de estados. La linealizacion del sistema se
realiz6 en torno a su punto de equilibrio inestable [3], [48], [49], [50] mediante series de
Taylor, en donde Gnicamente se toma el primer término de la serie puesto que, éste es el
término lineal.

Los valores de las variables de estado tomados para la aproximacion lineal son (0,0,0,0),
estos valores se deben a que las velocidades deben ser 0 para que el sistema permanezca en
la posicién deseada, el 0 relacionado a x5 se debe al angulo del péndulo en su posicion
invertida; por altimo, el 0 de x; se refiere a la posicion angular del brazo, éste no tiene
relevancia en la linealizacion pues (3-40), (3-41), (3-42) y (3-43) no estan en funcion de tal

variable. Con base en lo anterior, se procedio al calculo del modelo lineal.

f,(ow) 0fi(vw) Ofi(xu) Afi(xu)
dx, dx, J0x; dx,
0f(u) f(ou) f,(ow) Ofy(ru)
d0x, dx, 0x; dx,
A=lofu) afGw) AfhGow Ofi(nu) (3-51)
d0x, dx, 0x; dx,
frw) Ofi(xu) f(ou) OfCow)
dx, dx, 0x; dx,
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[0f1(x, 1)
ou
df2(x,u)
ou
S LT XeAn
ou
0fy(x,u)
ou
ohy(x,u) Jhy(x,u) Jhy(x,u) Jdhi(x,u)
C— dx, dx, d0x3 dx,
[ahz (x,u) Ohy(x,u) OJhy(x,u) OJdhy(x, u)J
dx, dx, 0x; dx,

Donde A, B y C son las matrices Jacobianas del sistema; f; = X3, fo = X5, f3 = X3, fo =
.x:4,h1 =x1,h2 :x3 yu =T.
Realizando las respectivas derivadas parciales de (3-40), (3-41), (3-42) y (3-43) como se

muestra en (3-51) se obtiene:

0 1 0 07
Lol ®my2
A 0 det(M)g oli"my 0
= ~1
00 nglml(lo+mlL02) 0
0 0 0 1
0 (3-52)
- 2
derany (o +mal’)
B =
0
det(ar) Lol™
1 0 0 0
c=lp 0 1 o

Reemplazando los valores correspondientes a las variables presentes en (3-52), se calculan

las matrices A, B y C que serén el modelo lineal del péndulo de Furuta.
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1 0
0 38.95321
0 0
0 9492657

o O O O
o R OO

l 115.7209 (3-53)

—116 0078.

10 0 0
C‘[0010.

Las matrices de (3-53) describen el comportamiento del sistema en el punto de operacion

seleccionado, con el uso de éstas se disefid el controlador para el punto de equilibrio inestable.

3.2.4.3 Discretizacién del modelo teorico.
La discretizacion del sistema es indispensable para el disefio del control predictivo, pues

se trata de un controlador digital.

3.2.4.3.1 Seleccion del tiempo de muestreo.

Para la seleccién del tiempo de muestreo se partio de (2-54), donde w; se asumid
tentativamente igual al polo més rapido del sistema en lazo cerrado. Los polos del sistema se
pueden encontrar al resolver la siguiente ecuacién caracteristica:

s*—2109s2 =0 (3-54)

La ecuacion (3-54) se obtiene de la funcion de transferencia en lazo cerrado con

realimentacion unitaria del modelo lineal, en donde se toma el denominador como ecuacion
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caracteristica. Resolviendo (3-54) se obtienen los polos en lazo cerrado del sistema en su

zona de equilibrio inestable.

(3-55)
S3 = 1452

s, = —14.52
Se observa en (3-55) que existe un polo en el semiplano derecho del eje imaginario,
haciendo éste inestable al sistema. Se procedi6 a evaluar la desigualdad (2-54).

2T

20 < 14.52T

2m (3-56)
I'< @520

T <0.022

Para el limite inferior se tiene que el tiempo de muestreo debe ser menor a 0.022 segundos.

14.52T <40

2m (3-57)
(1452)(40) ~ |

0.011<T
Mientras que, para el limite superior mostrado en (3-57), el tiempo de muestreo debe estar
por encima de 0.011 segundos. De ahi que, el periodo de muestreo debe cumplir la siguiente
condicion:

0.011 < T < 0.022 (3-58)
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Seeligio un T; = 0.015 s debido a que esta contenido practicamente en la mitad de ambos
limites. Es importante que (2-54) sea verificado una vez se disefie el controlador, pues

inicialmente se realiz6 una aproximacién del ancho de banda del sistema.

3.2.4.3.2 Modelo discreto equivalente.
Para la discretizacion del modelo lineal en espacio de estados en tiempo continuo se parte
de:
®(t) = L7Y(sT-A)1} (3-59)

Reemplazando la matriz identidad s y A, se tiene:

(/[s 0 0 0] [0 1 0 o1\ "1
o 0 s 0 0] |0 0 3895321 0 }
q)(t)_L{OOSO 0 0 0 1
\(\lo 0 o s] lo o 9492657 ol/ )
(3-60)
{s 1 0 071?
__1)]o s —=3895321 0O
) =L 0 0 s -1
Uo o —9492657 s| )
Invirtiendo la matriz del argumento de (3-60) se tiene:
m 1 38.92045 38.92045
s s2 s3—9488636s s*—94.88636s2
. 1 38.92045 38.92045
@) = L1 ] s s2—94.88636 s3—94.88636s || (3-61)
- S 1
s2 —94.88636s s2— 94.88636
0 o 94.88636 s
\ s2—9488636 s2—94.88636 1/

Aplicando la transformada inversa de Laplace a cada uno de los elementos de la matriz

(3-61), se tiene la matriz de transicion en el dominio del tiempo.
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1 t 0.20518e%7%% 4 0.20518e~%7#3 — 0.41035 0.021059¢°743 — 0.021059¢ %743 — 0.41035¢

o =0 1 1.999¢%743t — 1,999¢ 0743t 0.20518e°7%3¢ + 0.20518e°7*3 — 0.41035 (3-62)
0 0 0.5¢%743¢ + 0.5¢70743¢ 0.051319¢°7#3¢ — 0,051319¢ 9743
0 0 4.8715¢%743 — 4,8715¢9743¢ 0.5e%743¢ + 0.5¢70743¢

Reemplazando el tiempo de muestreo seleccionado, se obtuvo la matriz de transicion del
sistema que equivale a la matriz A del sistema continuo:

0.015 0.0044 0
1 0.5864 0.0044
0 1.0107 0.0151
0 1.4290 1.0107

(3-63)

S O O

Para el segundo término de la ecuacion de estado en tiempo discreto, se procedié a partir

de la siguiente ecuacion:

t
Ir(t) = f ®(t — 7)Bu(r)dr (3-64)
0
Donde
d(t—1)
[1 t—7 0.20518e%7*3(¢"D +0.20518¢~743(") — 0.41035 0.021059¢°7#3("0 — 0.021059¢~27*3¢=D) — 0.41035(t — 1)
_ |0 1 1.999¢9743(t=0) _ 1,999~ 9743(t=1) 0.20518e%743(t-D 4 0.20518e~%7*3(=) — 0.41035 |
0 o 0.5¢%743(t=0) 4 0,57 2743(t=7) 0.051319¢%743(=7) — 0,051319¢~9743(t=D) (3‘65)
[0 0 4.8715e9743(t=1) _ 4 8715 ~9743(t-7) 0.59743(t-1) 4 (.5 —9-743(t-D)

Ademas, se tiene que

[163-32(t —7) — 2443743070 ¢ 2.443e-9-74-3(t—f)]

®(t-7)B=| 16332-— 23.802¢%743(t-1) _ 23 8(02¢9743(t-7) (3-66)
[ —5_953489-743(t—T) + 5_95346—9.743(t—‘[) J
—58.0042743(t-1) _ 58.004¢~2743(t-1)

Sustituyendo (3-66) en (3-64), se obtiene

[163.32(t — 1) — 2.443¢%743(70) 4 2.443¢79743(t=0)

t 9.743(t- —9.743(t—-

r(t) =J 163.32 — 23.802¢743(t"1) — 23.802¢ 743D | (3.67)
0 —5.9534¢%743(t=7) 4 59534 9743(t-7)
—58.004¢%743(t=7) _ 58 004¢9743(t-7)

Integrando cada uno de los elementos del vector de (3-66), resulta:
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81.7t — 0.501 cosh(9.74¢) + 0.501
FE) = [ 163t — 4.89 sinh(9.74t) ]
| 1.22 - 0.611e797% — 0.611%7% |
| —11.9 sinh(9.74¢) |

(3-68)

Sustituyendo el tiempo de muestreo en (3-68) se calcula el segundo componente de la
ecuacion de estado en tiempo discreto, la cual es equivalente al vector B del sistema en

tiempo continuo.

0.0130
- |1 =
—1.7463
Asi que, tomando @ y I se forma:
x(k + 1) = &x(k) + Tu(k) (3-70)

En (3-70) se aprecia la ecuacion de estado en tiempo discreto equivalente del modelo

linealizado.

3.2.4.4 Control Predictivo.

Como se observé en el Capitulo 2, el CPBMEE requiere de unas matrices aumentadas (2-
72) y (2-73). Teniendo en cuenta su construccion se llega al siguiente modelo para el
controlador predictivo:

[1 0.016 0.005 0 0.0148 ]
|0 1 0.6258 0.005 1.8484 |

M=|0 0 10122 0.0161 -0.0149]| (3-71)
[o 0 1.525 1.0122 —1.8637J
0 0 0 0 1
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1.8484
N=|—0.0149
—1.8637

|

o=l 9 1 0 o

Las matrices M, N y Q describen la dinamica del sistema mediante un modelo incremental,

[ 0.0148 ]

por ende el controlador fue disefiado en base a tales matrices.

— pITheta0 ThetaO
—P» ThetaOp ThetaOp
— p{Thetat Tau —P Tau et
Thetalp
Controlador ggiale
Global Péndulo de

Furuta Tedrico

Figura 17. Diagrama de blogues con controlador global del modelo tedrico.

El diagrama de bloques mostrado en la Figura 17 fue el implementado para la simulacién
del control global del sistema en el modelo tedrico, éste se compone principalmente de dos
bloques. El primer blogue llamado Controlador Global, contiene el controlador predictivo,
difuso y el conmutador (ver Apéndice B). La referencia estd inmersa en el controlador
predictivo, de manera que ésta se toma del Workspace después de fijarse por medio de una
interfaz gréfica disefiada. El bloque Péndulo de Furuta Tedrico contiene las ecuaciones de
movimiento en su representacion matricial y otros blogues necesarios para la simulacion (ver

Apéndice B).
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————» ThetaO Theta0
—P» ThetaOp ThetaOp
— p{Thetat Tau [—p» Tau Thetat
Thetalp
Controlador gctale
Global Péndulo de
Furuta CAD

Figura 18. Diagrama de blogues con controlador global del modelo CAD.

Para el control del modelo CAD, el bloque Controlador Global es el mismo que se
describié en la Figura 17. El bloque que lleva por nombre Péndulo de Furuta CAD,
contiene los bloques de SimMechanics resultantes de importar el disefio CAD de
SOLIDWORKS en MATLAB ademas, engloba otros bloques para la simulacion (ver

Apéndice B).

3.2.4.4.1 Caso Monovariable.

Para el disefio del controlador monovariable se tomo6 Unicamente como salida la posicion
angular del péndulo, de modo que se toma la segunda fila de la matriz Q de (3-71) y las
matrices F y H se construyen a partir de ésta. Para la validacion de este controlador se
propusieron cuatro pruebas, en donde se puede observar la potencia y robustez del CPBM.
Las restricciones de las variables del sistema son:

e Acciondecontrol: —2N.m <t <2N.m.

e Incrementos aplicados: —2 N.m < dt < 2 N.m.
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e Posicion angular del péndulo: —25° < 6; < 25°.

3.2.4.4.2 Caso Multivariable.

Para el control multivariable se utiliza (3-71), donde con la matriz Q se puede hacer
control de la posicién del brazo y péndulo respectivamente; de ahi, se tiene un sistema con
una entrada y dos salidas, dando asi un sistema multivariable. Las matrices F y H
multivariable se construyeron de igual manera que en el caso monovariable; con excepcion
de Q, que para este caso se usara la matriz completa. Se formularon cuatro pruebas en donde
se evidencian algunas ventajas del CPBM.

Las restricciones para el caso multivariable son las mismas que en el caso monovariable

incluyendo las referentes a la posicion angular del brazo; —180° < 6, < 180°.

3.2.4.5 Control difuso.

Este controlador se encarga del levantamiento del péndulo, éste es tipo Mamdani de dos
entradas (posicion y velocidad angular del péndulo) y una salida (torque del motor). Una de
las tareas mas importantes para el disefio, es la definicion del universo de discurso de la
posicion del péndulo (Thetal); por lo que éste contemplara todos los angulos de una rotacion
completa, debido a que el péndulo tiene cambios bruscos entre - y  es complicado definir
un universo con angulos negativos; pues de hacerlo asi, se estaria incluyendo la regién de
operacion del modelo lineal, lo cual no se quiere. Para evitar esto, se realiz6 una conversion

de los angulos negativos a positivos, fijando un universo de discurso de 0 a 2m; mientras
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tanto, el universo de la velocidad del péndulo (Thetalp) fue definido entre —20 rad/seg y
20 rad/s, para el torque se limito éste entre —2 N.m y 2 N.m. En el Apéndice C se puede

apreciar el resto de criterios para el disefio del controlador difuso.

3.2.4.6 Control global.
El control global del péndulo de Furuta se compone de dos controladores; como se muestra

en la siguiente figura:

180°

Figura 19. Control global.
En la Figura 19 el controlador difuso opera en la region de color amarillo; alli, los limites
estan entre —45° y 45°. La region de color rojo, comprende los rangos —45° a —25° y, 45°

a 25°, esta zona una sefal de control igual a 0 N.m; de manera que el péndulo disminuya
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un poco su aceleracion y llegue por inercia a la region de operacion del controlador predictivo

que esta entre —25° y 25° de color azul.

3.2.4.7 Interfaz gréfica.

Para facilitar la realizacion de las pruebas del controlador se desarroll6 una interfaz gréfica
en el entorno GUIDE de MATLAB. Alli se pueden configurar parametros como la posicion
inicial del brazo y péndulo, tiempo de simulacion y muestreo, valor y duracion de una
perturbacién, cambio de referencia del brazo y los pardmetros de sintonia del control

predictivo ademas de poder seleccionar entre el control SISO o SIMO.

Aplicacién al Modelo Dinamico Simulado de

Control Predictivo en Espacio de Estados.
un Péndulo de Furuta

Juan Libardo Duarte Madrid

Control SISO ‘ Control SIMO

Figura 20. GUI principal. En esta pantalla el usuario puede seleccionar entre el controlador
monovariable y el multivariable.

En la Figura 20 se puede seleccionar el tipo de controlador predictivo que se quiere.
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Control Monovariable

Tiempos
Tiempo de Tiempo de
Simulacién Muestreo

Condiciones Iniciales
Condicin Inicial Condicién Inicial
del Péndulo del Brazo

Parametros de Sintonia

Horizonte de Alpha
Control

Horizonte de Lambda
Prediccion

Perturbacién
Valor Tiempo Inicial Tiempo Final

Ejecutar Restricciones
Salir

Figura 21. GUI SISO. Interfaz de usuario destinada para la simulacién del sistema
monovariable, la variable controlada es la posicién del péndulo.

En la Figura 21 se puede configurar los pardmetros que se muestran en la parte izquierda;
el botén Ejecutar corre el programa que no tiene restricciones, el boton Restricciones
ejecuta el codigo con restricciones; estos dos botones muestran ademas el modelo CAD en
SimMechanics realizando su movimiento respectivo. El botdn Salir permite volver a la
pagina principal; ademas, se visualiza después la simulacion en la parte derecha la posicion

angular del péndulo, la velocidad del péndulo y la sefial de control de ambos modelos.
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Control Multivariable

Condiciones Iniciales

Referencia del Brazo
Referencia  Nueva Referencia  Tiempo:

Parametros de Sintonia del Brazo
Horizonte
de Control Hpha

el .

Parametros de Sintonia del Péndulo

Aipha

Lambda

Perturbacion

Valor  TiempoInicial  Tiempo Final

Ejecutar Restricciones

104

Figura 22. GUI SIMO. Esta interfaz muestra la simulacion del controlador multivariable,

se controla la posicion del brazo y péndulo.

Para la interfaz de usuario del control SIMO de la Figura 22, se pueden configurar los

parametros mostrados; también se puede visualizar el comportamiento de las dos variables

controladas y la sefial de control de ambos modelos. De igual manera que en la GUI SISO,

los botones Ejecutar y Restricciones abren el modelo CAD de SimMechanics, simulando

el movimiento respectivo ante las condiciones definidas de condicion inicial, perturbacion,

tiempo de simulacion, etc.

4. Analisis de Resultados

A continuacion se muestra la tabla de resultados del proyecto.

Tabla 4. Tabla de resultados
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Objetivo Porcentaje de
Resultado Indicador
Relacionado Desarrollo
Modelo CAD Software Objetivo 100%
especifico 1
Ecuaciones Software Objetivo 100%
dinamicas especifico 2
Gréficas Software Objetivo 100%
especifico 3
Algoritmo de Software Objetivo 100%
control especifico 4

En la tabla 4 se muestra el resultado e indicador que garantizan el cumplimiento de cada

uno de los objetivos propuestos.

4.1 Andlisis Dindmico
A continuacién, se muestra el diagrama espacio fase del péndulo con el fin de verificar

cudles son sus puntos criticos.
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L -05 =
= b <]
-0.6
-5
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
Posicién angular del péndulo, 6, (rad) Posicién angular del péndulo, ¢y (rad)
a) b)

Figura 23. Espacio fase del péndulo.

En la Figura 23 a) se puede examinar la energia potencial del péndulo, la cual tiene su
maximo valor cuando éste se encuentra en su posicion invertida, alli su valor es 0/, y su
minima energia se encuentra en —0.6716 J, la cual se corresponde cuando se encuentra
colgante. En la Figura 23 b) se aprecian las trayectorias descritas por el péndulo ademas, se
evidencian varios puntos criticos inestables y estables del sistema; las x’s representando los
puntos inestables y las 0’s los estables. Sin embargo, el péndulo cuenta Gnicamente con dos
puntos criticos, uno estable y otro inestable; de manera que los puntos adicionales mostrados
corresponden al reflejo de la misma grafica cuando esta cumple un ciclo completo. Por otra
parte, se tiene que el sistema es totalmente controlable, puesto que el rango de la matriz de

controlabilidad (4) es mayor que el rango (3) de la matriz A del sistema lineal.

4.2 Validacion del Modelado
El modelado dinamico del sistema se validé con algunos experimentos en donde se pudo
observar el comportamiento de sus variables de estado en lazo abierto y ademas, poder

contrastar esta respuesta con otro modelo similar disefiado en SOLIDWORKS.
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Prueba 1: En esta prueba, el sistema esta bajo la accion de la gravedad Unicamente; por lo
que no existen fuerzas externas aplicadas a los eslabones. Se definié una condicién inicial

para el péndulo de 25°, mientras que el brazo parte de 0°.

0.6 8 ; n n
[—Modelo Teérico 6 [—Maodelo Tebrico]
— 0.4 2T,
=] T~
2% 33
& FE 2
= o 0.2 5
g ':r_?
. = .0
¢ 3 28
© = 0 D@ -2
z = S 8
-l R
= 0.2 -3
-6
-0.4 -8
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo, t (s) Tiempo, t (s)
a) c)
4 20
—Modelo Tedrico 1s I—Modelo Teéric0|
o =)
g8 °2 g3 10
B B
B 1 e 5
5 g<
£z O 75 0
<< =BE
Y 81 5% -5
0 ‘g. =} .S
& g a
3 -2 > - -10
T B}
-3 ¥ 15
-4 -20
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo, t (s) Tiempo, t (s)

Figura 24. Simulacion de movimiento del modelo tedrico.

En la Figura 24 a) y b) se muestra la posicién del brazo y péndulo respectivamente; alli,
se puede observar como el brazo que parte de 0° se desplaza a una posicion negativa mientras
el péndulo que inicialmente esta en 25° (0.4363 rad) comienza a caer. Después de esto, se
puede ver como se marca una pequefia pendiente entre el limite negativo y positivo del brazo
del primer ciclo que marca el desplazamiento de éste mientras el péndulo sigue cayendo y
realiza el cambio de positivo a negativo. Mientras el péndulo se aproxima a su limite negativo

y el brazo llega a su limite positivo, este Gltimo comienza a devolverse hasta que el péndulo
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alcanza los —25° (—0.4363 rad); cuando el péndulo se empieza a devolver, el brazo
nuevamente cambia su direccidn hasta un limite positivo nuevo y luego de alcanzarlo, se
marca otra pendiente de desplazamiento para el brazo del limite nuevo positivo al nuevo
limite negativo mientras el péndulo sigue realizando su movimiento natural. Antes que el
péndulo llegue nuevamente a su limite positivo de 25° el brazo realiza un cambio de
direccién después de alcanzar un nuevo limite negativo, de modo que cuando el péndulo llega
a 25° se repite el mismo ciclo. Mientras tanto, la Figura 24 c¢) y d) corresponden a la velocidad
angular del brazo y del péndulo respectivamente, en la Figura 24 c) se puede apreciar como
la velocidad va en sentido negativo mientras el brazo realiza el primer movimiento en
direccion negativa, después de llegar a su primer limite negativo de posicion la velocidad
también lo hace y comienza a tener una velocidad creciente en el intervalo de la primera
pendiente de posicion del brazo. Cuando la posicidon a llegado a su primer limite positivo, la
velocidad también lo ha hecho y comienza el cambio de direccion hasta que el péndulo logra
su limite negativo; iniciando asi, un nuevo cambio de direccion hasta que el brazo alcanza su
segundo limite positivo en la posicidn, la velocidad también lo hace y luego comienza la otra
pendiente marcada para la posicion del brazo en donde la velocidad es decreciente hasta
llegar a su limite negativo marcado en el mismo instante que la posicién tiene su segundo
limite negativo mencionado. Después de esto, realiza otro cambio de direccion en la posicion
y velocidad hasta ubicarse en la misma posicion que marca el inicio del ciclo. En cuanto para
la Figura 24 d) se observa que tiene velocidad cero en sus limites positivos y negativos;
mientras tanto, la velocidad es maxima positiva cuando va de 25° a —25° y, maxima negativa

cuando se devuelve.
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Figura 25. Simulacién de movimiento del modelo CAD.

En la Figura 25 se puede ver que los estados se comportan de igual manera que como
ocurre en la Figura 24, pero con algunas diferencias en la amplitud de las sefiales. De modo
que con la superposicién de ambos modelos es posible validar el modelo obtenido por las

ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.
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Figura 26. Simulacion de movimiento del brazo de ambos modelos.

En la Figura 26 a) se muestra la superposicion de la posicion angular del brazo, en ambos
modelos tienen un comportamiento similar, con la misma cantidad de ciclos en el tiempo
definido de 10 s. La Figura 26 b) corresponde a la velocidad del brazo, se puede evidenciar
que el comportamiento de la variable es bastante similar en ambos modelos, en el primer
ciclo comprendido entre 0 s y 1 s, ambas respuestas se superponen de forma casi exacta,
Ilevando asi a que se pueda deducir que el comportamiento del modelo CAD no es ideal,

logrando de este modo validar un modelo tedrico con otro que no lo es.
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Figura 27. Simulacién de movimiento del péndulo de ambos modelos.

La Figura 27 a) muestra el estado mas importante del sistema en ambos modelos, se puede
apreciar que existe un desfase bajo entre los modelos a pesar de tener un modelo ideal y otro
que no lo es, en 10 s se puede ver que existen los mismo ciclos para los modelos, y ademas
de tener sus valores de amplitud muy cercanos. Por Gltimo, en la Figura 27 b) se puede ver
la respuesta de la velocidad del péndulo, se puede observar el comportamiento ciclico y la
forma de onda triangular de ambos modelos con un error de desfase bajo entre ellos.
Prueba 2: En la siguiente simulacién se aplica una entrada escalén de torque de 1 N.m en

un intervalo de 0.1 s. El brazo parte de 0° y el péndulo tendra un angulo inicial de 180°.
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Figura 28. Simulacién 2 de movimiento del modelo teorico.

En la Figura 28 a) se tiene la posicion del brazo, se puede observar que realiza un estimado
de 9 vueltas con la entrada aplicada, con picos maximos en la velocidad cuando cumple una
vuelta completa como se puede observar en la Figura 28 c). En la Figura 28 b) se puede
percibir un movimiento sinusoidal de la posicion del péndulo, aunque en la grafica no es
claro porque sus limitantes son la no existencia de angulos acumulados o superiores a m, de
modo que cuando se pasa de los 180° se empiezan a tener en cuenta los angulos de forma
negativa. Finalmente, en la Figura 28 d) se puede observar como la velocidad del péendulo
presenta su valor maximo positivo cuando el péndulo pasa de = a —m, y su valor maximo
negativo cuando viene en direccion opuesta, este presenta valores de 0 rad/s en la velocidad

cuando se encuentra en los extremos.



CONTROL PREDICTIVO EN ESPACIO DE ESTADOS 112

[y
(=]

,,,,,,,,,,,,,

~ Modelo CAD ~ Modelo CAD

=]

Velocidad angular
del brazo, 0, (rad/s)

Posicién angular
del brazo, 6y (rad)
N N T T SR S

4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo, t (s) Tiempo, t (s)

a) c)
7M?(E]_el_0 CAD

Ay

(=]
[ S}

15

—Modelo CAD

’ MMW\W\

Tiempo, t (s) Tiempo, t (s)

b) d)

Velocidad angular
del péndulo, 6, (rad/s)

Posicién angular
del péndulo, ¢, (rad)
A LN B O B, N oW b

(=]
[ oS}

Figura 29. Simulacién 2 de movimiento del modelo CAD.
De igual modo que como ocurri6 con la Figura 28, en la Figura 29 se puede observar que
la respuesta para el modelo CAD es similar. Con diferencias un poco mas notables que en la

prueba 1 en las variables del brazo.
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Figura 30. Simulacion 2 de movimiento del brazo.
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Se observa en la Figura 30 a) que el brazo realiza méas vueltas en el modelo tedrico, esto

se debe a que presenta una mayor velocidad como se muestra en la Figura 30 b).
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Figura 31. Simulacion 2 de movimiento del péndulo.
Se observa en la Figura 31 que las variables referentes al péndulo tienen un
comportamiento con menos error de desfase entre modelos con respecto a las variables del

brazo.

4.3 Validacion del Sistema de Control.
El analisis y validacion del sistema de control global se dividié en dos etapas en donde se

estudia el controlador SISO y SIMO, a continuacion se muestran las pruebas realizadas.

4.3.1 Sistema SISO.
En el sistema de control SISO la variable controlada es la posicion angular del péendulo,

la cual hace referencia al estado 3 del sistema. Para el controlador predictivo se sintonizé con
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un horizonte de control Hc igual a 4, el horizonte de prediccion Hp de 44, alpha y lambda de
1. Es importante tener presente que a menor numero de predicciones y movimientos futuros
considerados, el algoritmo sera mas rapido aunque la calidad del controlador disminuye. Por
lo tanto, el usuario debe fijar un compromiso entre la calidad del control y la rapidez del
mismo. Asimismo, alpha y lambda son fijadas en 1 dandole la misma importancia al error de
prediccion y al esfuerzo de control; igual forma, con la incorporacion de las matrices de
ponderacion se evitan problemas de invertibilidad, y al fijarlas en 1 resultan ser matrices
identidad.

Prueba 1: En la primera simulacion de la validacién del controlador monovariable se verificd

el funcionamiento del control global del sistema como se muestra enseguida.
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Figura 32. Salida predicha de la Prueba 1. SISO.

En la Figura 32 se parecia la actuacion del control hibrido; el controlador difuso se puede
ver en accion mientras la salida predicha es cero, cuando entra a los limites de operacion del
control predictivo, éste conmuta y lleva al péndulo a la referencia deseada. En la Figura 32
a) se puede ver como la salida predicha del controlador SISO sigue la salida medida del
modelo tedrico con gran exactitud, de igual manera en b) se aprecia como la salida predicha

se ajusta a la lectura del modelo CAD.
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Figura 33. Prueba 1 del control SISO.

En la Figura 33 a) se puede observar el comportamiento de la posicion del péndulo en
ambos modelos. El controlador predictivo en el modelo tedrico comienza a actuar
transcurridos 0.72 s; en tal instante, la posicion del péndulo es 0.3606 rad (20.6609°).
Mientras que, en el modelo CAD el control predictivo actia a partir del segundo 0.735, alli
el estado 3 tiene un valor de 0.3494 rad (20.0191°). Ademas, aprecia que luego de la
conmutaciéon al controlador predictivo, el péndulo se estabiliza rapidamente, pues

aproximadamente en 1.5 s las oscilaciones alrededor del punto de equilibrio inestable son

bajas.
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Figura 34. Sefial de control de la prueba 1 SISO.
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En la Figura 34 a) se puede apreciar el torque necesario para lograr el control global del
sistema completo; bastaria con motor que ofrezca un torque de 2 N.m, puesto que el
controlador difuso fue disefiado con tales limites en la salida y el control predictivo no
sobrepasa estos limites. En la Figura 34 b) se pueden percibir los incrementos aplicados a la
sefial de control cuando esta actuando el controlador predictivo.

Prueba 2: A continuacion, se aplica una perturbacion al péndulo cuando éste se ha

estabilizado, tal perturbacién tiene un valor de 2.45 N y es aplicada desde 1.5 s hasta 1.55 s.
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Figura 35. Salida predicha de la Prueba 2. SISO.

La Figura 35 a) muestra la superposicion de la salida predicha con la salida medida del
modelo tedrico, se puede ver como se comporta de manera asertiva la salida predicha ante
una perturbacién. De igual manera, en la Figura 35 b) se nota que para el modelo CAD sus

resultados son buenos.
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Figura 36. Prueba 2 del control SISO.

En la Figura 36 a), se aprecia que el péndulo tiene una oscilacién iniciando el segundo 1.5
y con una duracion de aproximadamente 0.5 s. La perturbacion lleva al modelo tedrico a un
angulo de 0.4315 rad, lo que equivale a 24.7231° en el segundo 1.59; mientras que el
modelo CAD es llevado a una posicion angular de 0.3167 rad, siendo igual a 18.1456°. Se
tiene la certeza que para los parametros de sintonia usados en esta prueba el péndulo alcanza
una inclinacién de 30°, siempre y cuando la velocidad del brazo no tome valores muy
grandes. Se concluye que la perturbacion es bastante fuerte, sobretodo en el modelo teorico;
pues la inclinacion que genera ronda los 25°, estando lejos del punto de equilibrio en el cual

el sistema fue linealizado.
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Figura 37. Sefial de control de la prueba 2 SISO.
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En la Figura 37 a) se muestra el esfuerzo de control necesario para llevar al péndulo a la
posicion deseada y ademas atenuar la perturbacion aplicada; en el modelo tedrico se presenta
un pico de amplitud maximo de 2.672 N.m en el segundo 1.575, perteneciente ésta a la
accion de control después de aplicada la perturbacion en el extremo final del péndulo;
mientras que el valor maximo en el modelo CAD es de 2.026 N.m mismo instante que
modelo tedrico. Mientras tanto, los incrementos del modelo tedrico presentan un maximo
pico de 0.8817 N.m y el modelo CAD de 0.6745 N.m, ambos en 1.56 s.

Prueba 3: Debido que se quiso limitar las pruebas a un motor de 2 N.m, fue necesario incluir
restricciones al sistema de control de manera que siempre se cumpliera esta limitacion. En la
prueba anterior se observd como el sistema requirié acciones de control superiores a los
2 N.m cuando se aplico la perturbaciéon. En la siguiente prueba se aplic6 la misma

perturbacién en el mismo rango de tiempo.
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Figura 38. Prueba 3 del control SISO.

Para lograr cumplir con las mismas condiciones de perturbacién que la prueba 2, fue
necesario variar el pardmetro de sintonia alpha de 1 a 10, para que la importancia del error
de prediccion fuera mayor, debido a que la perturbacion aplicada llevaba al modelo teérico

casi por fuera de sus limites.
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Figura 39. Sefial de control de la Prueba 3 SISO.

En la Figura 39 a) se puede notar que las restricciones no son violadas para la accion de
control en ningun modelo, lo que permite seguir contando con un motor de 2 N.m para el
control del sistema. En la Figura 39 b) se aprecia que los incrementos no violan las
restricciones fijadas.

Prueba 4: En la siguiente simulacion, se incluy6 un error de modelado al sistema. Las
matrices A y B obtenidas para el modelo lineal se multiplicaron por un valor de 0.5; de modo,
que le incluyera un porcentaje de error del 50%. ElI motivo de esta prueba es emular una

condicion real en donde se puedan presentar incertidumbres en el modelo y dafios o desgastes

mecanicos.
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Figura 40. Salida predicha de la Prueba 4. SISO.
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En la Figura 40 se puede notar que la salida predicha se corresponde correctamente con la

salida medida tanto para el modelo tedrico y CAD respectivamente.
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Figura 41. Prueba 4 del control SISO.

En la Figura 41 a) de observa que el estado 3 presenta mas oscilaciones que en las pruebas
previas, esto se debe a que el controlador esta intentando posicionar un sistema que no se
satisface al 100% con el modelo linealizado. Por medio de esta prueba, se puede observar de
manera satisfactoria una de las principales ventajas en cuanto a robustez que tiene el control

predictivo con respecto a otras estrategias.
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Figura 42. Sefial de control de la prueba 3 SISO.
En la Figura 42 a), se puede notar que existen varias oscilaciones en la sefial de control de

ambos modelos; era esperado que esto sucederia, debido al intento del control predictivo por
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controlar un sistema sobre el cuél no fue disefiado. En la Figura 42 b) se puede ver que para
los incrementos de torque aplicados a la entrada sucede algo similar con las oscilaciones.
También, es importante mencionar que a pesar de no haber tenido presente la friccion para
los modelos, el controlador predictivo resuelve este problema, pues se aprecia que la sefial
de control se atenta con el paso del tiempo.

Prueba 5: En esta prueba, se agreg6 una perturbacion de 2 N entre 1.5 s y 1.55 s al modelo

con 50% de error. No se incluyen restricciones.
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Figura 43. Salida predicha de la Prueba 5. SISO.
En la Figura 43 se aprecia la superposicion de la salida predicha con la salida medida en

simulacion de ambos sistemas.
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Figura 44. Prueba 5 del control SISO.
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En la Figura 44 a) se muestra un pico maximo en al modelo tedrico después de aplicada
la perturbacion de 0.4054 rad (23.2277°) en el segundo 1.605 y en el modelo CAD de
0.3066 rad (17.5669°) en el mismo segundo. Ademas, en la Figura 44 se puede percibir
como el controlador predictivo resuelve el problema de la friccion, pues a pesar de no contar

con ella en los modelos, la sefial de posicién y velocidad se atenda a través del tiempo.
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Figura 45. Sefial de control de la prueba 5 SISO.

Analizando la Figura 45 a), se obtuvo un pico de amplitud en el esfuerzo de control del
modelo tedrico de 2.289 N.m a los 1.59 s y en el modelo CAD de 1.81 N.m en el mismo
instante de tiempo. En la Figura 45 b) se observan los incrementos de la sefial de control,
donde el mayor incremento en el modelo teérico es de —0.7674 N.m en el segundo 1.665
mientras que, el modelo CAD presentd un pico de —0.6784 N.m transcurrido el mismo
tiempo.

Prueba 6: En la prueba anterior se tuvo un pico en la sefial de control superior a los 2 N.m,
de manera que es necesario incluir restricciones. Asimismo, se incluye un error del 50 % y

una perturbacion 2 N entre 1.5 sy 1.55 s.
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Figura 46. Prueba 6 del control SISO.

En esta simulacién se pueden apreciar las dos grandes ventajas del control predictivo
actuando juntas, en la Figura 46 a) se nota que ningun modelo viola las restricciones a pesar
de estar controlando una planta que no pertenece 100% a su disefio, se tiene una inclinacién
méaxima luego de aplicada la perturbacion de 0.4089 rad (23.4282°) en 1.605 s en el

modelo tedrico y para modelo CAD es de 0.3066 rad (17.5669°) mismo tiempo.
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Figura 47. Sefial de control de la prueba 6 SISO.
En la Figura 47 a) se aprecia que la sefial de control ya no viola los limites de torque
definidos. En la Figura 47 b) se ve que los incrementos permanecen en los rangos de accion

fijados.
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4.3.2 Sistema SIMO

El sistema de control SIMO tiene como variables controladas la posicion angular del brazo
y péndulo, correspondientes a los estados 1 y 3 respectivamente. Mientras que la variable
manipulada seguira siendo el torque del motor. De tal modo, se tiene un sistema multivariable
con una entrada y dos salidas. Los parametros de sintonia para el brazo y péndulo son los
mismos mencionados en el caso SISO, dando asi la misma importancia a ambos eslabones.
Prueba 1: En esta primera prueba, el brazo parte de 0° y el péndulo inicia colgando; teniendo

esto en cuenta, se desea posicionar ambos eslabones en 0°.
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Figura 48. Salida predicha de la Prueba 1. SIMO.
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En la Figura 48 a) y c) se puede observar cobmo la salida predicha para el brazo sigue
satisfactoriamente la salida medida de éste. En la Figura 48 b) y d) se percibe que para el

péndulo ocurre lo mismo que en el brazo.
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Figura 49. Prueba 1 del control SIMO. Brazo.

En la Figura 49 a) se observa que el brazo alcanza la estabilidad alrededor de los 5 s, esto
se comprueba observando la Figura 49 b) en donde la velocidad angular del brazo llega a
cero en tal instante de tiempo. Asimismo, en la Figura 49 a) se evidencia que el modelo
tedrico presenta un mayor pico en la oscilacion inicial; reflejandose esto en la Figura 49 b),
donde la velocidad mé&xima en la primera oscilacion es de 13 rad/s siendo mayor que en el

modelo CAD donde vale 10.09 rad/s.
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Figura 50. Prueba 1 del control SIMO. Péndulo.

Velocidad angular
del péndulo, ¢, (rad/s)

'
=
(53}

'
[y
(=]

'
[\
w

=]

2 3
Tiempo, t (S)

b)

(=)}



CONTROL PREDICTIVO EN ESPACIO DE ESTADOS 126

Se puede observar en la Figura 50 a) que, en el caso multivariable el péndulo logra la
estabilidad alrededor de los 3 s; también, se presentan oscilaciones pequefias y es mas tardio
el posicionamiento con respecto al caso monovariable. En la Figura 50 b), se aprecian
oscilaciones cuando entra en accion el controlador predictivo; esto se debe a que el sistema
le da la misma importancia a las dos variables controladas y por ello, mientras el sistema trata

de ir a la referencia del brazo también intenta mantener al pendulo en su posicién invertida.
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Figura 51. Sefial de control de la prueba 1 SIMO.

Se puede notar en la Figura 51 que la sefial de control del primer experimento del control
SIMO presenta algunas oscilaciones para lograr llevar ambas variables a su referencia. En la
Figura 51 a) se puede ver el esfuerzo de control requerido para estabilizar el sistema
completo, presentando un torque maximo cuando esta actuando el controlador predictivo de
2.012 N.m en el modelo tedrico y 1.403 N.m en el CAD. Mientras tanto, en la Figura 51 b)
se muestran los incrementos aplicados a la entrada, estando el mayor pico en el modelo
teorico con un valor de —0.9936 N.m en tanto que, para el modelo CAD es de 0.7454 N.m.
Prueba 2: Ahora, en esta simulacion se aplica una perturbacion al péndulo en el segundo 7

con una duracion de 0.05 s y un valor de 1.9 N. La prueba es realizada sin restricciones
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Figura 52. Salida predicha de la Prueba 2. SIMO.
En la Figura 52, se observa que las variables controladas vuelven a su referencia luego de

aplicada la perturbacion.
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Figura 53. Prueba 2 del control SIMO. Brazo.
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Una vez aplicada la perturbacion se puede apreciar en la Figura 53 a) el comportamiento
del brazo. Se observa que la perturbacion es bastante fuerte, pues la posicién angular del
brazo en el modelo tedrico una vez aplicada la fuerza externa alcanza valores de 1.159 rad
(66.4058°) en el segundo 7.185, mientras que para el modelo CAD alcanza una posicion de

1.079 rad (61.8221°) en 7.455 s.
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Figura 54. Prueba 2 del control SIMO. Péndulo.

Para el caso del péndulo, en la Figura 54 a) se puede notar que la posicion angular de este
logra estabilizarse rapidamente después de aplicada la perturbacién. EI modelo ideal alcanza
un valor de —0.4345 rad (—24.895°) en 7.17 s; siendo ésta, una posicion angular bastante
lejana del punto de equilibrio inestable, mostrando una vez mas las virtudes del controlador
predictivo. Mientras tanto, el modelo CAD alcanzé un valor angular un poco menor, llegando
éste a —0.3029 rad (—17.3549°) en 7.155s, representando igualmente un angulo

considerablemente lejos al punto de equilibrio.
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Figura 55. Sefial de control de la prueba 2 SIMO.

En la Figura 55 a), se aprecia en el modelo tedrico un valor méximo de torque de
3.248 N.m en el segundo 7.065, el cual es requerido para atenuar la perturbacion; mientras
que, el modelo CAD requiere un torque maximo 2.611 N.m en el mismo instante. En la
Figura 55 b), se perciben los incrementos de torque necesarios para controlar el sistema; en
modelo tedrico, se presenta un valor maximo —1.675 N.m pasados 7.11 s y en el modelo
CAD, el incremento mas alto esta en el mismo segundo con un valor de —1.613 N.m.
Prueba 3: En esta simulacion se incluyeron restricciones a la prueba 2; por tanto, las

condiciones de operacion se corresponden de igual manera que en la prueba anterior.
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Figura 56. Prueba 3 del control SIMO. Brazo.
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En la Figura 56 a) se muestra el comportamiento del brazo, a partir del segundo 7 se
observa la presencia de la perturbacion, el modelo CAD lleva al brazo a una posicién maxima
de 1.168 rad (66.9215°) en el tiempo 7.455 s; mientras que en el modelo teorico, el

méaximo angulo es de 1.328 rad (76.0888°) en el sequndo 7.23.
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Figura 57. Prueba 3 del control SIMO. Péndulo.

En la Figura 57 a) se comprueba que las restricciones no son violadas por parte de la
posicién del péndulo; el modelo tedrico presenta un angulo de inclinacion de —0.4275 rad
(—24.4939°) en el segundo 7.2 y en el modelo CAD es de —0.2787 rad (-15.9683°)

presente a los 7.17 s.
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Figura 58. Sefial de control de la Prueba 3. SIMO.
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En la Figura 58 a) se observa que la sefial de control ya no excede los 2 N.m como sucedia
en la Figura 55 a); asimismo, en la Figura 58 b) se exponen los incrementos de torque de la
sefial, presentando en el modelo tedrico un valor maximo de —1.357 N.m en el segundo
7.125 y en el modelo CAD de —1.34 N.m transcurrido el segundo 7.095.

Prueba 4: En esta prueba se aplica un cambio de referencia al brazo, pasando de manera
brusca de 0° a 90° transcurridos 7 s de simulacién. Para esta prueba no se incorporaron

restricciones.
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Figura 59. Salida predicha de la Prueba 4. SIMO.

En la Figura 59 se destaca el correcto seguimiento de la salida predicha con respecto a la

salida medida para ambos modelos y variables controladas.
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Figura 60. Prueba 4 del control SIMO. Brazo.

En la Figura 60 a) se puede observar el cambio de referencia de 0 rad ag rad (90°)
cumplidos 7 s; se aprecia que a pesar de ser un cambio brusco, no se presentan muchas
oscilaciones del posicionamiento. Pero, en la Figura 60 b) se nota que existen pequefios
cambios en el sentido de la velocidad mientras el brazo busca la estabilidad en la nueva

referencia.
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Figura 61. Prueba 3 del control SIMO. Péndulo.
Cuando se aplica el cambio brusco de referencia, el péndulo sale de su punto de

estabilizacion alcanzando un angulo de 0.2247 rad (12.8744°) en el modelo teérico y

0.2076 rad (11.8946°) en el modelo CAD.
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Figura 62. Sefial de control de la prueba 3 SIMO.

En la Figura 62 a) se muestra la sefial de control requerida para controlar el péndulo de
Furuta con las condiciones de simulacion fijados, se observa que el torque de actuacion no
sobrepasa los 2 N.m. Por afadidura, en la Figura 62 b) se presentan los incrementos de
torque aplicados en ambos modelos.

Prueba 5: Para esta simulacion se introdujo un error de modelado al sistema; las matrices A
y B se multiplicaron por un factor de 0.85; de ahi que el modelo lineal incluye un error del

15%. Para esta simulacion no se incluyen restricciones.
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Figura 63. Salida predicha de la Prueba 5. SIMO.
La Figura 63 muestra que sin importar la incorporacion de un error de modelado, la salida

predicha sigue adecuadamente la salida medida para los dos modelos y variables controladas.
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Figura 64. Prueba 5 del control SIMO. Brazo.
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En la Figura 64 a), se ve como el brazo logra su estabilidad con pequefias oscilaciones;
mientras en la Figura 64 b) se puede ver como la velocidad presenta mas cambios de sentido

drésticos con respecto a la Figura 49 b), debido a la inclusién del error en el modelo lineal.
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Figura 65. Prueba 5 del control SIMO. Péndulo.

A pesar de insertar un error del 15%, se puede visualizar en la Figura 65 a) como el
controlador predictivo logra posicionar al péndulo en su posicién invertida. Ahora bien, en
la Figura 65 b) se observa que el modelo CAD presenta grandes fluctuaciones en la velocidad
para intentar mantener al péndulo en su referencia; pero, se nota que el modelo tedrico
presenta mejores resultados para este experimento, pues las oscilaciones son bajas con

respecto al otro modelo.
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Figura 66. Sefial de control de la prueba 5. SIMO.
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En la Figura 66 a) se expone la sefial de torque requerida para lograr el control del sistema
con error de modelado, se puede ver que el modelo CAD presenta oscilaciones con picos mas
elevados a comparacion del modelo teérico. También, se percibe que la sefial se atenda con
el paso del tiempo; resolviendo ademés el problema de no contar con friccion en las
articulacion. Con base en la seleccion de un rango de operacién de 2 N.m para el esfuerzo
de control, percibe que el modelo tedrico sobrepasa tal limite con un valor 2.423 N.m en el
segundo 0.84, a diferencia del modelo CAD que muestra un valor maximo de 1.756 N.m en
el mismo segundo. En la Figura 66 b), se plasman los incrementos de torque, donde el modelo
matematico tiene un incremento maximo de 1.148 N.m en el segundo 0.795 y el modelo
CAD de 0.9407 N.m transcurrido el segundo 0.81.

Prueba 6: A causa que en la prueba 5 se viola el limite de torque en la accion de control, se

restringe ahora el controlador con base en las condiciones de la prueba anterior.
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Figura 67. Prueba 6 del control SIMO. Brazo.

En la Figura 67 se muestra la respuesta del brazo con la incorporacion de restricciones.
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Figura 68. Prueba 6 del control SIMO. Péndulo.
En la Figura 68 se observa que el péndulo no viola las restricciones como era de esperarse,

pues no se incluyeron perturbaciones ni cambios de referencia en el brazo.
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Figura 69. Sefial de control de la Prueba 6. SIMO.

En la Figura 69 a) se observa que los limites de torque son respectados. Por consiguiente,
los incrementos mostrados en la Figura 69 b) no violan sus restricciones, con un valor
maximo de 1.132 N.m presente en el segundo 0.78 para el del modelo teérico mientras que,

el pico mas alto en el modelo CAD es de 0.924 N.m alos 0.795 s.
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5. Conclusiones y Trabajos Futuros.

5.1 Conclusiones.

El estudio de una estrategia de control predictivo en un péndulo de Furuta, le permitio al
autor afianzar y fortalecer conocimientos en modelado dindmico mediante la teoria clasica
Lagrangiana, cinematica directa mediante el algoritmo de Denavit-Hartenberg, aproximacion
lineal por medio de la matriz Jacobiana, discretizacion de modelos continuos a traves de la
transformada inversa de Laplace, disefio de controlador predictivo en espacio de estados y
simulacion de sistemas en MATLAB.

Con este trabajo se pueden beneficiar investigadores de la ingenieria de control y
mecatrénica que estudien sistemas complejos con naturaleza inestable, no lineal, dinamica
rapida, sensibilidad a perturbaciones, acoplamiento entre sus variables y restricciones;
generando una iniciativa en la aplicaciéon del control predictivo en cualquier proceso que
presente este tipo de complejidad, teniendo certeza que se obtendran buenos resultados y los
problemas seran solventados.

El disefio CAD realizado en SOLIDWORKS fue (til para el modelado dinamico del
sistema, ofreciendo el valor numérico de variables fisicas como masas, momentos de inercia
y longitudes.

La mecanica clasica Lagrangiana permite realizar un modelado dindmico de forma

sencilla del péndulo de Furuta gracias a que su formalismo energético es puramente escalar.
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La cinematica directa obtenida con el algoritmo de Denavit-Hartenberg es indispensable
para la configuracion del modelo CAD en SimMechanics, de tal modo se tiene manejo del
espacio tridimensional en que éste actla.

El modelado dinamico del sistema se pudo validar con un modelo aproximado CAD en
donde las variables criticas de ambos modelos presentan el mismo comportamiento y
amplitudes cercanas.

La linealizacion del modelo dinamico Lagrangiano es buena, permite controlar al sistema
en su punto de equilibrio inestable y ademas, logra estabilizarlo desde posiciones de +30°.
La desventaja es que se trata de una aproximacion lineal de un modelo lineal en un punto
especifico, perdiendo asi exactitud en algunas posiciones; aunque esto se presenta en lapsos
de tiempo cortos.

Este documento se diferencia de los demas gracias al uso de la extensién SimMechanics
para la simulacion del modelo CAD, esta herramienta es sencilla de usar y confiable, esto es
una ventaja para realizar simulaciones de modelos 3D puesto que no es necesario la creacién
de plataformas para su simulacion. También permite trabajar de formas diferentes en el
mismo software que en este caso es Matlab; es decir, en el entorno de Simulink se pudo
realizar simulaciones para el mismo modelo de dos formas totalmente distintas; la primera,
teniendo en cuenta el modelo CAD; y la segunda, implementando las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange.

Un aspecto importante a la hora de disefiar un controlador digital es la seleccidn del tiempo
de muestreo, esto se debe a que si éste es demasiado pequefio la magnitud de la sefial de
control aumenta y se corre el riesgo de entrar en la zona de saturacion del actuador; pero, si
por el contrario se define un valor muy grande, es posible perder el control del sistema, debido

a que por un largo periodo de tiempo se aplica un valor constante como sefial de control.
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El proyecto muestra un apartado especifico para la seleccion del tiempo de muestreo,
siendo esto importante para la comunidad cientifica interesada en el estudio del control del
péndulo invertido, pues en la bibliografia existente se aborda o detalla poco la seleccién de
este tiempo.

Los CPBM no manejan célculos complejos, sus conceptos son intuitivos y la sintonizacion
resulta ser sencilla.

El control predictivo tiene aplicacion en una amplia gama de procesos industriales que
pueden presentar comportamientos dindmicos complejos no linealidades, inestabilidades,
acoplamientos entre variables, sensibilidad a perturbaciones o incluso restricciones; ademas,
presenta facilidad para su extension del caso SISO al caso SIMO.

El CPBM permite incluir en el disefio del controlador las restricciones a las que esta
sometido el sistema, como por ejemplo los limites de sus actuadores; también, tiene un uso
préactico en sistemas donde las referencias futuras se conocen; por ejemplo, en la robotica, a
su vez presenta gran robustez ante errores de modelado y perturbaciones.

El tiempo de muestreo seleccionado se ajustdé adecuadamente para todas las pruebas
realizadas en los casos SISO y SIMO, sin y con restricciones.

El algoritmo de CPBMEE ejerce un buen control y respeta las restricciones mientras exista
una solucidn posible por parte de la programacion cuadratica.

El controlador predictivo disefiado logra estabilizar al péndulo de Furuta ante diferentes
condiciones de operacion y con limites en el actuador de 2 N.m.

El controlador difuso resuelve el problema de levantamiento del péndulo en un lapso de
tiempo pequefio y ademas, su disefio es muy intuitivo y simple.

La presente tesis ha generado los siguientes resultados hasta el momento en temas

relacionados con la divulgacion cientifica:
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e Ponencia en:

o V Congreso Nacional de Ingenieria Fisica, CNIF 2016 (Medellin, Colombia).

o Congreso Internacional de Ciencias Bésicas e Ingenieria, CICI 2016 (Villavicencio,
Colombia).

o V Congreso Internacional de Ingenieria Mecatrénica y Automatizacion, CIIMA 2016
(Bucaramanga, Colombia).

e Memorias de congreso en:

o Memorias CICI 2016 "Uniendo fronteras desde la Orinoquia para el mundo” - ISBN:
978-958-8927-23-7 - Mecénica Lagrangiana para el Modelado Dinamico y Simulacion
mediante Simulink-Matlab de un Péndulo de Furuta.

e Publicaciones en revistas indexadas:

o Journal of Physics: Conference Series, Volume 792, Number 1 - Dynamic Modeling
and Simulation of a Rotational Inverted Pendulum.

o Journal of Physics: Conference Series, Volume 850, conference 1 - Dynamic Modeling
and Simulation of an Underactuated System.

e Trabajos aceptados en futuros congresos:

o 3" Colombian Conference on Automatic Control, CCAC 2017 (Cartagena, Colombia)
organizado por la IEEE.

o XXVII Congreso Nacional de Fisica, CNF 2017 (Cartagena, Colombia).

o VI Congreso Internacional de Ingenieria Mecatronica y de Automatizacion, CIIMA

2017 (Manizales, Colombia).
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5.2 Trabajos Futuros.

En un trabajo futuro se desea construir el péndulo de Furuta; de tal modo que se puedan
realizar replicas para el laboratorio de control de la Universidad Santo Tomés de
Bucaramanga y asi, realizar pruebas experimentales en las asignaturas de control, inteligencia
artificial, robdtica y microcontroladores.

También, se piensa en realizar una comparacion de diferentes técnicas de control
predictivo en el sistema CAD desarrollado y posteriormente implementarlas en un banco
real.

Otro trabajo futuro es realizar comparaciones entre teorias de control clasico, moderno y
avanzado.

Redactar articulos en donde se muestren diferentes partes de la tesis para la participacion
en congresos nacionales e internacionales y publicaciones en revistas indexadas. Aportando
documentos cientificos de calidad, de manera que futuros lectores tengan referencias que no

omitan informacién relevante.
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Apéndices

Apeéndice A. Configuracion del Modelo CAD Importado en SimMechanics

Este apéndice muestra el paso a paso para la configuracion del modelo CAD importando
en SimMechanics, acé se puede ver como se adapta el D-H al modelo.
Tierra

La configuracion de la tierra es sumamente importante, pues corresponde al origen de todo

el sistema.

wr Block Parameters: RootGround ﬂ

Ground

Grounds one side of a Joint to a fixed location in the World
coordinate system.

Parameters
Location [»y,z]: |[0.0238709,0.174461,0] m -

Show Machine Environment port

Cancel Help Apply

La figura anterior muestra el sistema de coordenadas de la tierra que toma por defecto

SimMechanics, éste sera modificado como se indica a continuacion:



" Block Parameters: RootGround ﬂ

Ground

Grounds one side of a Joint to a fixed location in the World
coordinate system.

Parameters
Location [xy,z]: PO m -

Show Machine Environment port

Cancel Help Apply

Obsérvese que en la figura anterior se ha modificado Location [x,y,z] por PO, en donde
éste es el origen con coordenadas [0,0,0].
Base

Una vez modificada la tierra de SimMechanics, se procede a la configuracién de la base
del péndulo de Furuta; enseguida se muestran los valores que toma por defecto debido al

disefio de SOLIDWORKS este bloque al ser importado.



Body
Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass:  3.53972

Inertia: | [0.0615913,0,0;0,0.0352231,0;0,0,0.0615913]

Position | Orientation | Visualization |

Show Port Name Origin Position . Translated from Components in
Port Side Vector [xy z] Origin of Axes of

Right cG [0 0.135836 0] World World
Right [0o0] World World
Left [0 0.135836 0] World World

Right [00.31 0] World World




Body

customized body geometry and color.

Mass properties

" Block Parameters: Base_Furuta

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for

Mass: | 3.53972 kg
Inertia: | [0.0615913,0,0;0,0.0352231,0;0,0,0.0615913] kg*m~"2
Position Orientation Visualization
Show Port Orientation . . Specified Using
Port Side Name Vector Units HETLIREE Conwvention
] Right * CG [100;010;001] rad = | World 3x%3 Transform -
] Right - C51 [1oo;010;001] rad ~ | World 3x3 Transform -
i Left - CS2 [100;010;001] rad = | World 3x%3 Transform -
& Right ¥ (C53 [1oo;010;001] rad ~ | World 3%3 Transform hd
Cancel Help

30

Ap Fl

Para la configuracion de la base del modelo sera necesario modificar sus dos extremos

tanto en la pestafia Position como en Orientation. El primer extremo hace referencia a la

junta que se conecta con el brazo, en este caso es CS3; mientras que el segundo esta

conectado al sistema inercial global que serd CS2. En la siguiente figura se muestra como se

configura la pestafia Position del bloque de la base.




"

Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and

Block Parameters: Base_Furuta

orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: |3.53972 kg
Inertia: | [0.0615913,0,0;0,0.0352231,0;0,0,0.0615913] kg=m~2
Position | Orientation | Visualization

Shows Port Name Origin Position Units Translated from Components in

Port Side Vector [x y z] Origin of Axes of
1 Right ¥ | CG [0 0.135836 0] m - | World - | World
1 Right ~ CS1 [0040] m ~ | World ~ | world
ki Left v CS2 PO m  * World ~ | World
ki Right ¥ |C53 Pwi0 m ¥ (C52 [ C52

Cancel Help

|

Apply

Primero, se cambia el valor de Origin Position Vector [x y z] de CS2 que hace referencia

al extremo que esta conectado con la tierra, por lo que el vector origen de posicion de éste

debe coincidir con el de la tierra que es el mismo PO. Para el extremo CS3, que esta conectado

al extremo inicial del brazo se modifica el dato de la figura anterior por PwO, el cual muestra

la traslacién necesaria para que ambos extremos coincidan, por lo que este vector esta en

funcion de la distancia medida desde el origen hasta el punto en donde fue establecido el

sistema de coordenadas del brazo en el D-H. Ademas, es necesario configurar la opcién

Translated from Origin of; CS2 se debe referenciar con respecto al mundo, pues este

extremo coincide con el origen global, mientras que para CS3 se configura con respecto a

CS2, pues la longitud que se toma como 11 es medida desde éste.



" Block Parameters: Base_Furuta “
Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: | 3.53972 kg -

Inertia: |[0.0615913,0,0;0,0.0352231,0;0,0,0.0615913] kg*m~2 -

Position Orientation Visualization

Tor D wme UMM w eaecs  SPeCiedueng
] Right v G [100;010;001] rad | World * | 3x3 Transform - =
] Right v (51 [100;010;001] rad | World ¥ | 3x3 Transform - =
] Left - | C52 I rad - | World ¥ | 3x3 Transform -
] Right ~|CS3 Qwi rad ~ | World ¥ | 3x3 Transform -

Cancel Help Apply

Para la pestafia Orientation se modifican los valores de CS2 y CS3 de Orientation Vector
por I y Qw0 respectivamente.
Articulacion de base-brazo

Otro blogue importante para las simulaciones es el llamado Revolute, éste sera la
“articulacion” que une dos eslabones. Inicialmente, SimMechanics toma los valores que se

muestran a continuacion:



" Block Parameters: Revolute0 “
Revolute ~
Represents one rotational degree of freedom. The follower (F) Body rotates relative to the
base (B) Body about a single rotational axis going through collocated Body coordinate
system origins. Sensor and actuator ports can be added. Base-follower sequence and axis
direction determine sign of forward motion by the right-hand rule.

Connection parameters
Current base: CS3@Base_Furuta
Current follower: CS3@Brazo_Furuta
Mumber of sensor [ actuator ports: 0
Parameters

Axes | Advanced

MName Primitive Axis of Action [xy z] Reference CS

R1 revolute [0,-1,0] World -

W
Cancel Help Apply

Es importante mencionar que se debe tener claridad del vector presente en Axis of Action

[X y z], pues tal vector sera de gran importancia para el controlador.



W Block Parameters: Revolutel

Revolute -
Represents one rotational degree of freedom. The follower (F) Body rotates relative to the
base (B) Body about a single rotational axis going through collocated Body coordinate
system origins. Sensor and actuator ports can be added. Base-follower sequence and axis
direction determine sign of forward motion by the right-hand rule.
Connection parameters
Current base: CS3@Base_Furuta
Current follower: CS2@Brazo_Furuta
Mumber of sensor [ actuator ports: 3
Parameters

Axes | Advanced

MName Primitive Axis of Action [xy z] Reference CS

R1 revolute [0,0,1] Base -

W

Cancel Help Apply

En la figura anterior se muestra que la opcién Axis of Action [x y z] fue modificada por
un vector de [0,0,1]; donde la unidad que aparece, hace referencia al eje z, el cual de acuerdo
al D-H hace corresponde a una rotacion o traslacion en torno a ese eje, en este caso seran
rotaciones alrededor del eje z. Asimismo, Reference CS debe ser modificado con respecto a
la Base, pues este sistema de referencia es local como sucede en cada eslabon del algoritmo
de D-H. Ademas, Number of sensor / actuator port fue modificado a 3 (un puerto para el
motor, un puerto para la condicion inicial del brazo y otro puerto para el encoder del brazo).
Brazo

Para el brazo se debe seguir en mismo procedimiento de la base, en la siguiente figura se

muestra como esta por defecto la configuracion del bloque del brazo.



Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: | 0.406074 | kg -

Inertia: | [0.000198217,-0.000227053,0;-0.000227053,0.0015223,0;0,0,0.00156289] | lkgrm~2 v

Position | Orientation | Visualization |

Show Port Name Origin Position Ny Translated from Components in
Port Side Vector [xy z] Origin of Axes of

1 Right cG [0.108005 0.316041 0] World World
Right [0 0.305 0] World World

Right [0.216 0.34 0] world World X
Left [00.310] World World +
L 2

W

Cancel || Help || Apply |
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Ll
Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: | 0.406074 kg -

Inertia: | [0.000198217,-0.000227053,0;-0.000227053,0.0015223,0;0,0,0.00156289] kg*m~2 -

Position Orientation Visualization

Tor D weme  UUER gwe restecs  SPeiedueng
] Right > CG [100;010;001] rad | World * | 3x3 Transform - =
] Right > | C51 [loo;010;001] rad * | World * | 3%3 Transform - =
] Right > (52 [100;010;001] rad | World * | 3x3 Transform -
] Left > | (53 [1o00;010;001] rad  ~ | World = | 3x3 Transform -

Cancel Help Apply

El extremo CS2 est4 conectado al extremo final de la base, mientras que CS3 se conecta

con el primer extremo del péndulo.
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Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: | 0.406074 kg -

Inertia: | [0.000198217,-0.000227053,0;-0.000227053,0.0015223,0;0,0,0.00156289] kg*m~2 -

Position Orientation Visualization

Shows Ppr‘t Name Origin Position Units Translatleq from Components in

Port Side Vector [xy z] Origin of Axes of
1 Right v CG [0.108005 0.316041 0] m - | World - | World = —
] Right ¥ C51 [0 0.305 0] m | World * | World hd =
7 Left ~|C52 FO m - | Adjoining - | Adjoining -
v Right ¥ C53 FO1 m - || C52 - || C52 A

Cancel Help Apply

En este caso Origin Position Vector [x y z] de CS2 es cambiado por PO con respecto a

Adjoining, mientras que CS3 se cambia por PO1 con base en CS2.
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Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: |D.406074 kg -

Inertia: |[0.000198217,-0.000227053,0;-0.000227053,0.0015223,0;0,0,0.00156289] kg*m~2 -

Position Orientation Visualization

Too DT weme  OER uw reecs Vel
] Right v CG [100;010;001] rad | World ¥ | 3%3 Transform - —
] Right * (51 [100;010;001] rad | World ¥ | 3%3 Transform - =
] Left v 52 1 rad  ~ |Adjoining ¥ | 3x3 Transform -
] Right =~ CS3 Qo1 rad + |CS2 - | 3x3 Transform -

Cancel Help Apply

En la pestafia Orientation, el valor de Orientation Vector de CS2 se varié por I con base
en Adjoining; por consiguiente, CS3 se cambi6 por Q01 con respecto a CS2.

Articulacion brazo-péndulo

El siguiente bloque de revoluta es el encargado de unir el extremo final del brazo con el

extremo inicial del péndulo.



" Block Parameters: Revolute “
Revolute ~
Represents one rotational degree of freedom. The follower (F) Body rotates relative to the
base (B) Body about a single rotational axis going through collocated Body coordinate
system origins. Sensor and actuator ports can be added. Base-follower sequence and axis
direction determine sign of forward motion by the right-hand rule.

Connection parameters
Current base: CS2@Brazo_Furuta
Current follower: CS2@Pendulo_Furuta
Mumber of sensor [ actuator ports: 0
Parameters

Axes | Advanced

MName Primitive Axis of Action [xy z] Reference CS

R1 revolute [-1,0,0] World -

W
Cancel Help Apply

Se muestra en la figura anterior el valor que lleva por defecto el blogue cuando es

importado en SimMechanics.



W Block Parameters: Revolutel “

Revolute ~
Represents one rotational degree of freedom. The follower (F) Body rotates relative to the
base (B) Body about a single rotational axis going through collocated Body coordinate
system origins. Sensor and actuator ports can be added. Base-follower sequence and axis
direction determine sign of forward motion by the right-hand rule.
Connection parameters
Current base: CS3@Brazo_Furuta
Current follower: Cs2@Pendulo_Furuta
Mumber of sensor [ actuator ports: 2
Parameters

Axes | Advanced

MName Primitive Axis of Action [xy z] Reference CS

R1 revolute [0,0,1] Base -

L

Cancel Help Apply

Su configuracién se puede ver en la figura anterior; primero se cambia el valor de Number
of sensor / actuator ports a 2 (un puerto para la condicién inicial del péndulo y el otro
para el encoder de éste); También, se modificd Axis of Action [x y z], usando el eje z como
indica el algoritmo D-H; a su vez, Reference CS se cambid a Base.

Péndulo
De igual forma que la base y el brazo, se procedid a configurar el bloque referente al

péndulo.



Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: |0.271873

Inertia: |[0.00169995,3.55‘94-&—14,0;3.5?94-&—14,2.05518-&—05,0;0,{),0.001699‘92]

Position | Orientation | Visualization |

Show Port Name Origin Position N Translated from Components in
Port Side Vector [xy z] Origin of Axes of

] Right cG [0.209 0.465884 0] World World
] Right Cs1 [0.209 0.34 0] World World
] Left Cc52 [0.216 0.34 0] World World




o Block Parameters: Pendulo_Furuta “
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Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: |0.271873 kg -

Inertia: |[0.00169995,3.55794e-14,0;3.55794e-14,2.05518e-05,0;0,0,0.00169992] kg*m~2 -

Paosition Orientation Visualization

Tor B weme  OMIEO ume rnecs  SHereduns
] Right v CG [100;010;001] rad | World * | 3%3 Transform - —
1 Right ¥ | C51 [1oo;010;001] rad ¥ | World ¥ | 3x3 Transform - =
v Left ¥ 52 [1o0;010;001] rad ~ World * | 3%3 Transform hd

Cancel Help Apply

Las dos imagenes anteriores exponen los valores del péndulo tomados por defecto cuando
se importd el modelo CAD a SimMechanics. CS2 corresponde a la union del extremo final

del brazo con el inicial del péndulo.




" Block Parameters: Pendulo_Furuta H
Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color.

Mass properties

Mass: |0.271873 kg -

Inertia: |[0.00169995,3.55794e-14,0;3.55794e-14,2.05518e-05,0;0,0,0.00169992] kg*m~2 -

Fosition Orientation Visualization

Show Ppr‘t Name Origin Position Units Translatlerlj from Components in

Port Side Vector [xy z] Origin of Axes of
1 Right > | CG [0.209 0.455884 0] m - | World - | World ~ —
1 Right = |CS1  [0.209 0.34 0] m ~ World ~ | world || =
| Left | C52 PO m - | Adjoining - | Adjoining -
| Right > (C53 F12 m ¥ |52 ¥ [[C52 =

Cancel Help Apply

Para su correcta configuracion, se partié de modificar la pestafia Position. El valor Origin
Position Vector [x y z] de CS2 se modificd por PO con base en Adjoining; ademas, se
incluyo otro puerto que lleva por nombre CS3, el cual emula el extremo final del algoritmo

de D-H; por tanto, éste se configuro con respecto a CS2 y su vector de posicion es P12.



" Block Parameters: Pendulo_Furuta H
Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor I, and coordinate origins and axes for
center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial position and
orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately. This dialog also provides optional settings for
customized body geometry and color

Mass properties

Mass: | 0.271873 kg -

Inertia: |[0.00169995,3.55794e-14,0;3.55794e-14,2.05518e-05,0;0,0,0.00169992] kg*m~2 -

Position Orientation Visualization

o B eme ORI i mavecs  SHeciedueng
] Right > CG [100;010;001] rad | World * | 3%3 Transform - —
] Right * (51 [100;010;001] rad | World ~* | 3x3 Transform - il
£ Left v |C52 1 rad | Adjeining = | 3%3 Transform -
] Right * (53 Qi2 rad * CS2 * | 3%3 Transform -

Cancel Help Apply

Igualmente, es importante modificar la pestafia Orientation. El valor de Orientation
Vector para el extremo CS2 se modificé por la matriz identidad I con referencia a Adjoining;
mientras que el sistema final CS3 se configura con respecto a CS2 y su matriz de orientacion

es Q12.
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Apéndice B. Diagrama de Bloques de Ambos Modelos

Este apéndice muestra todos los bloques usados para la simulacion del controlador en el
modelo tedrico y CAD.
Controlador Global

La siguiente figura muestra los bloques internos del bloque que lleva por nombre

Controlador Global:

Theta0
ThetaOp
Thetalp ("3 ") o Thetat

B Yp

(4 ) Theta P Thetaip Yp
Thetalp Controlador scp

Predictivo »| Theta o

SCD Tao
L Theta1
SCD Conmutador

P Thetalp

Controlador
Difuso

SCP

En la figura anterior se puede ver un bloque para el Controlador Predictivo, otro

referente al Controlador Difuso y un Conmutador.
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SCP

function [U,Du,yp] =
CPBM (ThetaO, ThetaOp, Thetal, Thetalp,T,TP,F,H,G,R,RI,RN,u)

——————= El controlador predictivo sbélo actia en la regidén definida-----
Fmm entre -25 y 25 grados—-—---—————=""—"———————————
If ((Thetal >= -25*pi/180) && (Thetal <= 25*pi/180))
Xr = [ThetaO ThetaOp Thetal Thetalp u]'; %Vector de estados

D = F*Xr; %Respuesta libre
L = R - D; %Valor conocido del error de prediccidn
——————— Se cumple cuando existe cambio de referencia en el brazo---
if (T <= TP)
L = RI - D; %Valor conocido del error de prediccidn

oe

L = RN - D %Valor conocido del error de prediccidn

du = G*L; %Vector de incrementos futuros
U=1u + du(l); %Incremento aplicado a la entrada
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Du = du(l); %Incremento tomado
yp = D + H*du %Salida predicha
else
U = 0;
yp = zeros(size(F,1),1);
Du = 0;
end
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Fetado

function [U,Du,yp] =
CPBM (ThetaO, ThetaOp, Thetal, Thetalp,T,Ts, TRN, F, H,R,RI, RN, Cgpaux, Hgp, Agqp, Bl
,B2a,B2b,B3a,u)

coder.extrinsic ('quadprog') %$Llama la funcidén quadprog

if ((Thetal >= -25*pi/180) && (Thetal <= 25*pi/180))
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U = 0;

du = zeros(size (Hgp,2),1);

Xr = [ThetaO ThetaOp Thetal Thetalp ul]'; %Vector de estados

D = F*Xr; S%SRespuesta libre

L = R - D; %Valor conocido del error de prediccidn

F——————- Se cumple cuando existe cambio de referencia en el brazo---

if (T <= TRN)
L = RI - D;

=
Il

RN - D

Cagp = Cgpaux*L; %Actualizamos Cgp
B3 = B3a + [-D; D]; %Se actualiza B3
if (T <= Ts)
B2 = B2a + B2b*0; %Se actualiza B2
else
B2 = B2a + B2b*u; %Se actualiza B2
end
Bgp = [Bl; B2; B3]; %Calculo de la B total
du = quadprog (Hgp, Cgp,Agp,Bgp) %Vector de incrementos futuros
U=u(l,1)+ du(l,1) S$Incremento aplicado a la entrada
Du = du(l,1);

yp = D + H*du %Salida predicha
else

U= 0;

Du = 0;

yp = zeros(size(F,1),1);

end

El primer bloque corresponde al controlador predictivo sin restricciones; mientras el
segundo corresponde al bloque con restricciones, ambos contienen los parametros del que se

actualizan en cada periodo de muestreo.

Thetat 4 T1pos

Theta1 Conversion
Conversion ,..1
D JXXL
SCD
Theta1p

Controlador
Difuso

function Tlpos
if Thetal > 0
Tlpos = Thetal;
else

Conversion (Thetal)

Facultad de Ingenieria Mecatrénica — USTA Bucaramanga 171



Apéndice B. Diagrama de Bloques de Ambos Modelos

Tlpos = 2*pi + Thetal;
end

El bloque del controlador difuso se compone de un bloque de Conversion, el cual

convierte los angulos negativos en positivos y de un bloque Fuzzy Logic Controller

(Controlador Difuso) que contiene el control para el levantamiento del péndulo disefiado

con la Toolbox de MATLAB.

(1 )y »{scp

(25

Thetal™ 37 pigcp Conmutador

SCD

function U =

» Theta1

4 u

Tao

Conmutador

Conmutador (SCP, Thetal, SCD)
(Thetal < 45*pi/180)

if (Thetal > 25*pi/180) &&
U = 0; %Sefial de control cero
elseif (Thetal < -25*pi/180) &&

U= 0;
elseif

U:
else

U =
end

SCP;

SCD;

El blogue de funcion anterior, contiene la programacion para conmutar

controladores.

Modelo Tedrico

(Thetal > -45*pi/180)

%Sefilal de control cero
(Thetal >= -25*pi/180)

&& (Thetal <= 25*pi/180)

$Sefial de control predictivo

%$Sefial de control difuso

entre

A continuacién, se muestran los bloques que conforman la estructura interna del blogque

llamado Modelo Tebrico:
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ThetaO|—|Toc  Tod— P TOacum ThetaO
P FE
3 ThetaOp | TOpc TOpd Theta0
Perturbacion ' | Theta0p
Thetal | B Tic  Tid B Tlacum Thetat
2 Thetalp | Tipc T1pd Conversion Theta
Tao . . — —  Thetalp
Ecuaciones de Discretizacion
Movimiento

El diagrama anterior contiene un bloque de Perturbacion, de Ecuaciones de

Movimiento, de Discretizacion y de Conversion, los cuales se describen a continuacion.
: T

Reloj | FE
4

FE
- > T Perturbacion P
O e

TF Perturbacion

function P = Perturbacion(T,FE,TI,TF)

if ((T >= TI) && (T <= TF))
P = FE;

else
P = 0;

end

La funcion Perturbacidn se compone de cuatro entradas y una salida, las entradas son el
tiempo que va transcurriendo de simulacion gque se representa con el bloque llamado Reloj,
una constante FE que es el valor de la perturbacion a aplicar, Tl (Tiempo Inicial) que
representa el limite de tiempo en el que empieza a aplicarse la perturbacion y TF (Tiempo
Final) que es el limite final en que se aplica la perturbacion. La salida P es el valor de
perturbacién aplicado en cada instante de tiempo, siendo igual a FE entre Tly TF, e igual a
cero en el resto de tiempo.
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p| Thetao ThetaOp
1 1
P Thetat ThetaOpp || s > S P{Th‘ltao)
e
ThetaOp IntegradorOp Integrador0
Thetalp EL
©2 Tao Theta1pp P 1; 4 1; @
Tao i P Theta’
Integradorip Integrador1
FE RMEM L(EE)
Thetalp
function [ThetaOpp,Thetalpp] = EL(ThetaO,Thetal, ThetaOp,Thetalp, Tao,P)
§mmmmmmmmmmm o VARIABLES FISICAS DEL SISTEMA-——-——-——-——=—————————————

mO0 = 0.40607; %Masa del brazo
ml = 0.27187; %Masa del péndulo
L0 = 0.176; %Longitud del brazo
L1 = 0.275; %Longitud del péndulo
0.1259; %$Distancia al centro de masa del péndulo
g = 9.81; %Gravedad
0.006259171; SMomento de inercia del brazo
I1 = 0.001699948; S%SMomento de inercia del péndulo
F——m MATRIZ DE INERCIA---—-—-------—-—-—————————————
M1l = I0 + ml*(L0"2) + (1172)*ml* (sin(Thetal)"2);
M12 = ml*LO*11l*cos (Thetal);
M21 = ml*LO*11l*cos (Thetal);
M22 = I1 + ml*(11"2);
M = [M11 M12; M21 M22];

=
o
Il

Cll = 2*(11"2)*ml*sin(Thetal) *cos (Thetal) *Thetalp;

Cl2 = -ml1*L0*11*sin(Thetal)*Thetalp;

C21 = -m1*(1172)*sin(Thetal) *cos (Thetal) *ThetaOp;

C22 = 0;

C = [Cl1l Cl1l2; C21 C22];

e VECTOR DE GRAVEDAD--————————————————————————
Gll = 0;

G21 = -ml*g*1l*sin (Thetal);

G = [Gll; G21];

e VECTOR DE FUERZAS EXTERNAS-——-—————————————————
T = [Tao; 0 + P*L1];

ettt ACELERACIONES ANGULARES--—-——————————————————
Qp = [ThetaOp; Thetalpl;

Qpp = M\ (T - C*Qp -G);
ThetaOpp = Qpp(l,1); %Aceleracidn angular del brazo
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Thetalpp = Qpp(2,1); SAceleracidn angular del péndulo

La Figura anterior muestra la estructura interna del bloque Ecuaciones de Movimiento;
éste, muestra como se solucionan las ecuaciones de movimiento. RMEM (Representacion
Matricial de las Ecuaciones de Movimiento) es un bloque de funcion que contiene las
ecuaciones de movimiento en su representacion matricial, esta funcion tiene como entradas
las variables de estado (ThetaO, ThetaOp, Thetal y Thetalp), la sefial de entrada (Torque)
y una perturbacion (FE) en caso de existir. Sus salidas son; ThetaOpp que es la aceleracion
angular del brazo, de ella con una primera integral (IntegradorOp) se obtiene la velocidad
angular y con una segunda integracion (IntegradorQ) la posicién, las cuales son
realimentadas a la entrada de la funcion RMEM; de igual manera sucede con Thetalpp.
Ademas, se modifican los integradores de posicion (IntegradorO e Integradorl) para que la
posicién inicial se defina de manera externa, de modo que aparece CIB (Condicion Inicial

del Brazo) y CIP (Condicién Inicial del Péndulo).

GOl [ Gl JTh D

TOc TOd T1c T1d
Retenedor0 Retenedor1
JH Caom [ pCaD
TOpc TOpd T1pc T1pd
RetenedorOp Retenedor1p

El bloque Discretizacion esta compuesto de cuatro retenedores de orden cero, uno para

cada variable de estado.
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Tacum* Theta

TOacum conversion Theta0
ConversionTO

Tacum* Theta

T1acum conversion Theta1
ConversionT1

function Theta = conversion (Tacum)
vueltas = Tacum/ (2*pi); SNumero de vueltas

if sign(vueltas) == -1

signo = -1; %Angulo negativo
else
signo = 1; %Angulo positivo

end

Theta = signo*mod (abs (vueltas),l)*2*pi;

if signo == -1

Theta = 2*pi - abs(Theta); %Convierte los angulos negativos a

positivos

else

end

if Theta > pi

Theta = Theta - 2*pi; %Convierte los angulos mayores a pi en

negativos

else

end

El bloque Conversion contiene dos bloques de funcidn con la misma programacion, estos
blogues se incluyen para que la posicion angular del brazo y péndulo estén limitados entre 0
y Tty 0y —m La entrada de ambas funciones es la posicion angular acumulada
(ThetaODacum y Thetalacum) y dan por salida (ThetaO y Thetal) la posicion entre los

limites ya mencionados.
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Modelo CAD

Para el modelo CAD se tiene el siguiente diagrama de bloques:

TO|—»{Toc Tod
PIRIFE EM|—{EM
TOp | TOpc TOpd ThetaO
Perturbacion
Tt BT Tid| Thetalpp ™3
Ro T| T EP[1EP 1ol bl gipc Tipd Theta
Tao  Actuador

Modelo CAD  Sensores Discretizacion 1 neta1p

Los bloques Perturbacion, Actuador, Modelo CAD, Sensores y Discretizacion se

describen a continuacion:

O of o]
Reloj FE Px, Pz N
FE T " . P ﬁ <>
Perturbacion P
m [ﬁ_’ TF Actuador
TF Perturbacion Perturbacién

La parte correspondiente a la funcion Perturbacion ya se explicd anteriormente. En el
blogue Perturbacién del Modelo CAD se tienen blogques adicionales. Primero se parte de
mencionar que el valor de P entra a un mux en el que cada entrada corresponde a un eje del
plano cartesiano (X,y,z); por tanto, como se observa en la imagen anterior, el valor de
perturbacién en equis y zeta es siempre igual a cero (Px, Pz), de manera que P va en
direccidn ye; éste valor entra a un Body Actuator llamado Actuador Perturbacion que se
encarga de enviarle el valor de perturbacién en el instante definido al bloque SimMechanics

del péndulo.
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T <0
Tao T
Motor

El bloque Motor (Actuator en las librerias de Simulink) es configurado como fuerza

generalizada de modo que entregue el torque requerido al blogue SimMechanics del brazo.

* BHHFB 1: Fr——Hcofgoss pg——e Cl; Fr——wcsfgess g >
T

RootGround Base_Furuta FE
Weld - cis @ Brazo_Furuta @ Pendulo_Furuta

CIP
@j Revolute EM Revolute1 EP

T

En la figura anterior se muestran los bloques de SimMechanics, alli se observa un bloque
para la tierra (RootGround), la base (Base_Furuta), la articulacion de la base y el brazo
(Revolute0), el brazo (Brazo_Furuta), la articulacion del brazo y el péndulo (Revolutel)
y el péndulo (Pendulo_Furuta). Cada uno de estos bloques ya esta configurado con la
cinematica directa obtenida mediante el algoritmo de D-H (Apéndice A). Las entradas del
bloque Modelo CAD son la condicién inicial del brazo (CIB), del péndulo (CIP), la
perturbacion (FE) y el torque (Tao), mientras que sus salidas son el encoder del brazo (EM)

y del péndulo (EP).
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s
EM av

Sensor Motor TOp

SIED
@S| T

Sensor Péndulo T1p

El bloque Sensores se compone de dos blogues Sensor (encontrados con este nombre en
las librerias de Simulink); el bloque Sensor Motor actia emulando un encoder rotatorio
conectado al motor, de forma que ofrece la posicion (TO) y velocidad angular (TOp) del
brazo; de igual manera, el bloque Sensor Péndulo emula un encoder rotatorio que mide la
posicion (T1) y velocidad angular (T1p) del péndulo. Se tiene EM (Encoder del Motor) y
EP (Enconder del Péndulo) como entradas de los bloques.

El bloque Discretizacion corresponde al mismo del Modelo Tedrico.

CODIGO SISO SIN RESTRICCIONES

% CONTROL EN ESPACIO DE ESTADOS MONOVARIABLE
% Control del péndulo en su posicidédn invertida

% CONDICIONES INICIALES

Levantamiento = readfis('Fuzzy'); %Control de levantamiento
open_system('Modelos.slx'); %Simulink con ambos modelos

CIB = deg2rad(0); %Condicidén inicial del brazo (Se configura en la GUI)
CIP = deg2rad(180); %Condicidén inicial del péndulo (Se configura en la
GUI)

FE = $Perturbacidén (Se configura en la GUI)

0;
TI = 0; %$Tiempo inicial de la perturbacidén (Se configura en la GUI)
TF = 0; %$Tiempo final de la perturbacidén (Se configura en la GUI)
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TS = 2; S$Tiempo de simulacidén (Se configura en la GUI)
[001,Q012,0w0,I,P01,P12,Pw0,P0] = DH(); %Denavit-Hartenberg

HC = 4; %$Definir horizonte de control (Se configura en la GUI)

HP = 40 + HC; %Definir horizonte de prediccidén (Se configura en la GUI)
alpha = 1; %Ponderacidén en el error de prediccidén (Se configura en la
GUI)

lambda = 1; %Ponderacidén en el esfuerzo de control (Se configura en la
GUI)

Ts = 0.015; %Tiempo de muestreo (Se configura en la GUI)

% REFERENCIA DEL PENDULO
Ref = deg2rad(0); %SReferencia a seguir
R = Ref*ones (HP,1); S$Trayetoria de referencia

RI = 0; %Trayectoria de referencia del brazo (no aplica al SISO)
RN = 0; %Nueva referencia del brazo (no aplica al SISO)
TRN = 0; %Tiempo del cambio de referencia (no aplica al SISO)

% Modelo con entrada T
$ I0 = 1/3, I1 = 1/12
A= [0100; 0O0 38.95321 0; 0 0 0 1; O 0 94.92657 01;
B = [0; 115.7209; 0; -116.0078];

C [00 1 0];

sys = ss(A,B,C,0); %$Sistema en espacio de estados

sysd = c2d(sys,Ts); %Discretiza con un retenedor de orden cero
A = sysd.a; SMatriz A discreta

B = sysd.b; SMatriz B discreta

C = sysd.c; %SMatriz C discreta

M = [A B; zeros(1l,4) 1]; %Matriz A aumentada

N = [B; 1]; $Matriz B aumentada
Q = [C 0]; %Matriz C aumentada
% MODELO DE PREDICCION Yp = F*x (k) + H*deltau

for 1 = 1:HP
F(i,:) = [Q*M"i]; %Matriz F

H = zeros (HP,HC) ;
for 1 = 1:HP

for j = 1:HC

if 3 <=1
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Htemp = Q*M" (i-7);
Htemp Htemp*N;
H(i,j) = Htemp; SMatriz H

ALPHA = alpha*eye (HP); S%$Matriz de ponderacidn del error de prediccidn
LAMBDA = lambda*eye (HC); %Matriz de ponderacidédn del esfuerzo de control
G = inv (H'*ALPHA*H + LAMBDA) *H'*ALPHA;

% CONTROLADOR EN ESPACIO DE ESTADOS MONOVARIABLE CON RESTRICCIONES
% Control del Péndulo en su Posicidén Invertida

% CONDICIONES INICIALES

Levantamiento = readfis('Fuzzy'); %Control de levantamiento
open_system('Modelos Restricciones.slx'); %$Simulink con ambos modelos
CIB = deg2rad(0); %Condicidén inicial del brazo (Se configura en la GUI)
CIP = deg2rad(180); %$Condicidén inicial del péndulo (Se configura en la
GUTI)

FE = 0; %Perturbacién (Se configura en la GUI)

TI = 0; %Tiempo inicial de la perturbacidén (Se configura en la GUI)

TF = 0; %Tiempo final de la perturbacién (Se configura en la GUI)

TS = 2; %Tiempo de simulacién (Se configura en la GUI)
[Q01,Q012,0w0,I,P01,P12,Pw0,P0] = DH(); %Denavit-Hartenberg

% PARAMETROS DE SINTONIA DEL CONTROLADOR

HC = 4; %Definir horizonte de control (Se configura en la GUI)

HP 40 + HC; %Definir horizonte de prediccidén (Se configura en la GUI)
alpha = 1; %Ponderacidén en el error de prediccidén (Se configura en la
GUI)

lambda = 1; %Ponderacién en el esfuerzo de control (Se configura en la
GUI)

Ts = 0.015; %Tiempo de muestreo (Se configura en la GUI)

Ref = deg2rad(0); SReferencia a seguir del péndulo
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R = Ref*ones (HP,1); %Trayetoria de referencia

RI = 0; %Trayectoria de referencia del brazo (no aplica al SISO)
RN = 0; %Nueva referencia del brazo (no aplica al SISO)

TRN = 0; %Tiempo del cambio de referencia (no aplica al SISO)

dumax = 2; %$Limite superior de la velocidad de la variable manipulada
dumin = -2; %Limite inferior de la velocidad de la variable manipulada
umax = 2; %$Limite superior de la magnitud de la variable manipulada

umin = -2; %Limite inferior de la magnitud de la variable manipulada
ymax = deg2rad(25); S$Limite superior de la magnitud de la variable
controlada

ymin = deg2rad(-25); %Limite inferior de la magnitud de la variable
controlada

% SISTEMA EN ESPACIO DE ESTADOS

$ I0 = 1/3, I1 = 1/12

A =[0100; 0O0 38.95321 0; 0 0 0 1; O 0 94.92657 0]; S%Matriz A
continua

B = [0; 115.7209; 0; -116.0078]; %Matriz B continua

C = [0010]; %Matriz C continua

sys = ss(A,B,C,0); %$Comando para definir un sistema en espacio de estados
sysd = c2d(sys,Ts); %Comando para discretizar el sistema continuo

= sysd.a; %Matriz A discreta

= sysd.b; %Matriz B discreta

= sysd.c; %Matriz C discreta

A
B
C
M = [A B;zeros(l,4) 1]; %Matriz M
N = [B;1l]; %$Matriz N
Q = [C 0]; %Matriz O
F

= zeros (HP,5); %Inicializacidén de la matriz F
for 1 = 1:HP
F(i,:) = [Q*M"i]; %Construccidédn de la matriz F
end
H = zeros (HP,HC); %Inicializacidédn de la matriz H

for i = 1:HP
for j = 1:HC
if §J <=1
Htemp = Q*M" (i-3);
Htemp = Htemp*N;
H(i,j)= Htemp; %Construccidédn de la matriz H
end

% MATRICES DE PONDERACION DEL CPBM
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ALPHA = alpha*eye (HP); S%Matriz de ponderacidén del error de predicciodn
LAMBDA = lambda*eye (HC); S%Matriz de ponderacidn del esfuerzo de control
G = inv (H'*ALPHA*H + LAMBDA) *H'*ALPHA;

Hgp = H'*ALPHA*H + LAMBDA; S%Matriz Hagp

Cgpaux = -H'*ALPHA; %Cgp = Cgpaux*L

[Agp,Bl,B2a,B2b,B3a] = QPSISO (dumax,dumin,umax,umin, ymax, ymin, HP,HC,H) ;
%Se calculan las matrices de restricciones

% CONTROL EN ESPACIO DE ESTADOS MULTIVARIABLE
% Control del péndulo en su posicién invertida
% Control de posicidén del brazo

% CONDICIONES INICIALES

Levantamiento = readfis('Fuzzy'); %Control de levantamiento
open_system('Modelos.slx'); %Simulink con ambos modelos

CIB = deg2rad(0); %Condicidén inicial del brazo (Se configura en la GUI)
CIP = deg2rad(180); %$Condicidén inicial del péndulo (Se configura en la
GUI)

FE = 0; %Perturbacién (Se configura en la GUI)

TI = 0; %Tiempo inicial de la perturbacidén (Se configura en la GUI)

0
0
TF = 0; %Tiempo final de la perturbacidén (Se configura en la GUI)
Q12,0w0,I,P01,P12,Pw0,P0] = DH(); %Denavit-Hartenberg

Ts = 0.015; %Tiempo de muestreo (Se configura en la GUI)
TS = 2; %$Tiempo de simulacidén (Se configura en la GUI)

HCO = 4; SHorizonte de control del brazo (Se configura en la GUI)
= 40 + HCO; %Horizonte de prediccién del brazo (Se configura en la

s

)

o
|

GUI)

alphaO = 1; %Ponderacidén en el error de prediccidn del brazo (Se
configura en la GUI)

lambda0 = 1; %Ponderacién en el esfuerzo de control del brazo (Se
configura en la GUI)
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Ref0 = deg2rad(0); %Referencia a seguir del brazo (Se configura en la
GUI)

Ref0 1 = deg2rad(0); %Referencia nueva a seguir del brazo (Se configura
en la GUI)

R et PENDULO-—————————————————————————————————

HC1 = 4; %Horizonte de control del péndulo (Se configura en la GUI)

HP1 = 40 + HC1l; %Horizonte de prediccidén del péndulo (Se configura en la
GUTI)

alphal = 1; %Ponderacidén en el error de prediccidn del péndulo (Se
configura en la GUI)

lambdal = 1; %Ponderacién en el esfuerzo de control del péndulo (Se
configura en la GUI)

Refl = deg2rad(0); %Referencia a seguir del péndulo

% MATRICES DE REFERENCIA

RO = RefO*ones (HPO,1); %Trayetoria de referencia del brazo

RO 1 = Ref(0 l*ones (HPO,1); %Trayetoria nueva de referencia del brazo

Rl = Refl*ones (HP1,1); %Trayetoria de referencia del péndulo

R = [RO; R1l]; %Matriz de referencias multivariable
et CAMBIO DE REFERENCTIA-————————————————mm

RI = [RO(2:end); Ref0 _1; R1]; %Matriz de referencia para cambio de
referencia

RN = [RO_1; R1]; %Matriz de referencia nueva

TRN = 0; %Tiempo a aplicar el cambio de referencia (Se configura en la

$ I0 = 1/3, I1 = 1/12

A=[0100; 00 38.95321 0; 0 0 0 1; O O 94.92657 0];
B = [0; 115.7209; 0; -116.0078];

C [100O0; 001O0];

sys = ss(A,B,C,0); %$Sistema en espacio de estados

sysd = c2d(sys,Ts); %Discretiza con un retenedor de orden cero
A = sysd.a; SMatriz A discreta

B = sysd.b; SMatriz B discreta

C = sysd.c; %SMatriz C discreta

% MODELO INCREMENTAL
M = [A B;zeros(l,4) 1]; %Matriz A aumentada

N = [B;1l]; SMatriz B aumentada

Q0 = [C(1,:) 0]; %SMatriz C aumentada brazo

Q1 = [C(2,:) 0]; %Matriz C aumentada péndulo
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% MODELO DE PREDICCION Yp = F*x (k) + H*deltau
FO = zeros (HPO,5);
for 1 = 1:HPO

FO(i,:) = [Q0O*M"i]; S$Matriz F del brazo

Fl = zeros (HP1,5);
for 1 = 1:HP1
Fl(i,:) = [Ql*M"i]; S%Matriz F del péndulo
end
F = [FO;Fl]; %Matriz F multivariable

HO = zeros (HPO,HCO) ;
for 1 = 1:HPO
for j = 1:HCO

if 3 <=1
HOtemp = QO*M" (i-73);
HOtemp = HOtemp*N;
HO(i,j) = HOtemp; %Matriz H del brazo
end
end
end
Hl1 = zeros (HP1,HC1);
for 1 = 1:HP1
for j = 1:HC1
if 3 <=1
Hltemp = Q1*M" (i-73);

Hltemp = Hltemp*Nj;
H1(i,j) = Hltemp; %Matriz H del péndulo
end

ALPHAO = alphaO*eye (HP0O); %Matriz de ponderacidén del error de predicciodn
del brazo

ALPHAl = alphal*eye (HPl); %Matriz de ponderacién del error de predicciodn
del péndulo

ALPHA = [ALPHAQO zeros (HPO); zeros (HPl) ALPHAl]; %Matriz de ponderacidn
del error de prediccidén multivariable

LAMBDA = lambdaO*eye (HCO); %$Matriz de ponderaciédn del esfuerzo de control
G = inv(H'*ALPHA*H + LAMBDA) *H'*ALPHA;
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% CONTROLADOR EN ESPACIO DE ESTADOS MULTIVARIABLE CON RESTRICCIONES
% Control del Péndulo en su Posicién Invertida y de la Posicién del

close all; clear all; clc;

% CONDICIONES INICIALES

Levantamiento = readfis('Fuzzy'); %Control de levantamiento
open_system('Modelos Restricciones.slx'); %Simulink con ambos modelos
CIB = deg2rad(0); %Condicién inicial del brazo (Se configura en la GUI)
CIP = deg2rad(180); %Condicidén inicial del péndulo (Se configura en la
GUI)

FE = 0; %Perturbacidén (Se configura en la GUI)

TI = 0; %Tiempo inicial de la perturbacidén (Se configura en la GUI)

TF = 0; %Tiempo final de la perturbacién (Se configura en la GUI)
[Q01,Q012,0w0,I,P01,P12,Pw0,P0] = DH(); %Denavit-Hartenberg

% PARAMETROS DE SINTONIA DEL CONTROLADOR

Ts = 0.015; %Tiempo de muestreo (Se configura en la GUI)

TS = 15; %$Tiempo de simulacidén (Se configura en la GUI)

F—— BRAZO-———————
HCO = 4; %Horizonte de control del brazo (Se configura en la GUI)

HPO = 40 + HCO; %Horizonte de prediccidén del brazo (Se configura en la
GUI)

alphaO = 1; %Ponderacidén en el error de prediccién del brazo (Se
configura en la GUI)

lambda0 = 1; %Ponderacidén en el esfuerzo de control del brazo (Se
configura en la GUI)

Ref0 = deg2rad(0); SReferencia a seguir del brazo (Se configura en la
GUI)

Ref0 1 = deg2rad(0); SReferencia nueva a seguir del brazo (Se configura
en la GUI)

S PENDULO-———————————————mm—
HC1 = 4; %Horizonte de control del péndulo (Se configura en la GUI)

HP1 = 40 + HCl; %Horizonte de prediccién del péndulo (Se configura en la
GUI)

alphal = 1; %Ponderacidén en el error de prediccidn del péndulo (Se
configura en la GUI)

lambdal = 1; %Ponderacidén en el esfuerzo de control del péndulo (Se

configura en la GUI)
Refl = deg2rad(0); %Referencia a seguir del péndulo

% MATRICES DE REFERENCIA

RO = RefO*ones (HPO,1); %Trayetoria de referencia del brazo

RO 1 = Ref(0 1l*ones (HPO,1); STrayetoria nueva de referencia del brazo
Rl = Refl*ones (HP1l,1); %Trayetoria de referencia del péndulo

R = [RO; R1]; %Matriz de referencias multivariable
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e — CAMBIO DE REFERENCIA-———————————————————————————
RI = [RO(2:end); RefO 1; R1]; %Matriz de referencia para cambio de
referencia

RN = [RO_1; R1]; %Matriz de referencia nueva

TRN = 0; %Tiempo a aplicar el cambio de referencia (Se configura en la
GUI)

% RESTRICCIONES

dumax = 2; %Limite superior de la velocidad de la variable manipulada
-2; %Limite inferior de la velocidad de la variable manipulada
umax = 2; %Limite superior de la magnitud de la variable manipulada

o
c
3
’_l.
=
Il

umin = -2; %Limite inferior de la magnitud de la variable manipulada
yOmax = deg2rad(180); %$Limite superior de la magnitud de la variable
controlada (ThetaO)

yOmin = deg2rad(-180); %Limite inferior de la magnitud de la variable
controlada (ThetaO)

ylmax = deg2rad(25); %Limite superior de la magnitud de la variable
controlada (Thetal)

ylmin = deg2rad(-25); %$Limite inferior de la magnitud de la variable

controlada (Thetal)

$ I0 = 1/3, I1 = 1/12

A [01 0 0; 0 0 38.95321 0; 0 0 O 1; 0 0 94.92657 0]; S%SMatriz A
continua

B = [0; 115.7209; 0; -116.0078]; %SMatriz B continua

C=1[1000; 001O0];, SMatriz C continua

sys = ss(A,B,C,0); %$Comando para definir un sistema en espacio de estados
sysd = c2d(sys,Ts); %Comando para discretizar el sistema continuo

A = sysd.a; SMatriz A discreta
B = sysd.b; SMatriz B discreta
C = sysd.c; %SMatriz C discreta

% MODELO INCREMENTAL

M = [A B;zeros(l,4) 1]; SMatriz A aumentada

N = [B;1l]; %$Matriz B aumentada

Q0 [C(1,:) O0]; %Matriz C aumentada brazo

Q1 [C(2,:) 0]; %Matriz C aumentada péndulo

% MODELO DE PREDICCION Yp = F*x (k) + H*deltau

FO = zeros (HPO,5);
for 1 = 1:HPO

FO(i,:) = [Q0O*M"i]; SMatriz F del brazo
end
Fl = zeros (HP1,5);
for 1 = 1:HP1

Fl(i,:) = [Ql*M"i]; %Matriz F del péndulo

Facultad de Ingenieria Mecatronica — USTA Bucaramanga 187



Apéndice B. Diagrama de Bloques de Ambos Modelos

end
F = [FO;F1l]; S$Matriz F sistema multivariable

HO = zeros (HPO,HCO) ;
for 1 = 1:HPO
for j = 1:HCO

if 3 <=1
HOtemp = QO*M" (i-73);
HOtemp = HOtemp*N;
HO (i,]) = HOtemp; %Matriz H del brazo
end
end
end
Hl1 = zeros (HP1,HC1);
for 1 = 1:HP1
for j = 1:HC1
if j <=1
Hltemp = Q1*M" (i-73);
Hltemp = Hltemp*Nj;
H1(i,j) = Hltemp; %Matriz H del péndulo
end
end
end
H = [HO; H1l]; %Matriz H sistema multivariable
% MATRICES DE PONDERACION DEL CPBM

ALPHAO = alphaO*eye (HPO); S%$Matriz de ponderacidn del error de prediccidn
del brazo

ALPHA1l = alphal*eye(HPl); S%Matriz de ponderacidédn del error de prediccidn
del péndulo

ALPHA = [ALPHAO zeros (HPO); =zeros (HPl) ALPHAl]; %$Matriz de ponderacidn
del error de prediccidén multivariable

LAMBDA = lambdaO*eye (HCO); %$Matriz de ponderacidédn del esfuerzo de control

Hgp = H'*ALPHA*H + LAMBDA; S$Matriz Hap

Cgpaux = -H'*ALPHA; %Cgp = Cgpaux*L

[Agp,Bl,B2a,B2b,B3a] =

QPSIMO (dumax,dumin, umax, umin, yOmax, yOmin, ylmax, ylmin, HCO, HPO, HC1, HP1, H) ;
%Se calculan las matrices de restricciones

FUNCION DH
function [Q01,Q12,Qw0,I,P01,P12,Pw0,P0] = DH()
S——_—— - DEFINICION DE VARIABLES Y MATRICES GLOBALES-————————=————

theta0 = 0; %Angulo del brazo
= 0; %Angulo del péndulo

pa

oy

[0)

ot

Q

i
|
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11 = 0.34; %Altura de la base

12 = 0.209; %Longitud del brazo
13 = 0.275; %Longitud del péndulo
QwOo = [1 0 0; 0 0 1; 0 -1 0]; %Matriz de orientacidén de la base
PwO = [0; 11; 0]; %Vector de posicidén de la base
I = eye(3); SMatriz identidad
PO = zeros(3,1); %$Vector de posicidn de origen
e PRIMER GRADO DE LIBERTAD-—-——-—————————"—"—"———————~——————
Trz01 = [cos(thetal - pi/2) -sin(thetal0 - pi/2) 0 O;
sin(theta0 - pi/2) cos(theta0 - pi/2) 0 0;
001 0;
0 00 1]; %Matriz de rotacidédn en z del brazo
Ttz01 = [1 0 0 0, 01 0 0; 00O 1 O0; O0O0O 1], %Matriz de traslacidn en z
del brazo
Ttx01 = [1 0 0 0; 01 0 0; 001 O0; O OO 1]; %Matriz de traslacidn en x
del brazo
Trx01 = [1 0 0 0;
0 cos(pi/2) -sin(pi/2) 0;
0 sin(pi/2) cos(pi/2) 0;
0 0 0 1]; %Matriz de rotacidn en x del brazo
A0l = Trz01*Ttz01*Ttx01*Trx01; %Matriz de transformacidn del brazo
Q01 = [A01(1,1) AO01(1,2) A01(1,3):;

PO1

A01(2,1) AQ01(2,2) A01(2,3);
A01(3,1) A01(3,2) A01(3,3)]; %SMatriz de orientacidn del brazo

[(AO1(1,4);

A01(2,4);
A01(3,4)]; %Vector de posicidédn del brazo

e SEGUNDO GRADO DE LIBERTAD--————=-————=———————————————
Trzl2
sin(thetal + pi/2) cos(thetal + pi/2) 0 0;

0
0

Ttz1l2
z del péndulo
Ttx12
del péndulo
Trx12

Al2
Q12

P12

0

0
0

= [cos(thetal + pi/2) -sin(thetal + pi/2) 0 O;

01 0;
0 0 1]; %Matriz de rotacidén en z del péndulo
= [1000; 0100O0; 001 -12; 000 1]; %Matriz de traslacidn en

= [10013; 01 00; 0010; 0O0O01); %Matriz de traslacidn en x

= [1 00 0;

cos (0) -sin(0) O;

sin(0) cos(0) O;

0 0 1]; %Matriz de rotacidén en x del péndulo
Trzl12*Ttz12*Ttx12*Trx12; %Matriz de transformacidn del péndulo
[A12(1,1) Al2(1,2) Al2(1,3);

Al2(2,1) Al2(2,2) Al2(2,3);
A12(3,1) Al2(3,2) Al2(3,3)]; %Matriz de orientacidén del péndulo

[A12(1,4);

Al2(2,4);
Al2(3,4)]; %Vector de posicidn del péndulo

FUNCION QPSISO
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function [Agp,Bl,B2a,B2b,B3a] =

QPSISO (dumax,dumin, umax,umin, ymax, ymin, HP, HC, H)
$Limites de la velocidad de la variable manipulada
I = eye(HC);

Al = [I; -1I1;

B1 [dumax*ones (HC,1); -dumin*ones (HC,1)];

$Limites de la magnitud de la variable manipulada
IL = tril (ones (HC)) ;

A2 = [IL; -IL];
B2a = [umax*ones (HC,1l); -umin*ones (HC,1)];
B2b = [-ones (HC,1); ones(HC,1)1;

$Limites de la magnitud de la variable controlada
A3 = [H; -H];
B3a = [ymax*ones (HP,1); -ymin*ones (HP,1)];

Agp = [Al; A2; A3];

FUNCION QPSIMO

function [Agp,Bl,B2a,B2b,B3a] =

QPSIMO (dumax, dumin, umax, umin, yOmax, yOmin, ylmax, ylmin, HCO, HPO, HC1, HP1, H)
$Limites de la velocidad de la variable manipulada

I = eye(HC1);

Al = [I; -1I1;

Bl = [dumax*ones (HC1l,1); -dumin*ones (HC1,1)];

%$Limites de la magnitud de la variable manipulada
IL = tril (ones (HC1l));

A2 = [IL; -IL];
B2a = [umax*ones (HC1l,1); -umin*ones (HC1,1)];
B2b = [-ones (HC1l,1); ones(HC1l,1)];

$Limites de la magnitud de la variable controlada

A3 = [H; -H];

B3a = [yOmax*ones (HPO,1); ylmax*ones (HPl,1); -yOmin*ones (HPO,1); -
ylmin*ones (HP1,1)1];

Agp = [Al; A2; A3];
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Apeéndice C. Disefio del controlador difuso.

Para la posicion el universo de discurso se dividio en 7 conjuntos difusos que en términos
linglisticos se pueden entender como: positivo grande, positivo, positivo medio, cero,
negativo medio, negativo y negativo grande. En tanto, la velocidad se clasific de manera un
poco més sencilla en 3 conjuntos: positiva, cero y negativa. Esta reduccion de conjuntos con
respecto a la posicion se hizo con el fin de disminuir el nimero de reglas que se podrian
presentar. Finalmente, para el torque del motor se definieron 5 conjuntos de manera que
existiera una sefial de control mas precisa: negativo, negativo medio, cero, positivo medio y
positivo.

Se definieron 17 reglas a partir de los conjuntos mencionados anteriormente, estas reglas

difusas tendran la funcion de hacer oscilar el péndulo inyectandole cada vez mas energia.

Thetat Difuso
/ (mamdani)
; : : Tao

Thetalp
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Apéndice C. Disefio del Controlador Difuso

FIS Variables Membership function plots Flet paints: 181
PG F P c M M NG
XX |
EANEAN
Thetal Tao
Thetalp
1 = A == . -
i 2 ! 4
input variable "“Theta1®

Los conjuntos difusos para la variable linglistica Thetal tienen las siguientes funciones y
rangos: PG (Positivo Grande) es tipo z [0.4416 1.142], P (Positivo) es triangular [0.1416
1.042 2.342], PM (Positivo Medio) es triangular [1.242 2.242 3.042], C (Cero) es triangular
[2.442 3.142 3.842], NM (Negativo Medio) es triangular [3.242 4.042 5.042], N (Negativo)

es triangular [3.942 5.242 6.142] y NG (Negativo Grande) es tipo s [5.142 5.842].

FIS Variables Membership function plots et peints: 181

XX |

Thetat Tao

Thetalp

M c P

1 T 1 1 1 1

input variable "Theta1p®
Para los conjuntos y variables de Thetalp se tiene: N (Negativo) es una funcion tipo z [-

12 -1.5], C (Cero) es triangular [-10 0 10] y P (Positivo) es tipo s [1.5 12].
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FIS Variables Membership function plots Flet paints: 181

m M M c P P
XX |

Tao

1 =1 1 1 1 1

2 1.: 1 . 0 0.1 1 1.1 2

c;utput variable "Tax:;"

Finalmente, para los conjuntos difusos de la variable lingistica de salida se definieron: N
(Negativo) como una funcién trapezoidal [-2 -2 -1.5 -1], NM (Negativo Medio) es triangular
[-1.3 -0.7 -0.065], C (Cero) es triangular [-0.6 0 0.6], PM (Positivo Medio) es triangular
[0.065 0.7 1.3] y P (Positivo) es trapezoidal [1 1.5 2 2].

. If (Theta1 is C) and (Thetaip is N} then (Tao is PM} (1)

. If (Thetal iz Py and (Thetalp iz P} then (Tao iz P} (1)

.If (Thetal is PM) and (Thetalp is P) then (Tao iz Py (1)

. If (Thetal is C) and (Thetalp iz P} then (Tao is PM} (1}

. If (Thetal is NM} and (Thetalp iz P) then (Tao is PH) (1}

. If (Thetal iz N} and (Thetalp iz P} then (Tao iz PM} (1}
.If (Thetal is NG} and (Thetalp is P) then (Tao is Cy (1)
If (Thetal is PG)and (Thetalp iz C) then (Tao is P} (1}
If (Thetal is C) and (Thetalp is C) then (Tac is P} (1}

10. If (Thetal iz NG} and (Thetalp is C) then (Tao iz NM} (1}
11. If (Thetal iz PG) and (Thetalp iz N) then (Tao is C) (1}
12. If (Thetal is Py and (Thetalp is N} then (Tao is MK} (1)
13. If (Thetal is PM} and (Thetalp is M) then (Tao iz NM) (1}
14. If (Thetal is C) and (Thetalp iz N) then (Tao iz MM} (1}
15. If (Thetal i= NKM} and (Thetalp iz M) then (Tao is Nj (1}
16. If (Thetal is N} and (Thetalp is N} then (Tao is M}y (1}
17. If (Thetal is NG) and (Thetalp is M) then (Tao iz NM} (1}

(=D = Tt I I I R O I

Reglas

1. Sithetal es cero y thetalp es positivo entonces positivo medio

2. Sithetal es positivo y thetalp es negativo entonces positivo

3. Sithetal es positivo medio y thetalp es negativo entonces positivo

4. Sithetal es cero y thetalp es negativo entonces positivo medio
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Si thetal es negativo medio y thetalp es negativo entonces positivo medio
Si thetal es negativo y thetalp es negativo entonces positivo medio

Si thetal es negativo grande y thetalp es negativo entonces cero

Si thetal es positivo grande y thetalp es cero entonces positivo medio

Si thetal es cero y thetalp es cero entonces positivo

Si thetal es negativo grande y thetalp es cero entonces negativo medio

Si thetal es positivo grande y thetalp es positivo entonces cero

Si thetal es positivo y thetalp es positivo entonces negativo medio

Si thetal es positivo medio y thetalp es positivo entonces negativo medio
Si thetal es cero y thetalp es positivo entonces negativo medio

Si thetal es negativo medio y thetalp es positivo entonces negativo

Si thetal es negativo y thetalp es positivo entonces negativo

Si thetal es negativo grande y thetalp es positivo entonces negativo.
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