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RESUMEN

Este documento presenta las diferentes etapas para el correcto funcionamiento
y analisis de un robot manipulador, para lo cual se debe comienza por realizar
los calculos de cinematica directa para luego obtener la inversa, en la que se
usaron dos métodos, uno de estos es el de desacoplo cinematico, muy util para
reducir un analisis complejo en célculos méas sencillos, resultando por ejem-
plo en el caso del robot PUMA reducir el analisis de seis grados de libertad
a tres. Las articulaciones estan compuestas por servomotores digitales dy-
namixel, conectados en bus, cada uno con un ID diferente, lo que permite un
solo conector en el circuito disefado, este incluye ademas un conector para un
el servomotor anal6gico del gripper, la conexion para la fuente, el microcontro-
lador PIC16F88, que se comunica con los servomotores dynamixel y ademas
con la interfaz grafica en el computador. El uso del PIC realiza también el PWM
(pulse with modulation) necesario para mover el servomotor analdgico y en el
caso del robot SCARA hace la lectura del sensor del grado de libertad trasla-
cional, que es movido por un micromotor. La interfaz grafica contiene los ele-
mentos necesarios para enviar y recibir datos desde y hacia los servomotores
dynamixel, logrando ver la simulacion de movimiento real de los motores. Para
la realizacion de la interfaz es necesario realizar las funciones que calculan la
cinematica directa, inversa, generacion de trayectorias, entre otras necesarias,
ademas de un diagrama en simmechanics de MATLAB en el que se aprecia el
movimiento y las propiedades de los manipuladores.

PALABRAS CLAVE: Robot manipulador, Cinematica, Directa, Inversa, Grados
de Libertad, Servomotores, Comunicacion digital, Circuito, Interfaz grafica.



INTRODUCCION

El desarrollo de manipuladores robéticos es de vital importancia en la economia
de consumo actual, en donde los procesos industriales requieren alta efectividad y
presicion, tareas que se deben cumplir a cabalidad teniendo en cuenta los estan-
dares de calidad establecidos. Por estas razones, en el mundo cada vez mas se
fortalece la implementacién de estos robots en la industria, en la cual la Ingenieria
Mecatrénica se vuelve fundamental para el desarrollo e implementacion de este tipo
de productos, por lo cual dentro de la formacion como Ingeniero se debe fortalecer
el conocimiento en la robética de manipuladores, asi como las distintas etapas para
su analisis, de manera que se logre el correcto funcionamiento dentro de un espacio
establecido segun la respectiva aplicacién.

En este proyecto se definen varias de las etapas de analisis y desarrollo de un robot
manipulador, las cuales de describen en el capitulo tres, una metodologia con la cual
se desarroll6 el proyecto, desde sus requerimientos hasta la conclusién del mismo.

En el capitulo cuatro se describen las fases Unicas para el desarrollo del robot
SCARA, el cual posee cuatro grados del libertad. El analisis comienza por el calculo
de la cinematica directa, con la cual se establece una expresion paramétrica propia
del robot, en seguida, la cinematica inversa, descripcion de los actuadores, anélisis
dindmico paramétrico y numérico, realizado a través del algoritmo de Lagrange -
Euler. Posteriormente se muestra el espacio de trabajo para el robot, finalizando por
el disefno del circuito para el correcto funcionamiento del manipulador.

Los capitulos cinco y seis describen las mismas etapas que la cuatro, esta vez para
los robots Antropomérfico y PUMA respectivamente.

La descripcion del elemento final de los tres manipuladores, que es un gripper, se
hace el el capitulo siete, especificando el tipo de mecanismo implementado y las
longitudes de las piezas de este importante elemento en un robot manipulador.

En el capitulo ocho se muestra el calculo para la generacién de trayectorias punto
a punto, el cual lleva el manipulador desde una posicién inicial hasta una final de-
seada calculando el movimiento de cada uno de los grados de libertad del robot, de
manera que llegue al punto deseado con suavidad, sin alteraciones en la posicion,
velocidad y aceleracion de las variables articulares.

Para la comprobacién de los calculos realizados el los anteriores capitulos, se hizo
la simulacién de cada uno de los manipuladores, ésta se describe en el capitulo



nueve, en donde ademas se muestra como se implementa en Simmechanics de
Simulink a partir del modelo creado en SolidWorks. Ademas de la interfaz gréfica,
que facilita el movimiento del manipulador, de manera que sea un proceso sencillo

posicionar el robot.
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1 DISENO Y CONSTRUCCION DE TRES
MANIPULADORES ROBOTICOS

1.1 FORMULACION DEL PROBLEMA

Los procesos industriales actuales requieren alta competitividad, dentro de la cual es
necesario el desarrollo de sistemas que les permita una gran productividad, donde
el trabajo humano no es admisible para labores repetitivas y peligrosas, pues colo-
can en riesgo la salud humana, que debe ser priorizada antes que cualquier otra
cosa dentro de un sistema productivo. Labores como soldadura, posicionamiento
de objetos en un mismo sitio, pintura de superficies de igual geometria y ciertos
ensamblajes, generan problemas de salubridad a mediano y largo plazo en un tra-
bajador u operario. Desde el punto de vista de la produccion, el ser humano en
labores ya descritas es ineficiente, haciendo una linea de produccién cada vez mas
lenta, de modo que al final de la jornada laboral no tenga el mismo rendimiento
Ademas de esto, el ser humano pierde repetitividad en el posicionamiento de ob-
jetos en el trascurso del tiempo. Estas labores pueden ser solucionadas desde las
distintas areas que componen la Ingenieria Mecatrénica, por lo que es necesario
dentro del conocimiento de esta Ingenieria.

Complementado lo anterior, la Universidad Santo Tomas no cuenta con brazos ma-
nipuladores, en el cual los estudiantes de areas como Robdtica, Automatizacion,
Control, Instrumentacién, entre otras, puedan aprovechar para complementar su
aprendizaje, llevando los principales planteamientos tedéricos a la préactica.

Una alternativa de solucion para el problema presentado, es el disefio y construccion
de tres brazos manipuladores de diferente configuracion, en la que el estudiante
pueda discernir entre los modelos matematicos, fisicos y de control, de cada con-
figuracién y con ello identificar ventajas y desventajas de cada estructura, teniendo
en cuenta las limitantes de los prototipos.
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1.2 JUSTIFICACION

La sinergia de la Ingenieria mecanica, electrénica, de sistemas y de control, dan
lugar a la Ingenieria Mecatrdnica, a través de la cual es posible construir sistemas
robéticos que permiten mejorar la repetitividad y eficiencia de los procesos industria-
les que frecuentemente se encuentran en las diferentes empresas de produccion.

Los sistemas de produccién actuales requieren alta competitividad, dentro de los
cuales es importante destacar la precision, velocidad y una frecuencia de trabajo
constante, labores dificiles para un ser humano, que pueden ser simplificadas por
manipuladores robéticos, cada vez mas implementados para procesos industriales,
los cuales son comunes para un ingeniero Mecatrénico, el cual debe tener la capaci-
dad de resolver este tipo de problematicas de manera eficiente, en donde a partir
de los requerimientos de la labor, disefiar un manipulador que cumpla con la tarea
asignada. Sin embargo antes de poder realizar el disefio de un sistema complejo
como un brazo manipulador es necesario el conocimiento previo de algunas confi-
guraciones que debe comprender dentro de su formacién académica. Teniendo en
cuenta lo anterior, se hace necesario que la facultad de Ingenieria Mecatrénica tenga
a su disposicion manipuladores robéticos de distintas configuraciones, en donde el
estudiante de robdtica implemente los conocimientos adquiridos en clases magis-
trales y compruebe de primera mano las teorias consignadas en los libros de este
campo del conocimiento, los cuales no son del todo explicitos en algunos temas; de
esta manera, construir una fuerte teoria y un conocimiento comprobado del entorno
de la robética industrial, tan fuerte en la actualidad.

Se podria decir que los brazos manipuladores son el producto que mejor define la
Ingenieria Mecatrdnica, por lo cual este tipo de robots no sélo se pueden se rela-
cionan en el area de robdtica, dentro de este complejo sistema también se pueden
integrar areas como la automatizacién industrial, control de procesos industriales,
telematica, disefno mecanico. Por consiguiente tener manipuladores robéticos no
sélo fortalece el area del mismo nombre, sino en general a gran parte de las areas
de la Ingenieria Mecatrdnica, llevandola a un entorno mas industrial sin dejar de lado
la teoria que va a definir a estudiante como Ingeniero.

12



1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo general

Disefar y Construir tres brazos manipuladores a escala, de diferentes configura-
ciones para fortalecer el area de robdtica de la facultad de Ingenieria Mecatronica
de la Universidad Santo Tomas.

1.3.2 Objetivos especificos

e Disenar unrobot SCARA, un Antropomorfico y un PUMA, mediante una metodo-
logia de disefno propuesta, analizando el comportamiento cinematico y dinamico
de cada configuracion, resaltando las ventajas y desventajas de cada robot
respecto a determinados procesos.

e Construir los tres manipuladores robéticos cumpliendo con las especificaciones
dimensionales para que manipule un objeto con la masa requerida.

e Elaborar los circuitos de potencia teniendo en cuenta la energia requerida por
cada actuador en las articulaciones de los manipuladores.

e Disenar y realizar los circuitos de control para cada robot manipulador a partir
del numero de grados de libertad para el controlar el correcto posicionamiento
del elemento final del robot.

e Desarrollar una Interfaz grafica que permita manipular los robots a partir de
un software matematico, de manera que el usuario pueda ingresar parametros
para su respectivo movimiento

13



2 MARCO DE REFERENCIA

Se encuentran muchos tipos de manipuladores en la industria, especialmente en
la automotriz, en la cual los manipuladores se encargan de procesos como la pin-
tura, parte del ensamblaje, soldadura, entre otros; pero no solamente en la parte
automotriz los robots manipuladores contribuyen para elevar la produccion, existen
de todos los tamafos de acuerdo a las necesidades. Observando por el tipo de
manipuladores no sélo se consideran los sistemas antropomorficos' , también lo es
el prismatico, el cual presenta desplazamientos lineales, como lo hace un puente
grua, el cual tiene tres grados de libertad y son muy usados en la industria metalur-
gica para movilizar en un gran espacio de trabajo los componentes de considerable
tamafo. Se podria escribir bastante de los avances de la roboética en cada campo
segun el tipo de empresa, pues los robots manipuladores son muy recursivos, se
encuentran ademas en las industrias, farmacéutica, en la biomédica, en la alimenti-
cia.

La investigacion y el desarrollo de los robots manipuladores han avanzado en to-
dos los continentes, Particularmente en Asia y América del Norte. En Colombia
y Latinoamérica también se realiza investigacion en torno al disefio, construccién
e implementacion de los robots manipuladores, pero en menor medida, donde los
mayores exponentes son Brasil, México, Argentina y Chile. Debido a que aun existe
un escepticismo referente a los costos y beneficios de automatizar, pero las Univer-
sidades, Institutos y demas centros tecnoldgicos han ayudado a impulsar la inves-
tigacién y a crear un escenario propicio para resolver aquellas dudas y prejuicios
generados por la incertidumbre debido al desconocimiento de los empresarios so-
bre esta tecnologia. Dentro de la Universidad Santo Tomas, VALENCIA, CUDRIS,
GUZMAN, y MANCILLA?2 en 2010 desarrollaron un robot, al cual se la realizd Tele-
control de un manipulador 5R mediante captura de movimientos. Se trata de un
robot manipulador controlado por un guante adaptado con dispositivos de medicion
que capturan el movimiento de la mano del operario, en este guante se encuentra
un acelerometro y sensores de flexion que indican la apertura de la pinza, pero no
solamente es innovadora la captura de datos para el control, ademas cuenta con un
novedoso sistema de visidbn que cuenta con una camara estereoscopica, gafas de
televisién y demas elementos que permiten la transmisidén de video a una distancia
maxima de 100 metros.

'Tipo de manipulador de seis grados de libertad, en el cual todas sus articulaciones son rota-
cionales.

2VALENCIA, CUDRIS, GUZMAN, & MANCILLA. (2010). Telecontrol de un Manipulador 5R me-
diante captura de movimientos
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Ademas en Colombia aunque lejos de utilizar intensamente este tipo de Robots,
existen avances en algunas empresas que lo requieren, ejemplo son, como lo ex-
plica Montes® la compafia automotriz Mazda y la compafia Corona, en Mosquera,
Cundinamarca. Empresas que debido a la competitividad y capacidad pueden ac-
ceder al uso de automatas, pero por el contrario las pequefas industrias colom-
bianas, que por razones como; Suponer una alta inversion y falta de profesionales
capacitados en el area, no lo logran.

Aun asi en nuestro pais si hay desarrollo de la robédtica, ademas de las investi-
gaciones realizadas en las diferentes universidades y centros tecnoldgicos como;
Universidad Javeriana de Bogotd que con sus proyectos como, Medidas “El robot
borracho”, Amorfo, un robot modular capaz de tomar diferentes formas y Limbo,
un robot bipedo, la Escuela Colombiana de Ingenieros Julio Garavito con la primer
mano artificial creada en Colombia, y la Universidad Santo Tomas mencionada an-
teriormente, y aunque algunos de estos no son pertinentes al tipo de robot trabajado
en este proyecto, valen la pena mencionar, pues son proyectos que han impulsado,
poco a poco la ciencia robotica Colombiana, y demuestran que si es posible sonar
con Colombia como exponente importante de la robética. También existe una com-
pania colombiana dedicada a desarrollar brazos manipuladores para la industria, se
trata de Micromac, proyecto liderado por la Gobernacién de Risaralda y la Camara
de Comercio de Dosquebradas, con apoyo del Fondo Colombiano para el desarrollo
de las Mi-pymes.

Figura 1: Axén LV J3 05, primer robot industrial nacional comercializado

Fuente: Revista Metal Actual, Robética, hacia la automatizacion Industrial No 10.

SMONTES, Alvaro. (2008). Robética Colombiana. SEMANA.
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Enla Figura 1 se observa un robot creado para la aplicacién de soldadura MIG-MAG,
cortes con plasma, paletizado, pintura y manipulacion de piezas, el cual se puede
ver con mas detalle en la Revista Metal Actual*. De los dos prototipos creados en
2010, el primero de éstos fue llamado Axén LV 04, cuenta con cuatro grados de
libertad y capacidad de carga maxima de 4,0 Kg, tiene un area de trabajo de 2,0 m
y alcance vertical de 80 cm, el segundo, Axén LV J3 05, con seis grados de libertad
para un area de trabajo de 2,40 m y alcance vertical de 1,70 m y precision de 0,5
mm. Ambos con sistemas de visidn basicos por pixel, sistema porta pinzas, mesa
de trabajo y posibilidad de desplazamiento.

En la industria cada vez surgen mas avances en todos los campos, en cuanto a
manipuladores, por ejemplo, ABB patent6 el robot manipulador SCARA-Tau, el cual
aprovecha los conceptos de un robot SCARA con un DELTA (ver Figura 2). Las
ventajas de éste ultimo, son de tipo cinematico y dinamico, ya que al ser un robot
0 maquina de cinematica paralela (PKM), tienen desplazamientos mucho mas pre-
cisos y rapidos, ya que su estructura es mucho mas liviana, sin embargo la gran
desventaja de un robot tipo DELTA es que su espacio de trabajo es reducido. Con
bastante aplicacion en la industria alimentaria, farmacéutica y electrénica, por su
gran rapidez, estos robots DELTA tuvieron éxito®.

Figura 2: Robot tipo DELTA ABB

Fuente: http://www.mfrtech.com/articles/3027.html

El concepto SCARA-Tau, se basa en la agrupacion del robot SCARA con enlaces in-
feriores, tiene tres principales eslabones de igual longitud y pueden ser accionados

4Revista Metal Actual, Robética, hacia la automatizacion Industrial No 10.

SImproving the Kinematic Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Confe-
rence on Robotics and Automation
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de forma independiente. ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI ©
proponen una variaciéon para el robot SCARA-Tau original de ABB, con la modifi-
cacioén en el elemento final (ver Figura 3), ahora de forma triangular.

Figura 3: Prototipo del robot SCARA-Tau

Fuente: ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic
Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and

Automation

Figura 4: Prototipo SCARA-Tau y SCARA-Tau con eslabén triangular

—0.5 0 0.5

y=axis (m) y=axis (m)

(a) SCARA-Tau prototype (b) Triangular link SCARA-Tau

Fuente: ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic
Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and

Automation

8ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic Performance of
the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and Automation.
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El modelo propuesto, SCARA-Tau triangular, como se ve en la Figura 4 puede ser
separado en 11 cuerpos rigidos conectados por juntas de la siguiente manera (ver
Figura 5):

e 1 Columna base
e 3 brazos superiores
e 6 Eslabones

e 1 Plataforma movil

Figura 5: Eslabones y Juntas del modelo SCARA-Tau triangular

ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic
Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and

Automation

Otra aplicacién de los robots manipuladores la han dado en la medicina XIONG, XIA,
YANG, y LIANG 7, mas especificamente en las cirugias, logro realizado en China
con el robot THMR-I, un sistema rob6tico compuesto por un robot SCARA con nave-
gacion de imagen, una unidad de seguimiento electromagnética. Este robot SCARA

"XIONG, J., XIA, Z., YANG, X.,& LIANG, P. (2009). Design and Clinical Application of the Inter-
ventional Robot THMR-I. IEEE/ASME.
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tiene una mufieca adecuada para soportar cada uno de los instrumentos que se re-
quieren. La aplicacion exacta de este robot es terapia clinica de intervencion, como
se muestra en la Figura 6, la cual requiere que el médico inserte varias veces un
instrumento y tenga el menor desplazamiento posible con el instrumento insertado,
tareas dificiles de realizar por el cuidado que se debe tener el momento de realizar
el procedimiento, por tal motivo se realizé el THMR-I, dando éxito a mas de diez
cirugias de perforacién de quistes, incluyendo hepaticos y renales.

Figura 6: Escenario clinico del sistema de intervencion

Interventional
Robot THMR-I

{3
@ Surgeon

Surgeon

Surgeon

Patient

~ .
[~ Surgical Instrument
Bed Table

Fuente: Design and Clinical Application of the Interventional Robot THMR-I. IEEE/ASME
International Conference on Advanced Intelligent Mechatronics

El disefio del robot consta de un brazo de tres grados de libertad y una murieca de
dos, en el efector final de la mufieca se monta la aguja de penetracion. El robot esta
montado sobre una plataforma de elevacion.

Para lograr aplicaciones en las que se realiza una accion de manera repetida, un
controlador de aprendizaje mejora el rendimiento del sistema de manera significa-
tiva, como lo explica JEON y TOMIZUKAZ. Este control se le aplica el robot para su
posicién, la cual se puede ver afectada en procesos industriales como el maquinado
de piezas, en donde la fuerza que le aplica la herramienta a la pieza varia en cierta
medida la posicion de la herramienta, dando como resultado una geometria con
mayores tolerancias a las disefiadas. De acuerdo con esto se debe disefiar un com-
pensador que permita mantener la posicion en estos aspectos criticos de procesos
como éste o similares. Para lograr el control de posicion, se debe controlar la fuerza
que se le aplica a la herramienta, ya que la maquina no esta maquinando todo el
tiempo, ademas la fuerza aplicada varia con la velocidad y profundidad del corte y
la velocidad de rotacion de la pieza, asi como la geometria de la misma, pues su
radio determina la velocidad de lineal en el punto de contacto con la herramienta.

8JEON, D., & TOMIZUKA, M. (1993). Learning Hybrid Force and Position Control. IEEE.
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Figura 7: Coordenadas del mecanismo del robot y prototipo del robot de Intervencion

Xi X X: Upper aﬂ Joint
N—=_ " T a
I | /gt“ |
I L5 I
/
, L H y
.—
ls Zj‘_ I \ v 2 Upper
* T oller
Xs ¥ Needle Holding Joint
] —

Transmitter

Fuente: Design and Clinical Application of the Interventional Robot THMR-I. IEEE/ASME

International Conference on Advanced Intelligent Mechatronics

Figura 8: Dibujo esquematico de la fuerza hibrida y control de posicion con compensador

de realimentacién

Constraint
| Feedforward surface
compensator
) fe

fea | PD feedback
Xed 1 controller
Desired force
And position

Fuente: JEON, Doyoung. Learning Hybrid Force and Position Control of Robot

Manipulators. IEEE TRANSACTIONS ON ROBOTICS AND AUTOMATION. AUGUST 1993

Teniendo el sistema mecanico se puede disefiar el controlador, sin embargo este
controlador puede cambiar con el uso que se dé al robot o si cambia algun parametro
del robot, por ejemplo el elemento final o efector, por lo cual se realizd un algoritmo

de control que permita aprender segun el proceso y los parametros del robot.

20



Figura 9: Dibujo esquemético de control de fuerza hibrida y posiciéon con aprendizaje

— 7

+| Feedforward
“1 compensator

Constraint
surface

Learning
algorithm

r— +

e

fea] PD feedback | +
Xea | g controller
Desired force
And position

Fuente: JEON, Doyoung. Learning Hybrid Force and Position Control of Robot
Manipulators. IEEE TRANSACTIONS ON ROBOTICS AND AUTOMATION. AUGUST 1993

Figura 10: Dibujo esquematico del sistema robotico y configuracion experimental

Deburring machine Coutrolier . _
/ Tool holding device - - =
MPC board
Force sensor Socond(upper) link =
i 4
/ Second(upper) motor User interface
| irst(lower) link b
Position
\ - decoder
Deburring tool r s 4
First (lower) motor —— % D/A 1 torque cm HE Power line
PHA/PHB T

Fuente: JEON, Doyoung. Learning Hybrid Force and Position Control of Robot
Manipulators. IEEE TRANSACTIONS ON ROBOTICS AND AUTOMATION. AUGUST 1993

2.1 MARCO TEORICO
2.1.1 Cinematica de un robot manipulador

A) Cinematica Directa

En la Figura 11, se puede analizar la relacion entre la cinematica directa e
inversa, como se ve, en la directa se necesitan las variables articulares del
robot para obtener la configuracién final, para la cinematica inversa se realiza
el proceso contrario.
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Figura 11: Diagrama de relacion entre cinematica directa e Inversa

Valor de las w Cinemtica Directa Posicion y

Coordenadas Orientacion del
Articulares Extremo del robot
(1, G2, --qn) Cinematica Inversa ‘L (x,y,zapy)

Fuente: BARRIETOS, PENIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robdtica.
Madrid. 1997. pag. 94

Mediante matrices de transformacién homogénea se puede llegar a la posicidon
final del robot manipulador, de acuerdo a las siguientes relaciones:

z = folqr, @, a3, 44, G5, G6)
Y= fy(Ch, q2, 43,44, 45, qﬁ)
Z = fz(QI7QQ7QBaQ4aQ5aQG)
a = fo(q1, 92,93, 4, G5, G6)
B = fs(q1, a2, 43, 44, G5, G6)
v = fy(q1, 92, 93, 04, G5, G6)

Donde z, y, = representan las traslaciones y a, 3, v representan las rotaciones
de las variables articulares.

Este modelo general define el movimiento en tres dimensiones para un robot
manipulador, si se mueve en dos dimensiones, no estaran presentes las varia-
bles a y ~, por ejemplo para un manipulador de dos grados de libertad:

x =1y cos(qr) + la cos(q1 + ¢2)

y =lisin(q1) + lasin(qr + o)

Estas dos ecuaciones son ademas faciles de demostrar de manera geométrica.
Donde [; y l; son las longitudes de los eslabones y ¢, ¢» son las variables ar-
ticulares. Este mismo modelo de dos grados de libertad se puede definir a
través de las matrices homogéneas de la siguiente manera:

0A2 = 0A1 X 1A2

Dénde:

0A, Es la matriz de transformacion del sistema de referencia el eslabén dos;
0 A, Es la matriz de transformacion del sistema de referencia al eslabon uno;
1 A, Es la matriz de transformacién del eslab6n uno al dos.
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De la misma manera se puede representar esta transformacion para un robot
de seis grados de libertad:

T = 0A6 = 0A1 X 1A2 X 2143 X 3A4 X 4A5 X 5A6

Figura 12: Parametros de D-H para un eslabén giratorio

. amcu]acidn i+]
articulacion 1
0.,

db)) 1

Fuente: BARRIETOS, PENIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robdtica.
Madrid. 1997. pag. 98

Para describir la relaciéon entre dos elementos contiguos de un robot mani-
pulador se hace uso del algoritmo de DENAVIT-HARTEMBERG (D-H), y con
ello parametrizar cada configuracion, para la correspondiente obtencion de su
modelo cinematico.

El algoritmo de D-H es un método que sirve para obtenciéon de un modelo
cinematico, de cualquier tipo de configuracién de brazo manipulador, lo cual
permite llevar varios modelos particulares a un modelo cinematico general. La
matriz T define la orientacién (sub-matriz de rotacion) y posicion (sub-matriz
de traslacion) del extremo referido a la base en funcién de las n coordenadas
articulares.

En la Figura 13, se ve un robot cilindrico, en el que se muestra los sistemas de
referencia hallados a partir de los parametros de D-H, que se muestran en la
Tabla 1. A partir de los parametros se arman las siguientes matrices:

C; =S, 0 0 001 0
S, C; 00 100 0
0A _ 1 Vi 14 _
Ay = 0o 0 1 [ A, = 01 0 dy
0 0 0 1 000 1
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Figura 13: Robot Cilindrico

Fuente: BARRIETOS, PENIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robdtica.
Madrid. 1997. pag. 99

Tabla 1: Parametros de D-H para el robot de la Figura 13

Articulacion (7] d a o
1 0 [ 0 0
2 90 dy 0 90
3 0 ds 0 0
4 s l4 0 0

Fuente: BARRIETOS, PENIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robdtica.
Madrid. 1997. pag. 100
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1 00 0 c, =S, 1 0
2_0100 3_540400
A = 00 1 ds Ay = 0 0 1 I

000 1 0 0 0 1

—-51Cy =515, C1 Ci(ds+1y)
Ci1Cy —C1 Sy S1 Si(ds+ 1)
S4 C4 0 dg ll
0 0 0 1

T = 0A4: 0A1X1A2X2A3X3A4:

Donde S es la funcién seno y C' es la funcién coseno.

Los primeros tres elementos de la Gltima columna de la matriz T' representan
las coordenadas z,y y z de posicion del extremo del robot respecto a un sis-
tema de referencia fijo, normalmente ubicado en la base del robot, como lo es
el sistema cero de la Figura 13, el sistema final es el sistema cuatro.

B) Cinematica Inversa

El objetivo de la cinematica inversa es encontrar los valores de las variables
articulares a partir de la configuracién del elemento final del robot manipulador.

Habiendo definido la cinematica directa del robot y conociendo la posicién y
orientacién del elemento final del robot, se conoce la matriz T', de transforma-
cibn homogénea, a partir de ésta se debe encontrar cada una de las variables
articulares del robot, el problema sera tan complejo como grados de libertad
tenga el manipulador, por ejemplo para un robot de dos grados de libertad (con
movimiento en dos dimensiones) se tendran cuatro ecuaciones, dos rotaciones
y dos traslaciones; para un robot de seis grados de libertad (con movimiento
en tres dimensiones) se deben tener doce ecuaciones, de las cuales hay seis
relaciones, no debe haber mas ecuaciones que grados de libertad para que
sea solucionable, por lo que se deben presentar ciertas dependencias entre
las variables.

Partiendo de la matriz T, se deben encontrar las matrices ‘~'A;, de modo
que se halla la expresién para T en funcion de las coordenadas articulares,
resultando, por ejemplo, para un robot de dos grados de libertad, cuatro ecua-
ciones, de las cuales se deben hallar las dependencias, de manera que que-
den dos ecuaciones con solucion posible para este sistema de ecuaciones.
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2.1.2 Dinamica de un robot manipulador

. “La dindmica se ocupa de la relacién entre las fuerzas que actian sobre un cuerpo y el
movimiento que en él se origina. Por lo tanto, el modelo dindmico de un robot tiene por obje-
tivo conocer la relacién entre el movimiento del robot y las fuerzas implicadas en el mismo.”®

Actualmente se conocen dos grandes métodos matematicos para realizar el célculo
dinamico de un robot manipulador, el primero es Newton-Euler, el cual es muy efec-
tivo para manipuladores de pocos grados de libertad, dos 0 maximo tres, inclusive
con tres GDL el calculo es extenso; el segundo método es hacer este analisis por
Lagrange-Euler, las ventajas respecto al anterior se reducen basicamente a que este
método es escalar, debido a que se basa en consideraciones energéticas, a diferen-
cia de Newton-Euler que es vectorial, pues toma en cuenta la fuerzas y momentos
aplicados a cada cuerpo (eslabon). Esta ventaja reduce los calculos, haciendo que
éste sea el método mas usado al momento de realizar un calculo dindmico de un
robot manipulador, por lo cual para el analisis dinamico de los manipuladores del
proyecto se hara uso del Algoritmo de Lagrange-Euler™. Sin embargo antes de des-
cribirlo es conveniente hacer algunas definiciones.

En este documento se define D como la matriz de inercia del Robot manipulador,
ésta es una matriz simétrica definida positiva de n x n elementos, los cuales son

funciones de q, donde q es el vector de coordenadas generalizadas, en este caso
de las variables articulares del Robot, es decir,

Esta matriz, se encuentra relacionada con la energia cinética K = %qT Dgq.

La matriz de fuerzas de Coriolis y centripeta H es una matriz de n x n elementos,
los cuales son funciones de q y g y satisface la relacidon

d"[sb-H|q=0.

El vector de gravedad g de n x 1 depende sélo de las posiciones articulares q, y esta
presente en Robots sin contrapesos o resortes.

Después de estas aclaraciones se describe el Algoritmo de Lagrange-Euler para la
dindmica de un Robot manipulador.

®BARRIETOS, PENIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robética. Madrid. 1997. pag. 131
19BARRIETOS, PENIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robética. Madrid. 1997. pag. 135
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L-E 1. Asignar a cada eslabon un sistema de referencia de acuerdo a las normas
de D-H.

L-E 2. Obtener las matrices de transformacion °A; para cada elemento .
L-E 3. Obtener las matrices U ;; definidas por:

0 YA,
6qj

Uij —

L-E 4. Obtener las matrices U ;;;, definidas por:

8 Uij
dqy,

Ui =

L-E 5. Obtener las matrices de pseudoinercias J; para cada elemento, que vienen
definidas por:
Jx?dm  [ax;yidm [x;z;dm [ x; dm
fyi x; dm fyi2 dm fyi zi dm fyz dm
[zixidm [zydn [z2dn [z dm
fxi dm fyi dm fzz dm fdm

J; =

donde las integrales estan extendidas al elemento i considerado, y (z;, vi, 2i)
son las coordenadas del diferencial de masa dm respecto al sistema de coor-
denadas del elemento.

L-E 6. Obtener la matriz de inercias D = [d;;] cuyos elementos vienen definidos
por:

dj = Y. Tr(UyJUR)

k=max(i,7)

con: i,j=1,2,....n
n : numero de grados de libertad

L-E 7. Obtener los términos h;;,,, definidos por:

j=max(i,k,m)

coni,k,m=1,2,....n
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L-E 8. Obtener la matriz columna de fuerzas de Coriolis y centripeta H = [h;]”
cuyos elementos vienen definidos por:

hi= > ik @k @

k=1 m=1

L-E 9. Obtener la matriz columna de fuerzas de gravedad C = [¢]T cuyos
elementos estan definidos por:

=y, (~mygU;r)
j=1
coni=1,2,....n

g: es el vector de gravedad expresado en el sistema de referencia de la base
{So} y viene expresado por (g.0, g0, 9-0, 0)

ir;: es el vector de coordenadas homogéneas del centro de masas del ele-
mento j expresado en el sistema de referencia del elemento i.

L-E 10. La ecuacion dinamica del sistema sera:

r=D§g+H~+C

donde T es el vector de fuerzas y pares motores efectivos aplicados sobre
cada coordenada g;.

2.2 MARCO CONCEPTUAL

Para el desarrollo de los robots manipuladores se requiere un disefio tanto mecanico
como el eléctrico, y los sorprendentes desarrollos que se logran cada dia en cuanto
a su destreza y eficiencia, son posibles gracias, no solamente a un buen disefio
mecanico, sino también se debe realizar una adecuada seleccion de los motores o
actuadores, de los cuales se encuentran de distintos tipos y disefios segun la necesi-
dad y caracteristicas; estos son los elementos finales, pero mas importantes de los
manipuladores, sin éstos no habria movimiento y como efecto tampoco manipu-
lacion de objetos, es por esto que para cada aplicacion del manipulador, se requiere
determinado motor, de mas o menos potencia, velocidad, torque, que permiten llegar
a la finalidad, al proceso en si, sin embargo, detras de los motores o actuadores se
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encuentra todo un complejo esquema de circuitos, al cual se le conectan sensores,
un integrado que permite procesar y ejecutar decisiones, como un microcontrolador,
computadora o dispositivo légico programable (PLC).

Partes de un robot manipulador:

e Efector o herramienta final: El extremo de la mufieca de un robot tiene ad-
junto un efector final, denominado también herramienta de extremo de brazo.
Segun el tipo de operacion, los dispositivos finales pueden estar equipados
con: sujetadores, ganchos, palas, electroimanes campanas de vacio y dedos
adhesivos, para manejar materiales; pistolas de aspersion para pintar; acce-
sorios para soldar por puntos y con arco; herramientas motorizadas, como
taladros, llaves de tuerca y pulidoras; instrumentos de medicién, como indi-
cadores y calibradores. Para la manipulacién de materiales fragiles o para
facilitar trabajos de ensamblaje, los efectores finales pueden estar provistos
de mecanismo elasticos para disminuir la fuerza de sujecién y hacer mas deli-
cados los movimientos.

e Fuente de alimentacién: Cada movimiento del brazo mecénico, en los ejes li-
neales y de rotacion, se controla mediante servomotores independientes (mo-
tores controlados con mecanismos electrdnicos), que funcionan gracias a una
fuente de alimentacidn eléctrica, neumatica o hidraulica.

e Sistema de control computarizado: El sistema de control es el equipo de co-
municaciones y de procesamiento de informacion que emite los comandos de
movimiento del robot. Es el cerebro del robot; almacena datos para iniciar
y analizar los movimientos del manipulador. El sistema se interconecta con
computadoras y otros equipos, como celdas de manufactura o sistemas de
ensamblaje. Los manipuladores y los efectores serian los brazos y las manos
del robot.

e Sensores: Los ultimos adelantos tecnolégicos, permiten que los robots se rela-
cionen con su espacio en tiempo real, mediante sensores que recolectan infor-
macién y le dan 6rdenes para auto-programarse y elegir acciones de acuerdo
a las circunstancias establecidas, asi son capaces de sortear obstaculos e
interactuar con otras maquinas, por ejemplo.

Los robots manipuladores constituyen una parte importante para la industria, por lo
que se ha convertido en toda una ciencia, y como tal su estudio permite estandarizar
y normalizar en sus diferentes configuraciones, como se describen en la Figura 14.
Dentro de estos manipuladores industriales como los vistos en la figura anterior, es-
tan inmersas las articulaciones, las cuales son importantes para determinar el tipo
de movimiento del robot manipulador o Grados de Libertad (GDL), que no es mas
que el numero de entradas que necesita para proporcionar una salida predecible,
de esta manera se determina el movimiento no sé6lo de las articulaciones, sino de
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Figura 14: Configuraciones més frecuentes en manipuladores industriales

—
Robot cartesiano Robot cilindrico Robot esférico o polar
@ E
Robot SCARA Robot angular o antropomérfico

Fuente: BARRIENTOS. PENIN. BALAGUER. ARACIL. Fundamentos de robética. P4g. 18

Figura 15: Tipos de articulaciones para robots manipuladores

G=CY

Esférica o Rétula Planar Tomillo

(3 GDL) (2 GDL) (1 GDL)
Prismatica Rotacién Cilindrica

{1 GDL) (1 GDL) (2GDL)

Fuente: BARRIENTOS. PENIN. BALAGUER. ARACIL. Fundamentos de robética. Pag. 17

todo el robot manipulador en general.

De esta manera se logra articular eslabones en los robots industriales manipu-
ladores, en los cuales los tipos de juntas mas usados son las rotacionales, debido a
su facilidad de implementacion, pues con un motor se logra este tipo de movimiento,
ya sea servomotor, motorreductor, 0 motores paso a paso, cada uno de los cuales
con caracteristicas que los hacen mas convenientes o no frente a los demas, las
ventajas de los motores paso a paso es su gran precision, de los servomotores son

30



el facil control de posicion y de los motores DC con reducciones genera un gran
torque que puede llegar a tener de acuerdo a la relacion de los engranajes, ademas
ahora se fabrican pequefios motores DC que pueden llegar a las 30.000 revolu-
ciones por minuto, lo cual traduce un gran torque de salida aplicando correctamente
reducciones y logrando optimas eficiencias.
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3 METODOLOGIA

Las etapas para la realizacion de este proyecto se muestran en la Figura 16, en la
cual sigue esta metodologia para cada robot. Los elementos comunes a los tres
manipuladores son el Gripper y la generacion de trayectorias, lo demas es unico
para cada robot.

Figura 16: Disefio Metodologico

. |
Obtencion de los parametrosde D - H.

Calculo de la Cinematica Directa
Célculode la Cinematica Inversa

Analisis dinamico

|
Seleccion de los actuadores Generacionde trayectorias
Disefio del circuito

|
Aaq onaetlo

Realizacionde los circuitos Ensamblaje mecanico de manipulador
|

Pruebade los circuitos con los actuadores

cope a ensam aje mecanico con OS

circuitos

Prueba de funcionamiento

Pruebafinal del manipulador

Elaboraciénde la documentacion final

Fuente: Autores del proyecto

Esta metodologia propuesta se presenta a lo largo del documento, teniendo tres
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grandes secciones, una por cada Robot, dentro de las cuales se presentan subsec-
ciones que desarrollan los items del diagrama de la Figura 16 con el mismo orden
que alli tiene. El orden es secuencial debido a la dependencia de algunos items
respecto a otros, por ejemplo para realizar el caculo de la cinematica directa es
necesario hallar los parametros de Denavit-Hartemberg, para luego calcular la ci-
nematica inversa, seguido del analisis dinamico; estas etapas son necesarias para
establecer los actuadores de los manipuladores, a partir de los cuales se disefa el
circuito de control y potencia, en el cual ademas se tiene en cuenta la comunicacion
entre el circuito, los motores y el computador. Teniendo disefiado el Robot manipu-
lador se adquieren los componentes, se ensambla, para posteriormente realizar las
respectivas pruebas de funcionamiento. Finalmente documentar este proceso en
este documento.
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4 ROBOT SCARA

El término SCARA es un acrénimo que responde por sus siglas en inglés Selec-
tive Compliance Arm for Robotic Assembly, (Brazo de cumplimiento selectivo para
ensamblaje robético), es de mas facil modelamiento que un robot cartesiano, su
espacio de trabajo esta determinado en coordenadas cilindricas, por lo cual la al-
tura del elemento final se determina de una manera sencilla. En general los robots
SCARA son de tres Grados de libertad (GDL), sin embargo en este trabajo el mode-
lamiento de este robot (ver Figura 17) se realizé con cuatro GDL como se muestra
en la Figura 18, permitiendo una mejor ubicacién espacial del elemento final, que
para este caso es una garra o gripper (en inglés). El modelo inicial parte de un robot
SCARA convencional, incluyendo el cuarto grado de libertad que permite ubicar el
elemento a manipular con un angulo determinado sobre el plano.

Figura 17: Modelo del robot SCARA de 4 GDL

Fuente: Autores del proyecto
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Figura 18: Grados de libertad del robot SCARA

e
04

Rotacion

Tefr o

0,

Rotacidn

03

Rotacidn

Fuente: Autores del proyecto

4.1 CINEMATICA DIRECTA

Como ya se mencioné anteriormente la cinematica directa consiste en obtener la
posicidén y orientacion final del elemento final del manipulador conociendo el valor
de las variables articulares, sin embargo el fin particular de la cinematica directa es
obtener la matriz final de forma simbdlica, de manera que permita posteriormente
el andlisis de la cinematica inversa del robot, ya que a través de las expresiones
de esta matriz simbdlica se calcularan los valores de las variables articulares que
permitirda al manipulador llegar a una posicion deseada (cinematica inversa).
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Figura 19: Sistemas de referencia del robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

Enla Figura 19 se observan los sistemas de referencia para el robot SCARA, se ubi-
caron siguiendo el algoritmo de D-H, los respectivos parametros estan consignados
en la Tabla 2.

Tabla 2: Parametros de D-H para el Robot SCARA

0-1 [y 0 0 0
1—-2 lg 01 l3 0
2-3 0 02 ly 0
3—4 —l5 0 0 0
4-5 —lg 05 0 0

Fuente: Autores del proyecto
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Normalmente la tabla donde se presentan los parametros de D-H tiene tantas filas
como GDL presenta el robot, sin embargo en este caso la Tabla 2 presenta una
mas, la cual es necesaria para referenciar el sistema de referencia uno al sistema
absoluto. Las cuatro columnas de la derecha de la tabla representan la traslacién
en z, orientacién en z, traslacién en z y rotacién en = respectivamente, de manera
que se cumpla con lo indicado en el algoritmo de D-H.

OO O =
o O = O
O = O O
— & o o

cos(#;) —sin(6;)
0)

T,(0,) — sin(#;)  cos(6;)

0
0

—~
o = OO
_ o O O

)

0
) @)
1

o = OO o O
@

o O = O

1
0
0
0

0 0
cos((ozi) — sin(ay) (4)
0

sin(a;)  cos(ay)
0

Las matrices de transformacion (1), (2), (3) y (4) representan la traslacion en z,
rotacion en z, traslacién en = y rotacién en x respectivamente. Con estas matrices y
los parametros de D-H de la Tabla 2 se calcula la cinematica directa, como sigue a
continuacion.

o O O
_— o O O

1 00 0
o, o100
A=loo1y | )
000 1
cos(f;) —sin(6y) 0 I3 cos(6y)
14 | sin(61) cos(61) 0 I3 sin(6)
Az = 0 0 1 ’ (6)
0 0 0 1
cos(fy) —sin(fy) 0 1y cos(62)
24 | sin(62) cos(fr) O Iy sin(fs)
As = 0 0 1 0 ’ (7)
0 0 0 1



100 O
. |lo1o0 o
A=  oq —I; |’ (8)
000 1
cos(f3) —sin(f3) 0 0
4, | sin(ds) cos(f5) 0 0
As = 0 0 1 —l |- ©)
0 0 0 1

Las anteriores matrices corresponden a la orientacion y posicion de un sistema res-
pecto al inmediatamente anterior, la multiplicacion de éstas produce la matriz de
transformacion total, que genera la posicion y orientacién del elemento final respecto
al sistema 0.

COS(Ql + 92 + 93) - Sin(@l + 02 + 93) 0 l4 COS(el + 02) + lg COS(Ql)
sin(fy + 0y +63)  cos(01 4+ 6y +03) 0 Iy sin(6y + 02) + I3 sin(6y)
0 0 1 Lh+1l—105—1
0 0 0 1

0A5:

(10)
La matriz de transformacion ° A representa la cinematica directa del robot, donde
conociendo los parametros propios del robot, que son las distancias y las variables
articulares se calcula la matriz final de transformacién (10).

4.2 CINEMATICA INVERSA

El calculo de la cinematica inversa requiere conocer la matriz de transformacion
final, que proporciona la orientacién y posicion del elemento final del robot, ademas
de los parametros restantes del robot (distancias de los eslabones), que para el
robot SCARA son [y, [5,15,1, ¥ lg. La matriz M se define como,

Ng Oz Gp Pz

Ny Oy Ay P
M — ny Oy ay py : (11)

0 0 0 1

en la cual todos los parametros son conocidos, los vectores n, oy a (primeros tres
elementos de las primeras tres columnas) representan la orientacién de los ejes =, y,
z del sistema final respecto al sistema fijo en la base. Comparando las componentes
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(3, 4) de las matrices (10) y (11) se obtiene la siguiente relacion para 5, que es la
articulacioén prismatica.

l5:l1+l2—16—pz. (12)

De manera similar, se realiza este procedimiento con las componentes (1, 4) y (2, 4)
de las matrices (10) y (11) para obtener las expresiones de p, y p,.

ly cos(0y + 0s) + 13 cos(01) = pa, (13)

l4 sin(é’l + 92) + l3 sin(@l) = DPy- (14)

Estas dos ecuaciones se elevan al cuadrado, posteriormente se suman y se resuelve
para 6.

(15)

l2 l2_ x2_ 2
92::|:7T+arccos<3 R M Py )

2151

Sustituyendo el valor de 6, nuevamente en las ecuaciones (13) y (14), se resuelve
para sin(6;) y cos(f;). De esta manera se organiza de forma matricial el sistema de
dos ecuaciones, con lo que se determina la expresion,

sin(6,) —ly sin(0s) I3+ 1y cos(6s) -1 Dz
= , (16)
cos(61) I3+ 1y cos(f2) 1y sin(6s) Py
en la cual, se tiene la respuesta para sin(6;) y cos(6;) y usando la funcién atan2, se
realiza el célculo arctan para 6, en el cual ademas tiene en cuenta el cuadrante.

Con las posiciones (2,1) y (2,2) de la matriz M, se halla un angulo 3, que es la suma
de 604, 65 y 03, que sirve para calcular algebraicamente 6;.

Como se obtuvieron dos respuestas para 6,, se tendran de la misma manera dos
respuestas para 6, y 65, ambas respuestas son matematicamente vélidas en la res-
olucién del problema cinematico inverso, a través de las dos se llega a la posicidon
deseada. Para el movimiento real se evallan las respuestas, teniendo en cuenta
que no superen la restriccidn angular de los servomotores y asi seleccionar sélo
una.

4.3 ACTUADORES

En un proceso especifico se disena el Robot a partir de la tarea a realizar, por lo cual
se tendra la medida de los eslabones en un diseno inicial, llegando al final al torque
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necesario para mover los eslabones. Sin embargo al disefiar un Robot de manera
académica, como en este caso, no se tiene certeza de la magnitud de los eslabones,
de manera que estas medidas se estimaron a partir de la disponibilidad de los mo-
tores proporcionados por la Universidad para la realizacién de este proyecto. Para el
Robot SCARA se disponen de manipuladores AX-12A, las caracteristicas se indican
en la Tabla 3 y el motor se muestra en la Figura 20.

Tabla 3: Caracteristicas principales del Dynamixel AX-12

AX-12
Weight(qg) 55
Gear Reduction Ratio 1/254
Input Voltage (V) at7v | at 10V
Final Max Holding Torque (Kgf.cm) 12 16.5
Sec/60 degree 0.269 | 0.196

Fuente: http://support.robotis.com/en/

Figura 20: Servomotor Dynamixel AX-12A

Fuente: http://www.robotis-shop-en.com/shop/stepl.php?number=873&b_code=
B20070914050547&c_code=C20111128024236

El dynamixel AX-12A sensa entre —150° a 150°, permitiendo 300° de movilidad para
el grado de libertad. En el robot SCARA propuesto se colocan tres servomotores de
estas caracteristicas para los tres GDL rotacionales.
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4.4 ANALISIS DINAMICO

4.41 Calculo Parameétrico

El analisis dindmico del robot se realizd siguiendo el algoritmo de Lagrange-Euler
descrito en la seccion 2.1.2.

L-E 1. Asignar a cada eslabdn un sistema de referencia de acuerdo a los parame-
tros de D-H.

En la Figura 21 se pueden ver los sistemas de referencia por eslabén, para el es-
labén 1, le corresponde el sistema 1, de esta manera sucesivamente hasta el es-
labon 4.

Figura 21: Eslabones del Robot SCARA

Eslabon 3 —_—

— X
—y

—Z /

—l Eslabon 1 Eslabon 2

— Base

"
Eslabdn 4

{Gripper)

Fuente: Autores del proyecto
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Los pasos L-E 2, L-E 3 y L-E 4 se muestran en los anexos A, B y C respectivamente.
L-E 5. Matrices de pseudoinercias J;

Antes de definir las matrices de pseudoinercias se deben hallar las distancias entre
los sistemas de referencia definidos en la Figura 21 y los centros de masa de cada
eslabodn. Para este paso se recomienda ver los eslabones en una vista normal al eje
de rotacion, ya que las distancias efectivas son respecto a la rotacion del eslabén,
este eje se toma como un elemento rigido, es decir, no rota o se flecta en cualquier
eje distinto al que debe rotar.

Figura 22: Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del Robot
SCARA

dy
r 3
Y1
¢ s oogee 5 {f‘) e
H %0000 o® & o o o -
s
yzl\
s 2w X2
o 2 %o h=) v

e
vt —
X3 ;%_

v

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 22 se muestran d; y ds, que son las distancias entre los sistemas de
referencia y los centros de masa de los eslabones 1 y 2 respectivamente, los cuales
se tienen en cuenta para calcular las matrices de pseudoinercia. Los eslabones 3
y 4 son convenientemente coincidentes (en el eje de rotacion) los sistemas de re-
ferencia con los centros de masa del eslabén, por lo cual no hay distancia efectiva
entre el centro de masa y el sistema.
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La matriz de pseudoinercia se define,
Jx2dm  [z;yidm [x;zdm [ x; dm
J. f?/z x; dm fyi2 dm fyi z; dm f@/z dm
t fzixidm fziyidm fzﬁdm fzidm ’
fxi dm fyl- dm fzZ dm fdm

por lo cual las matrices de pseudoinercia quedan,

d12m100d1m1
0 00 0

Ji= 0 00 0 ’
d1m1 0 0 mq
d22m200d2m2
0 00 0

J2 = 0O 00 0 ’
d2m2 0 0 mo
000 0
000 O

Js = 000 0 |’
00 0 ms
000 0
000 O

Ja = 000 0 |’
00 0 my

donde mq, mo, ms, my SoNn las masas de los eslabones.

L-E 6. Matriz de inercias D.

din diz 0 0
| da dax O O

D = 0 0 dszs 0 |’
0 0 0 O

diy = (mo+mg+my) (213 lscos(6) + Is* + 14°]
1y dy [dy + 2 15 + 2 Iscos(62)] + my (dy + 1s)?,
dyy = my(dy+1)° + 1> ms + 1,2 my,
dzz = M3+ my,
dis = dy = [lg+I3c08(0:)] [l4 (Mo + m3z + my) + mg da] + mao ds (da + 1y) .
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Los términos h;,, correspondientes al paso L-E 7 se muestran en el anexo D.
L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centripeta H.
—92 l3 sin(@Z) <2 él + @2) (dg meo + l4 meo + l4 ms + l4 m4)

912 l3 sin(92) (dg mo + l4 mo + l4 ms + l4 m4)
0
0

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C.

El vector g se define a partir del sistema de referencia cero, por lo cual para el Robot
SCARA queda,
g:<07 0, -9 O>7 (23)

donde g es el vector gravedad y g es el valor de la gravedad;

los vectores %r; quedan,

dy ds 0 0
0 0 0 0
1”’1 - 0 ) 2”“2 - O ) 37°3 - 0 ) 47”4 — 0 ) (24)
1 1 1 1
y el vector columna C,
0
0
C = 25
—g (m3 +my) (25)
0
L-E 10. Ecuacion dinamica del sistema
T=Dqg+H+C.
™ = 91{ [l32 + 2 l3 l4 COS(@QH (mg + ms + m4) + l42 (m3 + m4)
+moy (dg + l4)2 + 2 mo dg l3 COS(QQ) + ma (dl + l3)2} (26)

+0, {(ly + I3 cos(02)) [la (Mo + M3 + ma) + Mo do] + mo ds (dy + 1s)}
—églg sin(Qg) (291 + 92) [l4 (m2 + ms3 + m4) + Mo dg] s
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Ty = 9.12]3 sin(62) [l4 (me + ms + my) + ma da]
+91 [(l4 + l3 COS(HQ)) (l4 (m2 + ms + m4) —+ Mo dQ) + mo dz (dg + 14)] (27)
+92 [mg (dg + 14)2 + 142 (m3 + m4)] s

7y = (my +ma) (5 g) . (28)

Ty — 0, (29)

donde 7, m, 73, 74 SON las fuerzas y pares pares motores efectivos aplicados sobre
las coordenadas 64, 05, 5 y 05 respectivamente.

4.4.2 Calculo Numérico

Para la realizacién del célculo numérico de la dinamica del Robot SCARA se deben
tener en cuenta las distancias y las masas de los eslabones, por lo cual hallar con
certeza las magnitudes de los eslabones a partir del torque de los motores seria
inapropiado si se tiene en cuenta el célculo dinamico, pues estas ecuaciones pre-
sentan muchas variables relacionadas entre si, ademas la masa de un eslabo6n de-
pende del material con el cual se fabrique. De acuerdo esto se disefaran eslabones
asumiendo inicialmente las distancias, verificando finalmente que no sobrepase el
torque puede entregar cada motor.

Con ayuda de SolidWorks, se disefiaron eslabones dispuestos en un material con
una buena relacién entre peso y resistencia, como lo es el aluminio, las distancias
asumidas inicialmente para los eslabones 1y 2 son de 250 [mm], ya que sumadas
estas distancias da 0.5 [m], haciendo que el espacio de trabajo esté en una circun-
ferencia de diametro 1[m], sin embargo el eslabén 2 quedd de 247.5 [mm], para que
no sobrepasara la circunferencia de la base y evitar colapsos. Con estas distancias
se disen6 el Robot, para el cual las masas quedan:

Eslabén 1 — I3 =250[mm];  my = 450.1[gr].
ly = 247.5 [mm]; mg = 382.7[gr].
[

Eslabon2 —

Eslabon 3 — I3 =200 [mm|;  mg = 234.3[gr].
Eslabon 4 — s =192.5[mm]; my = 197.25[gr].
Las distancias restantes: [, = 375 [mm],

ly = 40[mm],
y las distancias de los sistemas de referencia a los centros de masa d; = 101.85 [mm]
y dy = 81.6 [mm).
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Teniendo estos datos se mostrara el analisis numérico partir del paso L-E 6. del
algoritmo de Lagrange-Euler, pues los pasos anteriores estan contenidos en su ma-
yoria por las variables articulares, no por los parametros del Robot, como lo son los
ya descritos, ademas los cambios no afectan el tamano de las expresiones, como si
lo es a partir de este paso.

L-E 6. Matriz de Inercias D.

0.11638 cos(fs) + 0.1745  0.058189 cos(f3) + 0.067884 0 0
D 0.058189 cos(fs) + 0.067884 0.067884 0 0
- 0 0 0.43155 0
0 0 0 0
(30)
L-E 7. Elementos h,,.
h112 = —0.058189 sin(Qg), (31)
h121 = —0.058189 sin(@z) s (32)
hiss = —0.058189 sin(6,), (33)
h211 = 0.058189 Sin<92> s (34)
el valor de los demas elementos h;,,, S€ encuentran en la ecuacién (184).
L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centripeta H.
0058189 65 sin(d) (2 b, + 9'2)
H_ 0.0581896,” sin(6s) , (35)
0
0
L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C.
0
C = 0 (36)
N —0.43155¢g |-
0

L-E 10. Ecuacién dinamica del sistema.

71 = 0 [0.058189 cos(f;) + 0.067884]
+0; [0.11638 cos(f2) + 0.1745] (37)

—0.058189 6, sin(6s) (2 0, + 6'2> :

7 = 0.05818 sin(6s) 6" + 0.067884,
46, [0.058189 cos(6s) + 0.067884]
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75 = 0.43155 (5 — 0.43155 g, (39)

Ty = 0. (40)

Como se puede ver en las ecuaciones dinamicas numéricas para el Robot SCARA,
la gravedad se dejo expresada, no se sustituyd por su valor numérico, esto con el
fin de apreciar el efecto sobre cada variable articular, la cual para este Robot sélo
afecta a la variable prismatica. Ademas en estas ecuaciones también se aprecia
una ventaja de esta configuracién, la gravedad no afecta a los primeros dos GDL,
haciendo que los motores no tengan que generar grandes torques, como si lo es en
las configuraciones de Robots Articulares.

4.5 ESPACIO DE TRABAJO

El espacio de trabajo de este robot lo definen las longitudes de los eslabones vy
las restricciones mecanicas de los actuadores respecto al angulo, las cuales se
mencionaron en el apartado anterior.

Figura 23: Orientacion del robot SCARA para determinar el radio minimo del espacio de
trabajo

30°

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 23 se muestra el robot desde la vista superior y el angulo #, minimo
(—150°), para determinar la menor distancia admisible desde el sistema de referencia
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cero, el vector O A tiene como magnitud /5 (segun la Figura 19) y orientacién 0°, para
el vector AB la magnitud es [, y orientacion —150°. Conociendo esto se determina
facilmente la magnitud del vector OB, que seria la menor distancia que el robot
puede alcanzar, entonces,

OA — AB cos(30°) = OB,, (41)
— AB sin(30°) = OB, (42)

La magnitud de OB es:
OB| = \/(0B,)? + (0B,)2. (43)

La posicién del robot debe cumplir entonces con la condicién:
Vo2 +p,2 > |OB]. (44)

Figura 24: Orientacion del robot SCARA para determinar el radio maximo del espacio de
trabajo

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 24 se observan diferentes orientaciones del robot SCARA que ayudan
a determinar el radio maximo que puede éste puede alcanzar, en un rango desde
—150° hasta 150°, tomando como posicion inicial como se ve en la Figura 17, entre
este rango se cumple la condicion,
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V px2 + py2 < ‘l2 + l4’7 (45)

esta condicién funciona para el circulo rojo de la Figura 24, para las circunferencias
de color azul (con centro en C') y verde (con centro en D) se cumplen respectiva-
mente las siguientes ecuaciones.

x1 = ly cos(fz) — h,

y1 = lg sin(6y) + k,

xo = ly cos(fz) — h,
Yo = l4 sin(Qg) — k,

donde: (—h,k)  eselcentrode la circunferencia de color azul, y
(—h,—k) es el centro de la circunferencia de color verde.
Las anteriores ecuaciones se graficaron en MATLAB siguiendo las condiciones an-
teriores, el grafico se muestra en la siguiente Figura, el punto amarillo representa el
centro u origen.

Figura 25: Gréfica del perimetro del espacio de trabajo del Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

Finalmente el elemento final del robot puede llegar a cualquier posicién dentro de
la interseccidn de las tres circunferencias que describen la Figura 24 y fuera de la
circunferencia de la Figura 23, como se aprecia en la Figura 26.
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Figura 26: Espacio de trabajo del robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

4.6 DISENO DEL CIRCUITO

Como se mencioné en capitulos anteriores, los motores del Robot SCARA son dy-
namixel, los cuales son digitales, es decir, su funcionamiento depende de una trama
de datos enviados por su pin de control, su comunicacién de define en las hojas de
datos de cada uno de los motores, dentro de éstas se especifica qué circuito inte-
grado usar para los servomotores que tienen tres pines (series AX y MX) y cuatro
pines (serie RX).

Figura 27: Acondicionamiento del circuito para comunicar el servomotor dynamixel AX-12A

DIRECTION_PORT 5V
74HC126 i
TXD 10K
g
74HC126 | DATA |
RXD
_S86V | _VDD(PIN2) }
GND_| . GND(PIN1)
74HCO04

CM-5 internal circuit (HALF DUPLEX UART)

Fuente: http://support.robotis.com/en/
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En la Figura 27 se muestra cdbmo acondicionar la sefal full duplex a half duplex,
ya que la comunicacion RS232 es originalmente full duplex y los servomotores dy-
namixel AX-12A se comunican con este protocolo (en half duplex), exceptuando los
niveles de tensién, los cuales son TTL (transistor-transistor logic). El fabricante de
los motores recomienda usar los circuitos integrados 74HC126 y 74HCO04, contro-
lados por un pin que controla la direccién de transmision. En el circuito disefiado
se implementd un solo circuito integrado, el 74HC241, el cual ya tiene una entrada
negada, como se muestra en la Figura 28.

Figura 28: Diagrama logico del 74HC241
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8 1A, r\\ 1¥5 12
1 2A4 Ej 2¥53 9
1_10E CD {

19 20E D 7Z87843

Fuente: http://www.nxp.com/documents/data_sheet/74HC_HCT241_CNV.pdf

El tipo de comunicacion de estos servomotores hace que se requiera un puerto
serial-COM de un computador, sin embargo los actuales no traen un puerto DB9 o
DB25 incluido, por lo cual se hace necesario usar un emulador de puerto serial-COM
por USB, como el FT232RL que se muestra en la Figura 29.

Este circuito integrado no solo emula un puerto serial-COM, permite la comunicacion
RS232, RS485, con microcontroladores (niveles TTL), entre otros, para lo cual se
requiere acondicionar un circuito, como se explica en la hoja de datos de este dis-
positivo. Para el disefio del circuito que permite la comunicacién entre el computador
y los motores se utilizd un circuito disefiado por la empresa SPARKFUN', el cual ya
contiene el puerto MINI-USB y los demas elementos para lograr la comunicacién. El
circuito se puede ver en la Figura 30.

"https://www.sparkfun.com/
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Figura 29: Diagrama de pines y esquematico del circuito integrado FT232RL
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Fuente: http://www.ftdichip.com/Support/Documents/DataSheets/ICs/DS_FT232R.pdf

Figura 30: Breakout Board for FT232RL USB to Serial

Fuente: https://www.sparkfun.com/products/718

En la Figura 31 se muestra el diagrama esquematico del circuito Breakout Board for
FT232RL USB to Serial de la Figura 30, para el uso de este circuito en el proyecto
se usan los pines TXD y RXD, colocando el jumper JP4 entre los pines VCC vy
VCCIO, para que la comunicacion se establezca entre niveles de tensién de 0 - 5
VDC. Debido a los osciladores de distintas frecuencias entre el FT232RL y el cir-
cuito interno de los servomotores dynamixel, no fue posible comunicar directamente
el computador con los dynamixel, por lo cual se implementd un microcontrolador en-
tre estos dos dispositivos, el seleccionado fue el PIC16F88, el cual con un oscilador
de 16[M H z], que permite una transmision de 1[Mbs] (Mega Baudio por segundo) y
con el computador de 115200[bs].

El robot SCARA tiene una variable prismatica que cambia debido al movimiento de

un micromotor-reductor que requiere de un puente H para cambiar la polaridad y con
esta el sentido de giro del motor; para medir la distancia de esta variable (/5 segun
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Figura 31: Esquemaético del Breakout Board for FT232RL USB to Serial
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Fuente: http://dlnmh9ip6v2uc.cloudfront.net/datasheets/BreakoutBoards/
FT232R-Breakout-v36.pdf

la Figura 19) se implement6 el sensor ultrasénico SRF05, el modo de conexién se
muestra en la Figura 32.

Figura 32: Modo de conexién del sensor ultrasénico SRF05

+5Vce | Tension positiva de alimentacion

ECO (Salida del pulso cuya anchura determina el
tiempo del recorrido de la sefial ultrasonica
Disparo | Entrada de inicio de una nueva medida. Se
aplica un pulso con una duracion minima de | Salida ECO

+5VCC

------

Se emplean durante el

10us Disparo proceso de fabricacién
Modo |Sin conexion se selecciona el modo 1 de| Mede (N.C) [ del modulo. NO USAR
(N.C.) |compatibilidad con SRF04. Conectado a GND

GND se selecciona el modo 2 de trabajo
GND | Tierra de alimentacion.

Fuente:
http://www.msebilbao.com/notas/downloads/Medidor’20Ultrasonico20SRF05 . pdf
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El sensor SRF05 mide el valor de la variable I5; de Robot SCARA, es el de menor
rango de operacion de la familia de sensores ultrasénicos SRF, permite hacer una
medicion entre 1.7[cm| y 4]m|, para esta aplicacion se usa entre 2 — 20[cm|. Las
demas caracteristicas de este sensor se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4: Caracteristicas técnicas del sensor ultrasénico SRF05

PARAMETRO VALOR UNIDAD
Dimensiones del circuito 43 x20x17 mm
Tensién de alimentacién 5 Vee
Frecuencia de trabajo 40 KHz
Rango méaximo 4 m
Rango minimo 1.7 cm
Duracién minima del pulso de disparo (nivel TTL) 10 wS
Duracion del pulso de eco de salida (nivel TTL) 100-25000 uwS
Tiempo minimo de espera entre una medida y el inicio de otra 20 mS
Fuente:

http://www.msebilbao.com/notas/downloads/Medidor’20Ultrasonico}20SRFO5 . pdf

Como ya se menciond, el microcontrolador a utilizar es el PIC16F88, éste se selec-
ciond por la cantidad de pines, la frecuencia de oscilacion y la caracteristica mas
importante, permite la doble comunicacion, con el computador y con los servomo-
tores dynamixel, en la Figura 33 se muestra la conexién del microcontrolador con
los demas elementos.

Este circuito disefiado para el Robot SCARA ademas contiene el Circuito Integrado
(IC) L293D, el cual es un puente H que maneja hasta 1[A] de corriente, éste es la
etapa de potencia entre el microcontrolador y el micromotor-reductor utilizado para
la variable /5 de este Robot; este micromotor se alimenta a 6[Vp¢], por lo cual fue
necesario colocar un regulador de voltaje LM7806, pues la fuente de alimentacién
para la parte de potencia del circuito es de 12[Vp¢], debido a que el voltaje de ali-
mentacidn de los servomotores dynamixel es de éste valor de voltaje.

Ademas de los elementos ya mencionados el circuito mostrado en la Figura 33
cuenta los los respectivos conectores para,

e |a fuente,
e el micromotor,

e el microservo del gripper,
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Figura 33: Circuito esquematico de control y potencia disenado para el Robot SCARA
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Fuente: Autores del proyecto

e |los servomotores dynamixel,
e los cinco pines del ICSP para quemar el programa en el microcontrolador,
e el circuito Breakout Board for FT232RL USB to Serial.

A partir del circuito esquematico de la Figura 33 se disend el realizé el disefio del
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Figura 34: Disefio del circuito impreso del robot SCARA
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Fuente: Autores del proyecto

circuito impreso mostrado en la Figura 34, para luego fabricar el circuito mostrado
en la Figura 35.

Figura 35: Fotografia del circuito de control y potencia para el Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto
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5 ROBOT ANTROPOMORFICO

El modelo de un robot antropomarfico, hace referencia a un sistema mecanico que
esta ligado con su forma de humano o de una parte del cuerpo humano; para este
caso se tiene un brazo manipulador que se asemeja al de una persona, y consta de
grados de libertad de tipo rotacional, y se encuentra dividido en dos segmentos, que
son analogos al brazo y la mufieca de una persona. En la Figura 36 se muestra el
brazo manipulador con sus respectivos GDL en cada una de las articulaciones, con
ello se puede determinar la posicién y orientacion del extremo del brazo robético.

Figura 36: Grados de libertad del Robot Antropomérfico

A

Fuente: Autores del proyecto



5.1 CINEMATICA DIRECTA

De manera similar al robot SCARA, en este apartado se obtendra la posicion y
orientacion del elemento final del robot, a través de la cinematica directa. Para el
modelo antropomorfico se tienen los siguientes sistemas de referencia y angulos
articulares.

Figura 37: Sistemas de referencia del Robot Antropomérfico

z
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{ 8, -1
s
X1
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Yo
Xg

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 37 se detallan los sistemas de referencia planteados y los grados de
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libertad para el posterior analisis cinematico, para el cual es necesario obtener los
parametros de D-H, descritos en la Tabla 5.

Tabla 5: Parametros de D-H para el Robot Antropomérfico

SISTEMAS b; 0; a; o
0-1 ll 01 0 90°
1-2 0 6 +90° lo 0
2-3 0 05 l3 0
3—4 0 0, + 90° 0 90°
4-5 ly 05 0 0

Fuente: Autores del proyecto

Sustituyendo los parametros de D-H de la tabla anterior en las matrices de transfor-
macién (1), (2), (3) y (4), permite obtener las siguientes matrices de transformacion:

cos(f;) 0 sin(6y) O
o, _ | sin(f1) 0 —cos(¢1) O
A= 0 1 0 L]’ (48)
0 0 0
—sin(fy) —cos(fy) 0 —ly sin(6y)
1A cos(fy) —sin(fy) 0 Iy cos(6s)
Az = 0 0 1 0 ’ (49)
0 0 0 1
cos(f3) —sin(f3) 0 I3 cos(f3)
o, | sin(f3) cos(f3) 0 I3 sin(fs)
As = 0 0 1 0 ’ (50)
0 0 0 1
—sin(fy) 0 cos(f4) O
3. cos(fy) 0 sin(fy) O
Ad= 0 1 0 o[ (57)
0 0 0 1
cos(f5) —sin(f5) 0 0
4, | sin(f5) cos(@5) 0 0O
As = 0 0 11 |- (52)
0 0 0 1
La matriz resultante °A; es
0 n; %05 ‘as op5
A= 0 0o 0o 1 | (53)



donde,

sin(6y) sin(6s) — cos(fz + b5 + 0,4) cos(61) cos(fs)
s = | —cos(0h) sin(0s) — cos(fy + 03 + 64) cos(6s) sin(6;)
—sin(fy + 65 + 64) cos(05)

cos(fs) sin(6y) + cos(0s + 03 + 04) cos(;) sin(65)
05 = | cos(fa + 03 + 64) sin(61) sin(65) — cos(01) cos(65)
sin(fz + 05 + 64) sin(6s)

9

—sin(fy + 05 + 64) cos(6h)
Oas = | —sin(fz + 03 + 04) sin(6;)
cos(fy + 03 + 64)

Y

—cos(0y) (I3 sin(0y + 03) + Iy sin(0y)) — Iy sin(fy + 03 + 64) cos(61)
0p5 — — Sin(el) (lg sin(Qg + 93) + lg sin(é’g)) — l4 Siﬂ(eg + 03 + 04) Sin(91>
ll + l3 COS(QQ + 03) + lQ 008(92) + l4 COS(QQ + 83 + 84)

5.2 CINEMATICA INVERSA

Para realizar el andlisis de la cinematica inversa del Robot Antropomérfico, se hace
uso del método del desacoplo cinematico, el cual segmenta al Robot en dos partes,
de manera que reduce el calculo de cinco variables a tres, haciendo mucho mas
facil la manipulacién de las ecuaciones y llegar mas rapido a la respuesta. Para
comenzar, al Robot se le debe “retirar” s6lo un segmento, ya que de éste (el seg-
mento final) se conoce la orientacion a la cual se quiere que llegue, pues se conoce
la matriz deseada dada M.

Recordando, la matriz M se puede denotar:
n o a p
M=109001]
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donde, n es el vector unitario de orientacién del eje z,
o es el vector unitario de orientacién del eje v,
a es el vector unitario de orientacion del eje z,
p es el vector de posicion.

El desacoplo para este Robot es:
Pm = Pr - l4 a,

donde, P,, es el vector del sistema 0 al sistema 3,
P, es el vector del sistema 0 al sistema 5 (final),

como se muestra en la Figura 38.

Figura 38: Desacoplo cinematico para el Robot Antropomérfico

=l

Ly

]

Fuente: Autores del proyecto

De manera que ahora se conoce la posicion del sistema 3, con la cual se resuelve
para los primeros tres GDL al igualar con las ecuaciones de posicién obtenidas del
sistema 3 respecto al 0 a través de la cinematica directa, la cual es,

—cos(61) (I3 sin(0y + 03) + I3 sin(6y))
0p3 — — sin(@l) <l3 sin(@z + 493) + lg sin(é’g)) , (54)
i + 13 cos(f2 + 05) + 15 cos(62)
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luego, se igualan las posiciones 1y 2 de los vectores °p, con P,, y se resuelve para
6, por tanto,
61 = atan2(—Pm2, —Pm ) . (55)

Realizando el mismo procedimiento, pero ahora con las posiciones 1 y 3 de los
mismos vectores, se resuelve para 63

(56)

2 2_l2_12
03 = £ arccos (61 +e 2 3 ),

21013
_Pml
cos(6y)’

ezzpmg—ll.

donde, e, =

Para calcular #,, nuevamente se toman las posiciones 1 y 3 de los vectores P, y
Op,. Estas ecuaciones se pueden expresar de la forma:

—iml ly + I3 cos(63) [3sin(63) sin(6s)
cos(0 —
B | = —l3sin(f3) Iy + I3 cos(fs) cos(by) |’ (57)
PmS - ll
resolviendo para sin(6s) y cos(6s):
sin(6y) ly + 13 cos(63) I3 sin(63) -1 —iml
— cos(0
cos(fs) | —l3sin(63) Iy + I3 cos(63) ). es)
Pm3 - ll

de manera que para hallar la solucién de esta variable se hace uso de la funcién
atan2, pues se tiene sin(6,) y cos(fs).

Habiendo obtenido la solucién para los tres primeros GDL del Robot Antropomér-
fico, se realiza la evaluacion de estos valores en la matriz simbdlica °A;, hallando
una matriz numérica °M ;.

La matriz simbdlica °A; se calcula,
04, = %4, x A, x 245 x 34, x 1A;,
sin embargo también se puede expresar,
0A; = %A5 x %A;.

De manera analoga,
M ="M, x 3M,
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las cuales representan la matrices numéricas, en ésta expresion se desconoce la
matriz 3 M 5, despejando,
-1
SM; =°M3 x M. (59)

La homdnima simbdlica de ésta matriz es:
3A5 = 3A4 X 4A5, (60)
que para este Robot queda,

—cos(05) sin(fy)  sin(6y) sin(f5)  cos(0y) Iy cos(6y)

i, cos(fy) cos(fs) —cos(0y) sin(fs) sin(fy) Iy sin(fy) 1)
sin(65) cos(0s) 0 0
0 0 0 1

De las posiciones (1,4) y (2,4) de la matriz ?A; se halla faciimente 6.,
04 = atan2 (*Ms 24,°Ms 14) (62)

donde, °3M;,s se refiere ala posicion (1,4) de la matriz 3M 5,
3Ms .4 se refiere a la posicion (2,4) de la matriz 3Ms.

Para hallar el valor de 05 se realiza el mismo procedimiento con el que se calcul6 4y,
ahora se evallia A, para hallar °M ,, por consiguiente,

My =M, x M. (63)
La matriz simbdlica “A; se muestra en la ecuacién (52). Finalmente,
95 = atan2 (4M5 21, 4M5 11) . (64)

En la solucidén para 03 se hallaron dos respuestas, por lo cual también se tendran
dos respuestas para los demas angulos, de manera que se debe evaluar los valores
obtenidos de acuerdo a las restricciones fisicas.

5.3 ACTUADORES

Los actuadores que la Universidad dispuso para la construccion de este Robot son:

1 servomotor dynamixel RX-64,
1 servomotor dynamixel RX-28,
3 servomotores dynamixel AX-12A,
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las caracteristicas de estos ultimos ya se describieron en la seccion 4.3.

El servomotor dynamixel RX-28 puede ejercer un torque de 28[Kg-cm], al igual que
el AX-12A sensa entre —150° hasta 150°, permitendo movilidad de 300°, sin embargo
el accesorio que se acopla al eje (ver Figura 39), que lo fabrica la misma empresa’?,
lo restringe entre —90° y 90°. las caracteristicas se muestran en la Tabla 6.

Figura 39: Accesorio FR07-H1 (izquierda) y dynamixel RX-28 (derecha)

DYNAMIXEL

wvrw.rouom‘:am

Fuente: http://www.robotis-shop-en.com/shop/stepl.php?number=810,
http://www.robotis-shop-en.com/shop/stepl.php?number=763&b_code=
B20070914050547&c_code=C20111128024634

Tabla 6: Caracteristicas principales del dynamixel RX-28

RX-28
Weight(g) 72
Dimension(mm) 35.6 x 50.6 x 35.5
Gear Reduction Ratio 1/193
Applied Voltage (V) at12v | at16Vv
Final Reduction Stopping Torque (Kgf.cm) | 28.3 37.7
Speed (Sec/60 degree) 0.167 0.126

Fuente: http://support.robotis.com/en/

El servomotor dynamixel RX-64, puede ejercer un torque de 64[Kg-cm] y al igual
que el RX-28, la movilidad del motor se restrige entre —90° y 90° al momento que

12ROBOTIS INC. http://www.robotis.com/xe/greeting_en
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se le acopla el accesorio(ver Figura 40) sobre su eje. Las caracteristicas de éste

servomotor se muestran en la Tabla 7.

Figura 40: Accesorio FR05-H1 (izquierda) y dynamixel RX-64 (derecha)

DYNAMIXEL

WWW.robotis, com

|

Fuente: http://www.robotis-shop-en.com/shop/stepl.php?number=807&b_code=

B20070914051413&c_code=C20100528060313,

http://www.robotis-shop-en.com/shop/stepl.php?number=764&b_code=

B20070914050547&c_code=C20111128024634

Tabla 7: Carateristicas principales del dynamixel RX-64

RX-28
Weight(g) 125
Dimension(mm) 40.2 x 61.1 x 41.0
Gear Reduction Ratio 1/200
Applied Voltage (V) at15vV | at 18V
Final Reduction Stopping Torque (Kgf.cm) | 64.4 77.2
Speed (Sec/60 degree) 0.188 0.157

Fuente: http://support.robotis.com/en/

En la Figura 41 se muestra el Robot Antropomorfico en la posicién mas extensa,
en la cual el motor ubicado en la articulacién 6, ejerce el mayor torque. La exten-
sion de los eslabones se diseid de manera que no se lleve al motor a ejercer el
maximo torque, pues en esta condicion apenas el motor sostendria el brazo sin lle-
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gar a levantarlo, ademas si el peso a levantar sujetado por el gripper es mayor al
recomendado el servomotor no responderia.

Figura 41: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en 6, del Robot
Antropomoérfico

< 556,3mm B
\
321,8mm —F» I—I
° 3 = 0 o — [ — L
) g @ O . ©- el 1o
3 S o o 7 :
Centro d del Peso del objeto a 1%.%
cnire ge mas:':l . © Wbl manipular cv
brazo en su maxima
extension
Fuente: Autores del proyecto
My = Wy - 32.188[em] + W, - 55.63[cm)], (65)

donde los valores de las masas son,

Wy = 579.1[gr],
W. = 250[gr].

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (65) el torque necesario para sostener el
brazo es de 32.54[Kg-cm]. Teniendo en cuenta que en esta articulacion, se acopla
el servomotor RX-64, el factor de seguridad de 1.96, ya que en este tipo de andlisis
no se tuvo en cuenta la inercia del brazo.

En la Figura 42 se muestra la posicion critica para establecer el mayor torque en la
articulacion 63, por tanto,

Mp = Wy - 19.98[cm| + W, - 35.8[cm), (66)
donde el valor de las masas es,

W = 428.28[gr],
W, = 250[gr].

El torque necesario en Mg es de 17.5]Kg-cm/|, teniendo un factor de seguridad de
1.59.
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Figura 42: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en 65 del Robot
Antropomérfico

Fuente: Autores del proyecto

Finalmente las medidas y masas de los eslabones son,

eslabén 1 —  my = 320[gr];
eslab6n2 —  my = 179[gr] ly = 200[mm];
eslab6on 3 — my = 140[gr] I3 = 155[mm);
eslabon4 — my = 98.94[gr];

eslabon 5 —  my =197.25[gr] 14 = 206[mm].
Las distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa son,

di = 124.86[mm],
dy = 97.62[mm],
ds = 42.88[mm)|.

5.4 ANALISIS DINAMICO

5.4.1 Calculo Paramétrico

Aligual que el andlisis dinamico del Robot SCARA, se sigue el algoritmo de Lagrange-
Euler.

L-E 1. Asignar a cada eslabdn un sistema de referencia de acuerdo a las normas de
D-H. Lo cual se especifica en la Figura 43.

Los pasos L-E 2, L-E 3 y L-E 4 se muestran en los anexos E, F y G respectivamente.
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Figura 43: Eslabones del Robot Antropomorfico

Eslabon 5
(Gripper)

Eslaban 4

Eslabon 3

—» X
- Z
—»y

Eslabon 2

Eslabon 1

Mo ot

Base

Fuente: Autores del proyecto

L-E 5. Matrices de pseudoinercia J;.

Antes de calcular las matrices de pseudoinercia se deben calcular los centros de
masa de los eslabones, para lo cual éstos se observan en una vista normal a eje de
rotacion, como se ve en la Figura 44, en donde ademas se muestran las distancias
dy, ds y ds, que separan los centros de masa de los eslabones 2, 3 y 4 (respectiva-
mente) con su sistema de referencia.

Las matrices de pseudoinercia quedan,
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Figura 44: Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del Robot
Antropomérfico

|F

L= ]

.|+ Eslabén 4

=F s
Eslabon 1 k(j—; Eslabdn 3
X1

Es."ab;inz Eslabon 5 (Gripper)

Fuente: Autores del proyecto
000 O
000 O
000 m
0 0 0 O
- 0 d12 mo 0 d1 mo
0 d1 mo 0 mo
d22 ms 0 0 d2 ms
0 00 0
d2 ms 0 0 ms
d32 o 0 0 d3 o
0 0 0 0
d3 Y 0 0 my
000 O
000 O
T5=1000 o (71)
0 0 0 ms



L-E 6. Matriz de Inercias D.

donde,

d33

daa

d23 = d32

diy O 0 0 0
0 dya dyg dyys O
D = 0 dsp dsz dss O |, (72)
0 dyp dyg dyy O
0 0 0 0 O

Mo (d12 cos(02)2 + sin(26y) dy Iy — 1y? 005(92)2 + l22)

+my (ds? cos(0y + O3 + 04)% + 2 sin(0y) ds ly cos(fy + 05 + 6,)
+2 sin(fy + 03) dsls cos(fy + 05+ 04) — 15° (308(92)2 + 1,2

+2 sin(fy + 03) sin(fy) Iy Is — Is* cos(0y + 03)* + 15?)

+my (Iy sin(fy) + dy sin(0y + 05) + I3 sin(fy + 63))°

+ms (1g sin(fy + 05 + 04) + 1y sin(6y) + I3 sin(y + 03))?,

ms (d22 42 cos(fs) dyly 4+ 2dy I3 + 15 + 2 cos(fs) Iy I3 + l32)

+ms (l22 42 cos(6s) Iy I3 + 2 cos(0s 4 04) loly + 3% 4+ 2 cos(6y) I3y + l42)
+1my (d32 — 2 sin(03 + 04) dsly — 2 sin(0y) dsls + lo* +2 cos(fs) Iy 13 + 132)
+ma (d12 + 522) )

ms (dg + l3)2 -+ my (d32 -2 Sin((94) dg l3 + l32)
+ms (l32 + 2 COS(94) 13 l4 + l42) N

my ds® +ms 1%,
msy (132 + 2 COS(04) l3 l4 + lg COS(Qg) l3 + l42 + lg COS(93 + 04) l4)

+1my (d32 -2 sin(04) d3 lg -1 12 sin(93 + 94) d3 + 132 + 12 COS(¢93) lg)
+ms (d2 + 13) (dQ + l3 + lg COS(93)) s

dog = dgo = lyms (I + I3 cos(04) + Iy cos(03 + 04))

—dg o (lg sin(94) — d3 -+ l2 sin(03 + 04)) s

d34 = d43 = d3 my (dg — l3 sin(94)) + l4 ms (l4 + l3 COS(94)) .

Los términos h;.,,, S€ muestran en el anexo H.
L-E 8. Matriz columna de fuerza de coriolis y centripeta H.
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donde,

Hi = 01 0:{sin(20 + 263) [13*(ms + ma + ms) + mgz da(do + 213 m3)]
+sin(26,) [122 (my 4+ ms 4+ my +ms) — di* mQ}
+8in(2 60 + 205 4+ 204) (1,2 ms — ds® my) + 2dy Iy my cos(26s)
+25in(20a + 03) [l2 [3(m3 + My + ms) + da Iy m3]
+2 1y ms [losin(20 + 03 + 04) + I38in(2 605 + 2605 + 64)]
+2d3my [la cos(20y + 03 + 04) + 13c08(202 + 203 + 04)]}
+61 03 my {15 sin(2 05 + 205)
—ds® sin(20y + 205 +204) + 2ds I3 cos(205 + 205 + 0,)
—d3ly cos(03 + 04) + I3 13 sin(2 60, + 03)
+dsls cos(205 + 03+ 04) — lo 13 sin(f3) }
+26, 63ms (Iy cos(By + O + 04) + I3 cos(fy + 03))
(ly sin(Og + 05 + 04) + 1 sin(0y) + I3 sin(fy + 03))
—0, 04 ds® my sin(205 + 265 + 20,)
+26, 63 m3 cos(fy + 03) (dy + Is)
(I3 sin(fs) + do sin(0y + 03) + I3 sin(0y + 03))
—20, 6y dsmy sin(y + 05+ 0,)
(I sin(y) + I3 sin(fy + 03))
+20,0,1, ms cos(0y + 03 + 04)
(g sin(fy + 05 + 04) + o sin(02) + I3 sin(fy + 03)) ,
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Hj

= 0, {—Lsin(20, + 205)[Is> (ms + ma + ms) + dyms(dy + 215)]

—% Sin(2 02)[l22(m2 + ms +my + m5) — d12 mg]
—% SiIl<2 02 + 2 93 +2 94)(6[32 my + l42 TTL5>

— sin(2 02 + 93)[[2 lg(m3 + my + m5) + d2 lQ mg]

—d3 m4[l2 COS(2 92 + 03 + 94) + l3 COS(? 92 + 2 ‘93 + 04)]
—l4 ms [12 sin(2 92 —+ (93 -+ 94) —+ l3 Sin(2 92 + 2 93 + 64)]
—dl lz mo COS(2 92)}

—93 (92 + 93) {Sin(ﬁg)[b lg(mg + my + m5) + dg 12 mg]
Io[d3® my cos(03 + 0,4) + 1y mssin(0s + 04)]}

—é4 (92 + ég + (94) {dg m4[12 COS(¢93 + 84) + lg COS(94)}

l4 m5[l2 sin(93 + 04) + lg Sin(04)]},

= —912{m5 [l4cos(0y + O3 + 64) + I3 cos(0s + 03)]
Ima[ls? sin(20 + 263) — ds® sin(20 + 263 + 26,)
+2d3 I3 cos(20y + 205 + 04) — dg 1y cos(bs + 04)
ly I3 8in (205 + 05) + d3 15 cos(202 + O3 + 04) — lo I3 sin(03)]
mg cos(fz + 03)(da + 13)[la sin(fy) + sin(fy + 05)(ds + 13)]}
6, 1 {sin(63) (I3 my + s ms + ma(ds + 1))
dsmy cos(b3 + 04) + lymssin(fs + 64) }

—9.42 lg(dg Ty COS(94) + l4 ms sin(¢94)) <92 + 03)

—94 l3 (dg my COS(94) + l4 msg sin(04)) (62 + 93 + 64) s

H, = 050515 (d3my cos(04) + 1y ms sin(6y))
+922{d3 my (I3 cos(04) + lo cos(fs + 64))
lyms (I3 sin(fy) + I3 sin(03 + 04))}
+05 15 (02 + 03) (dsmyg cos(04) + 1y ms sin(6y))
+912{d3 my sin(fy + 03 + 04)
(I3 sin(fs) + I3 sin(fs 4 03) + ds cos(0z + 03 + 64))
—lyms cos(0z + 05 + 04)
(I4 sin(0g + 03 + 04) + I3 sin(fy) + 13 sin(fy + 63)) },

72



H5:0.

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C

El vector de Gravedad es

g:<07 07 _g70>7

(74)

ya que se referencia de acuerdo al sistema 0, para el cual la gravedad actia en
sentido contrario al eje z. Los vectores de coordenadas homogéneas de los centros
de masa respecto a sus respectivos sistemas de referencia son

T =

- o O O

0 dsy
dy 0

) ry = 0 ) ry = 0 ) fry =
1 1

La matriz columna C queda

donde,

Ch

Cs

Cs

Cy

C;=0

dy 0
0 0
o | 7| o
1 1
(75)
(76)

—gmy (dy cos(02) + s sin(fy)) — gms (le sin(fy) + I3 sin(0y + 03))

—gmy (I sin(fy) + I3 sin(f; + 603))

—qgms (l4 sin(92 + (93 + 94) -+ 12 Sin(92> + l3 Sin(92 -+ 63))
—dg gms sin(Qg =+ 93) — d3 gmy COS(QQ + 93 + 04)

—qgmy (13 Sin(ez + 93) + d3 COS(QQ + 93 + 94))
—gms (lg sin(fy + 05 + 64) + I3 sin(fy + 63))
—gms sin(92 + 63) (d2 + 13)

—dg gimy COS(@Q + 93 + 64) — g l4 msg sin(QQ + 93 + 94)
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L-E 10. Ecuacion Dinamica del sistema

T = 9“1{m2 [0082(92)(d12 — 15%) 4+ dy Iy sin(2 92)}
—|—m3 [SiH(@Q —+ 93)(d2 =+ l3) —+ lg sin(QQ)]Q
+my [2 d3 COS(@Q + 83 + 94) (lQ sin(«92) + l3 sin(@z + 83)) + l22 SiIlQ(@g)
+d32 COS2<92 + 93 + 94) +2 sin(@z + 63) Sil’l(@g) lQ l3 + l32 Sin2(62 + 03)]
m [lysin(fy + 03 + 04) + lasin(fs) + I3 sin(fy + (93)]2}
0,05 {sin(205 + 203)[Is*(my + my +ms) + dyma(dy + 213)]
+sin(205) [l (M2 + M3 + my + ms) — di”> my]
+-8in (205 4 205 + 20,)(14* ms — ds® my) + dy ly my cos(20;)
+2 sin(292 + 93)[[2 l3(m3 +my + m5) + d2 l2 mg]
+2 d3 mylly cos(205 + 05 + 64) + 13 cos(205 + 205 + 6,4)]
+2 l4 m5[l2 sin(202 + 93 —I— 04) + l3 Sin(2(92 —I— 2(93 + 04)]}
+91 93 {m4 [l52 sin(2 92 +2 93) — d32 sin(2 (92 + 2 93 + 2 (94)
+2d3l3 cos(20y + 203+ 04) — dsly cos(03 + 04)
+l2 lg sin(2 92 + 93) + d3 lQ COS(2 82 + 93 + 94)
—lg lg sin(Hg)]
+2 ms (l4 COS(QQ + 93 + 94) + lg COS(92 + 03))
(l4 sin(92 + 93 + 94) + l2 sin(@z) + lg Sin(92 + 93))
+2mg cos(f2 + 03) (do + 13)
(lQ sin(Qg) + d2 SiH(GQ + 83) + l3 Sil’l(92 + 93))}
—91 é4{d32 my sin(2 02 + 2 93 + 2 94)
-2 dg Ty Sin(QQ + 93 + 94) (ZQ sin(ﬁg) + lg sin(02 + 03))
+21yms cos(0z + 05 + 04)
(Ig sin(Og + O3 + 04) + 1 sin(0y) + I3 sin(f + 03))}
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T2

é'g{lgz(mQ +mz+mq + m5) + 132(m3 + my + m5) + l42 ms

+2 lg COS(Qg)[lg(mg + my + m5) + d2 m3]

+d12 mo + d22 ms + d32 my + 2 dg l3 ms

+2 l4 ms [lg COS<03 + 84) + l3 COS(94)]

—2 d3 m4[l2 sin(93 + 94) + l3 Sln(94)]}

+9§{l32(m3 + my 4+ ms) + 1,°ms

—HQ COS(Qg)[lg(mg +my + m5) + d2 mg] + d22 ms

+1y ms[ly cos(0s + 04) + 215 cos(6,)] 4 ds® my

+ds myllasin(fs + 04) + 213sin(04)] + 2 dy I3 m3}

6, {—L sin(20; + 265)[1s> (s + ma + ms) + day ms(dy + 215)]
—15in(2605)[1,*(ma + m3 + ma + ms) — di” mo)

+18in(265 + 205 + 26,)(ds* ma — 1y* ms)

—lg l3 Sin(2 92 + 03)(7713 + my + m5) - d1 lQ mo COS(2 02)
—dgmy|ly cos(2 0y + 05 + 0,4) + 13 c08(2 05 + 263 + 64)] (78)
—l4 ms [lg sin(2 92 + (93 + 94) + lg Sin(2 92 -+ 2 (93 + 94)]}

—1—9"4{l4 ms[ly cos(0s + 04) 4 I3 cos(0,)] + ds® my

—d3 my[lysin(fs 4 04) + l3sin(0,)] + 12 ms}

4, (03 +2 92> {sin(65)[l2 ls(ms + ma + ms) — da Iy ms]

+lo[ds my cos(03 + 04) + 1y mssin(0s + 64)]}

—94 (94 + 2 92 + 2 93) {lg[d3 my COS(¢93 + 94) + l4 ms sin(93 + 94)]
+d3 l3 my COS(94) — l3 l4 ms Sin(94)}

—gmg (dy cos(fz) + Iy sin(6z))

—gms (ly sin(0y) + I3 sin(fy + 03))

—gmy (I sin(fy) + I3 sin(fy + 03))

—gms (ly sin(fy + 05 + 04) + lo sin(fs) + I3 sin(b2 + 03))

—dg gms Sin(92 + 93) — dg gmy COS(GQ + 93 + 94)
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T3 = 93 {m3 (d2 —+ l3>2 —+ my (d32 — 2 SiIl(Q4) d3 l3 + l32)
+m5 (l32 -+ 2 COS<94) lg l4 + l42)}
‘I—HQ {m5 {l32 + 2 COS(94) l3 l4 + lg COS(Qg) lg + l42 + lg COS(Qg —+ 94) l4}
+my {d32 —2 sin(94) dg l3 — lQ sin(93 + 04) d3 + 132 + lQ COS(@g) lg}
—f—?’.).’Lg (dg + lg) (dg —I— l3 —f- lz COS(Qg))}
+0, <2d3 my (ds — I3 sin(64)) + lyms (I + I3 cos(6y)))
—%01 My {l32 SiIl(Q 02 + 2 93) — d32 sin(2 QQ +2 493 + 2 04)
+2 d3 l3 COS(2 02 + 2 03 -+ 494) — d3 lg COS(03 -+ 04)
‘|‘l2 l3 sin(2 92 + 93) + d3 lQ COS(2 92 + 93 + 94) — l2 lg sin(93)}
—qgmy (lg sin(@z + 93) + d3 COS(92 + 93 + 94))
—g msy (l4 Siﬂ(eg + 03 + 04) + l3 SiD(GQ + 93))
—04 l3 (d3 my COS<94> + l4 ms Sil’l(94)) (79)
<92 +6; + 94) — 050,15 (dsmy cos(04) + 1y ms sin(6y))
—93 94 13 (d3 my COS(Q4) + l4 ms sin(94))
- 2
—01 ms (g cos(0y + 05 + 04) + I3 cos(fy + 03))
<l4 sin(02 -+ 93 —+ 94) —+ l2 SiIl(eg) -+ l3 Sil’l(92 —+ 93))
2 2
+92 l2 my (l3 Sil’l(&g) + dg COS(03 + 04))
—gms sin(@z -+ 93) (dQ + lg)
2 2
+92 lg ms <l3 sin(03) + l4 sin((‘)g + 94))
- 2
—01 mg cos(bs + 03) (da + I3)
(lg sin(02) + d2 sin(92 -+ 93) -+ l3 Sin(92 —+ (93))
2 2
‘I—HQ lg ms Sin(63> (dg -+ lg)

o= 6, (ma ds® +ms 14%)
+0s (dymy (ds — Is sin(04)) + Lyms (s + 15 cos(6,)))
+02 {lyms (l4 + 13 cos(04) + Iz cos(f3 + 6,4))
—dg my (I3 sin(0y) — d3 + I sin(03 + 64)) }
+605 0513 (d3my cos(0y) + 1y ms sin(by))
+922 d3my (I3 cos(0y) + Iy cos(fs + 04))
+6," 1yms (s sin(6,) + L sin(fs + 6,)) (80)
—dz gmy cos(0y + 03+ 04) + 05 15 (92 + 93>
(d3my cos(04) + lyms sin(6y)) — glyms sin(fs + 03 + 64)
+912 dsmy sin(fs + 03 + 04)
(I3 sin(02) 4 I3 sin(fy + 63) + d3 cos(0y + 03 + 04))
—912 Iy ms cos(0y + 05 + 0,)
(14 sin(Og + 05 + 04) + 15 sin(hy) + I3 sin(fy + 03))

’7'5:0 (81)
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5.4.2 Calculo Numérico

A partir de las longitudes de los eslabones descritas en la seccion anterior (5.3) y
las distancias de los centros de masa a los sistemas de referencia, se realiza el cal-
culo numérico de la dindmica del Robot Antropomérfico, que al igual que el Robot
SCARA, se muestra a partir del paso L-E 6..

L-E 6. Matriz de inercias D.

Recordando, la matriz de Inercias D para el Robot Antropomérfico es,

diy O 0 0 0
0 dyp O 0 O
D = 0 dsg dsz dss O , (82)
0 dip dsg dysa O
0 0 0 0 O

para la cual los elementos son:

dll

d22

day

d23 = d32

dog = dao

dss = dus

0.00447 sin(2603) + 0.020281 sin(fs + 03) sin(6s)
+0.001697 cos(fs + 05 + 64) sin(f2)

—0.011311 cos?(0 + 63) + 0.00018192 cos? (0 + 05 + 0,4)
+0.0013152 sin(fy + 63) cos(fy + 03 + 64)

—0.013927 cos?(6,) + 0.028029

0.016253 cos(f3 + 04) — 0.001697 sin(f5 + 04) + 0.032511 cos(3)
40012596 cos(6y) — 0.0013152 sin(6y) + 0.052001

0.012596 cos(6,) — 0.0013152 sin(f4) + 0.024603
0.0085524

0.0081267 cos(6s + 65) — 0.00084851 sin (03 + 6,4) + 0.016255 cos(63)
+0.012596 cos(fy) — 0.0013152 sin(6) + 0.024603

0.0081267 cos(f3 + 04) — 0.00084851 sin(f3 + 04)
+0.0062982 cos(64) — 0.00065759 sin(64) + 0.0085524

0.0062982 cos(6,) — 0.00065759 sin(#4) + 0.0085524

Los términos h;,,, numéricos estan consignados en el anexo H.
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L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centripeta H.

donde,

Hy = 6,65{(0.008188) sin(26, + 2605+ 26,)
— (0.0081268) sin(fs + ;) — (0.0008485) cos (63 + 6)
+(0.01605) sin(2 6, +203) + (0.001315) cos(2 6, + 203 + 0,4)
+(0.012596) sin(2 602 + 2603 + 64) — (0.01625) sin(6;)
+ (0.01625) sin(2 6, + 65) + (0.000848) cos(2 6, + 05 + 6,)
+ (0.0081268) sin(2 6y + 3 + 6,4)}
+6, 65 {(0.008188) sin(2.0 05 + 205 + 26,)
+(0.00894) cos(26s) + (0.0218) sin(26,)
+(0.01605) sin(262 + 263) + (0.001315) cos(2 602 + 265 + 04)
+(0.01259) sin(2 6, + 203 + 04) + (0.03251) sin(2 6, + 63)
+(0.001697) cos(260y + 03 + 04) + (0.01625) sin(265 + 05 + 04) }
—6, 6, sin(fy + 05 + 04) {(0.001315) sin(fy + 63)
+ (0.000363) cos(fy + 03 + 64) + (0.001697) sin(fy)}
+6, 64 cos(Bs + 05 + 6,) {0.012596 sin(f, + 65)
+0.01674 sin(fa + 03 + 64) + 0.01625 sin(fy)}
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Hy = —65 [(0.008126) sin(fs + 6,) + (0.01625) sin(6s)]

—6,° {(0.00409) sin(205 + 203 + 2604) + (0.0047) cos(26s)

+(0.0109) sin(263) + (0.00802) sin(2 6, + 263)

+(0.00065) cos(26y + 2603 + 04) + (0.0063) sin(2 60y + 2605 + 04)
+(0.01625) sin(2 0 + 03) + (0.000848) cos(2 0 + 05 + 0,)

+(0.0081268) sin(20, + 03 + 64)}

—65 605 {(0.0017) cos(f3 + 0,) + (0.01625) sin(fs + 64) + (0.0325) sin(f3)}
4, (2 by + 205 + 94> {(0.000848) cos(fs + 64)

+(0.008125) sin(f3 + 04) + (0.000657) cos(fy)
+(0.006297) sin(64)}

Hy = 0.000424256," cos(fs + 04) — 0.0040634 6, sin(2 0 + 05 + 0)
+0.00084851 6, cos(3 + 0,4) + 0.0040634 6, sin(05 + 0
+0.0081267 6, sin(fs + 0,) — 0.0040943 6, sin(2 6, + 205 + 26,)
—0.00802526,” Sin(2 6, + 265) — 0.00065759 6, cos(205 + 265 + 04)
—0.0062982 6, sin(2 0, + 203 + 0) — 0.00065759 6, cos(6,)
+0.0081276 6, sin(6s) + 0.016255 65" sin(63) — 0.00629826,” sin(6,)

—0.0081276 6, sin(2 s + 03) — 0.00042425 6, cos(2 05 + 05 + 0,)
—0.0013152 64 6 cos(f,) — 0.0013152 65 6, cos(6,)
—0.012596 65 6, sin(6,) — 0.012596 65 6 sin(6,)
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Hy = 6" {(0.000848) cos(0s + 0.)
+ (0.0081265) sin(fs + 64) + (0.000657) cos(04
+64 65 [0.00065759 cos(64) + 0.0062982 sin(6,)
+6,” sin(6 + 05 + 0,) {(0.000657) sin(fs + 05)
+(0.00018) cos(B + O3 + 04) + (0.000848) sin(6;)}
—6,” cos(0s + 05 + 0) {0.00629 sin(6y + 0;)
+0.00837 sin(fy + 03 + 64) + 0.008126 sin(fy)}
6y ((0.000657) cos(fs) + (0.006298) sin(6,)) (9'2 + 9},)

) + (0.006447) sin(64)}
]

H5:O

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C.

Ch
Co
c=1| C; |, (84)
Cy
Cs
donde,
Cl = 0
CQ = —0.79732 SiIl(Hg + 83) —0.041619 COS(QQ + 93 + 94)
—0.39861 sin(fy + 65 + 04) — 0.21925 cos(fs) — 1.207 sin(6s)
Cg = —0.79732 Sin(92 -+ 93) —0.041619 COS(02 + 93 + 94) — 0.39861 sin(«92 + 63 + 94)
Cy = —0.041619 cos(0y + 05 + 04) — 0.39861 sin(fy + 03 + 0,4)
Cs = 0

L-E 10. Ecuacion dinamica del sistema.
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1

61 {0.00447 sin(26,) 4 0.020281 sin(fy + 63) sin(6,)
+0.001697 cos(0y + 03 + 04) sin() — 0.011311 cos®(0y + 03)
+0.00018192 cos®(0y + O3 + 64)

+0.0013152 sin(fy + 63) cos(fz + 63 + 64) — 0.013927 cos?(6s)
+0, 65 {(0.008188) sin(260, + 205 + 20,)

—(0.008127) sin(#s + 64) — (0.000848) cos(fs + 64)
+(0.01605) sin(262 + 263) + (0.001315) cos(2 02 + 265 + 04)
+(0.01259) sin(2 65 4 205 + 04) — (0.01625) sin(6s)
+(0.01625) sin(2 6, + 65) + (0.000848) cos(2 605 + 05 + 0,)

+ (0.008126) sin(26, + 05 + 6,4)} (85)
+6, 6, {0.008188 sin(2 60 + 2605 + 26,) + 0.00894 cos(265)
+0.0218 sin(26,) 4 0.01605 sin(2 6, + 263)

+0.001315 cos(26s 4+ 205 + 04) + 0.0125 sin(26s 4+ 2605 + 0,4)
+0.0325 sin(2 6, + 63) + 0.001697 cos(2 0 + 05 + 6,)
+0.01625 sin(2.0 05 + 05 + 04)}

—6, 6, sin(fy + 05 + 64) {0.001315 sin(fy + 63)

+0.0003638 cos(#z + 05 + 64) + 0.001697 sin(02)}

+6, 64 cos(By + 05 + 64) {0.012596 sin(f, + 65)

+0.01674 sin(fy + 03 + 6,) + 0.01625 sin(6s)},
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T2

0.052001 85 + 0.024603 85 + 0.0085524 6, — 0.79732 sin(, + 05)
—0.041619 cos(f2 + 03 + 04) — 0.39861 sin(fy + 05 + 64)

—0.21925 cos(fy) — 1.207 sin(f2) — 0.0081267 912 sin(2 60, + 05 + 0,4)
—0.00084851 65" cos(63 + 04) — 0.00084851 6, cos(6s + 04)
—0.0081267 65" sin(6 + 04) — 0.0081267 6, sinf; +6.)
000400436, sin(26; + 265 +26,) — 0.004476,” cos(265)
+0.032511 6 cos(fs) 4 0.012596 3 cos(f,) + 0.016255 B3 cos(03)
+0.012596 05 cos(04) + 0.0062982 6, cos(fy4)

—0.010908 6, sin(26,) — 0.0013152 6, sin(6,)

—0.0013152 65 sm(94) — 0.00065759 6, sin(6,)

—0.00802526,° sin(2 6, + 205) — 0.00065759 6, cos(20 + 265 + 64)
—0.0062982 6, sin(2 60, + 205 + 6,) — 0.00065759 6" cos(64) (86)
—0.016255 65" sin(6s) — 0.00629826," sin(6,)

+0.016253 65 cos(fs + 0,4) + 0.0081267 b cos(fs + 0,)

+0.0081267 6 cos(0; + 04) — 0.0162556,” sin(2 6, + 05)

—0.001697 6, sin(fs + 6,4) — 0.00084851 63 sin(fs + 6,)

—0.00084851 6, sin(6; + 6,) — 0.00084851 9’12 cos(20, + 05 + 0,)
—0.001697 92 93 cos(f3 + 04) — 0.001697 92 94 cos(f3 + 04)
—0.001697 03 0, cos(f3 + 04) — 0.016253 0y 93 sin(f3 + 6,)

—0.016253 6, 6, sin(fs + 04) — 0.016253 65 6, sin(fs + 6)
—0.0013152 65 64 cos(64) — 0.0013152 65 6 cos(6,)

—0.032511 6, 6 sin(fs) — 0.012596 6, 6, sin(6,)

—0.012596 63 6, sin(6y)
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73 = 0.024603 65 + 0.024603 65 + 0.0085524 6, — 0.79732 sin(fy + 03)
—0.041619 cos(#y + 03 + 04) — 0.39861 sin(fs + 03 + 64)

—0.0040634 6, $in(2 0y + 03 + 04) + 0.00042425 6, cos(65 + 0,)
+0.00084851 6y cos(B + 04) + 0.0040634 6, sin(05 + 64)

+0.0081267 6, sin(f; + 64) — 0.0040043 6" sin(26; + 265 + 2.06,)
+0.016255 92 cos(63) + 0.012596 65 cos(fs) + 0.012596 05 cos(f4)
+0.0062982 (94 COS(64) —0.0013152 92 8111(94) —0.0013152 ‘93 Sll’l(64)

—0.00065759 f sin(6,) — 0.0080252 6, sin(2 05 + 2 65)
—0.00065759 6, cos(20, + 265 + 0,)

—0.0062982 6, $in(2 0, + 203 + 64) — 0.00065759 6, cos(6,)
+0.0081276 6, sin(6s) + 0.016255 65" sin(6s)

—0.0062982 6" sin(64) + 0.0081267 6, cos(6; + 0,)
—0.0081276 6, $in(2 0, + 05) — 0.00084851 6 sin(6; + 64)

—0.00042425.9'1‘2 cos(2 02 + 03 + 64) — 0.0013152 6 b4 cos(64)
—000131529304 COS(94) —0.012596 92 84 sin(04)
—0.012596 ‘93 94 sin(94) s

74 = 0.0085524 60, — 0.041619 cos(fs + 05 + 0;) — 0.39861 sin(fy + O3 + 6,)
+0 {0.0081267 cos (03 + 04) — 0.00084851 sin(fs + 0,)
+0.0062982 cos(6,) — 0.00065759 sin(6,) + 0.0085524}
+65 [0.0062982 cos(6,) — 0.00065759 sin(6,) + 0.0085524]
+6,” {0.000848 cos(fs + 0,)
+0.008126 sin(#3 + 04) + 0.0006575 cos(f4) + 0.006297 sin(f,)}
+6, 93 [0.00065759 cos(6,) + 0.0062982 sin(6,)] (88)
+91 sin(fy + 65 + 04) {0.0006575 sin(fy + 03)
+0.0001819 cos(fz + 05 + 04) + 0.000848 sin(f)}
2 2
—0, cos(fs + 05 + 04)
[0.006298 sin(f; + 63) + 0.00837 sin(f + 65 + 6,) + 0.008126 sin(6s)]
63 [0.0006576 cos(6,) + 0.006298 sin(0,)] (6'2 + 9'3> ,

T5 = 0. (89)
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5.5 ESPACIO DE TRABAJO

El espacio de trabajo del Robot Antropomorfico esta determinado en coordenadas
esféricas, como todos los robots que sus articulaciones sean todas rotacionales, o,
manipuladores articulares.

Para determinar el radio minimo de movilidad del Robot, se realiza la suma de los
vectores que se muestran en la Figura 45, de manera que se puede determinar la
relacion,

Figura 45: Orientacion del robot Antropomaérfico para determinar el radio minimo del
espacio de trabajo

Fuente: Autores del proyecto

P =l + 1+ 15+ 1, (90)

donde, I;,15, 13,14 son los vectores entre los sistemas de referencia 1, 2, 3y 5, con
magnitud 1, ls, I3, [, respectivamente. Y 7 es el vector comprendido entre los puntos
Oy D, sin embargo para que sea minimo los valores para los angulos 65 y 6, debe
ser de —90°, entonces, replanteando la ecuacién (90) para considererar el radio
minimo es:

Foin =11 +1la+13+1; = 03,0, =—90°V 050, =90°. (91)
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Esta seccidn de circuenferencia no esta comprendida los 360° (al rotar en el eje z
del sistema 0), pues el servomotor restringe la movilidad entre —150° y 150°, por lo
cual el limite minimo del espacio de trabajo es como se muestra en la Figura 46.

Figura 46: Radio minimo del espacio de trabajo para el Robot Antropomorfico

Fuente: Autores del proyecto

Para considerar el limite maximo, el brazo debe estar en su maxima estension, de
manera que las variables articulares 6,, 65 y 6, tengan un valor de 0° entonces, la
condicion es:

Fooae =l +1la+1l3+1y = 0y=0°0;=0°0, = 0°. (92)

Figura 47: Radio maximo del espacio de trabajo para el Robot Antropomérfico

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 47 se muestra el limite maximo del espacio de trabajo para el Robot
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Antropomorfico, el cual cubre 300° sobre el eje = del sistema de referencia 0. Final-
mente el espacio de trabajo se muestra en la Figura 48.

Figura 48: Espacio de trabajo para el Robot Antropomérfico

Fuente: Autores del proyecto

5.6 DISENO DEL CIRCUITO

Como ya se menciond, los actuadores usados para este motor son lo servomotores
dynamixel AX-12A, RX-28 y RX-64, el primero con protocolo RS-232, pero con nive-
les TTL y los dos ultimos, los de la serie RX, con comunicacién RS-485. El circuito
para el Robot Antropomorfico y para el Robot PUMA es igual, pues presentan los
mismos requerimientos circuitales, por lo cual no esta presente ésta misma sec-
cion en el capitulo del Robot PUMA. EI Robot PUMA tiene un servomotor mas, sin
embargo como la conexién de estos servomotores digitales es en tipo BUS, no se
requieren conectores adicionales.
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Figura 49: Circuito esquematico para los Robots Antropomérfico y PUMA
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Fuente: Autores del proyecto

Figura 50: Disefo del circuito impreso para los Robots Antropomérfico y PUMA

Fuente: Autores del proyecto



El disefio de este circuito se basd en el mismo realizado para el Robot SCARA,
agregando el Circuito Integrado MAX-485 para realizar la conversion de RS-232
(con niveles TTL) del microcontrolador a RS-485 de los dynamixel de la serie RX. El
disefo del circuito esquematico se muestra en la Figura 49, y el disefio del impreso
en la Figura 50.

Finalmente en la Figura 51 se muestran fotografias del circuito ya construido.

Figura 51: Fotografias del circuito para los Robots Antropomérfico y PUMA
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Fuente: Autores del proyecto
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6 ROBOT PUMA

El modelo PUMA (Programation Universal Machine for Assembly)'3, maquina uni-
versal programable para ensamblaje, es de seis grados de libertad, todos rota-
cionales, como se ve en la siguiente figura.

Figura 52: Grados de libertad del Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

13Robot Magazine
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6.1 CINEMATICA DIRECTA

Figura 53: Sistemas de referencia para el Robot PUMA

Zg
6 y 6
! TR
- L4
. —
g X \
Ig 32 \\""---\._ iy
X, s
Y
e Zl x4 .
i Za n
- 4
~ - Zﬂ B'l V S
I Ya
Ya

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 53 se muestran los sistemas de referencia para los seis GDL del robot
PUMA, en el cual los sistemas 2 y 3 son coincidentes en su origen, al igual que 4y
5. Los parametros de D-H se muestran en la Tabla 8.

Las matrices de transformacién de acuerdo a los parametros de D-H mostrados en
la Tabla 8 son:

cos(f;) 0 —sin(fy) 0
04, — | S 01) 0 cos(fy) O (93)
-1 0 L

0
0 0 0 1
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Tabla 8: Parametros de D-H para el Robot PUMA

0-1 [ 01 0 —-90°
1-2 0 0y — 90° lo 0
2-3 0 65 + 90° 0 90°
3—4 l3 04 0 —90°
4-5 0 05 0 90°
5—06 ly 6 0 0

Fuente: Autores del proyecto

0 1
0 0 0

91

sin(fy)  cos(fy) 0 Iy sin(6y)
(92) 0 —lg COS(QQ)

(96)

(98)

(99)



— sin(fg){sin(64) cos(6;) cos(fz + 63) + cos(y) cos(03)}
+ cos(bg){cos(05) [cos(fy) cos(fy) cos(fz + b3) — sin(B;) sin(6y)]
— sin(05) cos(y) sin(6z + 03) },

cos(Bs){cos(fs)[cos(0y) sin(;) cos(fs + O3) + cos(6,) sin(fy)]
—sin(fs) sin(0;) sin(6y + 03)}

+ sin (g ) [cos () cos(fy) — sin(6y) sin(6) cos(fy + 05)],

sin(f,) sin(0g) sin(fy + 03)

— c0s(6g)[sin(05) cos(f2 + 63) + cos(6,) cos(8s) sin(f2 + 65)],
0,

— sin(0g){cos(05)[cos(04) cos(6;) cos(fy + 05) — sin(6;) sin ()]
— sin(6s) cos(fy) sin(6y + 63)}

— cos(0g){sin(f4) cos(6y) cos(fz + O3) + cos(6,) sin(6;)},
cos(fg)[cos(0y) cos(0,) — sin(6,) sin(6y) cos(fz + 63)]

— sin(fg){cos(0s)[cos(,) sin(fy) cos(ba + 63) + cos(#; sin(6,))]
— sin(fs) sin(f;) sin(fy + 03)},

sin(6s)[sin(05) cos(0y + O3) + cos(fy) cos(fs) sin(hy + 03)]

+ cos(6g) sin(fy) sin(fy + 603),

0,

cos(fs) cos(6y) sin(Oy + 03)

+ sin(65)[cos(04) cos(61) cos(Oy + 05) — sin(6 ) sin(6y,)],
sin(6;)[cos(6,) sin(6y) cos(by + 05) + cos(f;) sin(6,)]

+ cos(0s) sin(fy) sin(6y + 03),

cos(0s) cos(fz 4 03) — cos(6y) sin(05) sin(by + 63),

0,

I3 cos(6y) sin(6y + 653)

—14{sin(05)[— cos(0y) cos(b;) cos(By + 03) + sin(6;) sin(6,)]

— cos(05) cos(#y) sin(b, + 03)}

+1y cos(6y) sin(fz),

l4{sin(05)[cos(f,) sin(#;) cos(b + b3) + cos(6;) sin(6,)]

cos(fs) sin(6y) sin(0y + 03)}

+l3sin(6y) sin(fy + 03) + lo sin(6;) sin(6s),

l1 + 1y cos(03) + I3 cos(2 + 03)

+ly [cos(0y + 03) cos(05) — sin(Oy + 05) sin(65) cos(0y)]

1.
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6.2 CINEMATICA INVERSA

Ante la complejidad de la matriz resultante, que hace que las operaciones tomadas
directamente de ésta sean de la misma naturaleza, se procedi6 a realizar la cine-
matica inversa por el método del desacoplo cinematico, tomando el vector P,, del
sistema cero al cuatro (ver Figura 54), que se calcula,

Pm:Pr_l4Z67 (100)
donde,
P, es el vector del sistema cero al seis,
zg €S el vector de orientacion del eje z del sistema seis y corresponde a los tres

primeros elementos de la tercera columna de la matriz M (de orientacién y posicién
deseada).

Figura 54: Desacoplo Cineméatico del Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

El desacoplo del Robot PUMA se puede expresar segmentando la Tabla 8 de igual
manera que el Robot, como se muestra en la Figura 54.
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Tabla 9: Parametros de D-H para el Robot PUMA del sistema 0 al 4

0-1 [ 01 0 —-90°

1-2 0 0y — 90° lo 0

2-3 0 65 + 90° 0 90°
(3—4), I3 0 0 0

Fuente: Autores del proyecto

Tabla 10: Parametros de D-H para el Robot PUMA del sistema 4 al final

B—4), 0 0, 0 —90°
4-5 0 05 0 90°
5—06 ly Os 0 0

Fuente: Autores del proyecto

El desacoplo mas conveniente es aquel en el cual se incluyen tres GDL luego de
realizar este procedimiento, de manera que queden también tres GDL al final, como
se ve en la Tabla 9 y Tabla 10. La matriz de transformacion 24, se segmentd en
dos partes: A, 4 y A4, Ya que la distancia /3 se requiere para llegar al origen
del sistema cuatro y el GDL 6, debe permanecer en la parte final (después del
desacoplo). La expresion simbdlica que corresponde a la Tabla 9 es:

0
OA4:<OQ4 P4> (101)
0 1

donde

cos(0y + 03) cos(fy) —sin(fy) sin(fy + 63) cos(61)

%Q, = | cos(fy+03)sin(f;) cos(f;) sin(fy + 03) sin(6;)
—sin(fy + 63) 0 cos(6s + 63)

(

cos(#1) (ls sin(fs) + I3 sin(02 + 03))
0P4 = Sin<91> (lg SiH(@Q) + l3 sin(@z + 03))
li + 1y cos(02) + I3 cos(Oy + 03)

El desacoplo cinematico se realiza de forma posicional, por lo cual no se tiene
certeza de la orientacién; se puede calcular la posicién del sistema cuatro, mas
no su orientacién, de acuerdo a la ecuacién (100), por tanto en el andlisis de igual
manera se debe tomar el vector °P,, no operar con la matriz Q (de orientacion).
Cada uno de los elementos de este vector se iguala con su homdlogo del vector P,
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ya calculado. De las dos primeras ecuaciones (ya igualadas) se obtiene el valor de
la variable 6,.

cos(6y) (ly sin(6) + Is sin(6y + 63)) = (Pn), (102)
sin(61) (Iy sin(62) + Iy sin(6y + 63)) = (Pa), (103)
I + Iy cos(6s) + Is cos(By + 03) = (Py,), (104)
01 = atan2 (Ppa, Pony) (105)

Tomando las ecuaciones (102) y (104) y sumando el cuadrado de estas se obtiene
el valor de 6;.

l (Pn)y

] R~ 1

21515

63 = + arccos (106)

Sustituyendo el valor de 03 de nuevo en las ecuaciones (102) y (104) se obtiene el
siguiente sistema:

sin(6y) lycos(03) + 1o I3sin(fs) -1 (L),
_ cos(6q) (107)
cos(6s) —l3sin(f3)  I3cos(f3) + lo
(Pm)?, —h

En el cual se conoce el valor de sin(6,) y cos(6,), de forma que nuevamente se hace
uso de la funcién atan2 y asi determinar el valor de 6,.

Conociendo los valores de los tres primeros GDL, se evalla la matriz simbdlica °A,,
obteniendo una expresién numérica, °M ,. La matriz final de orientacién y posicion
M también se puede expresar:

M =M, x ‘M,

En donde la matriz M alin es desconocida, sin embargo las restantes dos matrices
de la ecuacion ya se conocen, de modo que:

Mo ="M, x M

Esta matriz se iguala con *Ag, calculada a partir de la Tabla 10, donde el vector “P

de ésta es:
l4 cos(04) sin(65)

ips = | lasin(0s)sin(6s) (108)
l4 cos(05)
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Realizando las igualaciones respectivas:

4
MG 14
0f) = ————— 1
cos(0y) [y sin(6s) (109)
4
. M6 24
0)) = ————— 110
Sln( 4) l4 Sin<05) ( )
Con éstas dos ecuaciones se calcula facilmente el valor de 6,
4 4
Me 24 "M 14
0, = atan2 ) 111
1= el (sin(e5)’ sin(05)) (1)
Conocido el valor de 4,, se calcula 65
M
05 = atan2 £,4M6 34 (112)
cos(fy)

Ahora se evalua con los cinco dngulos ya conocidos, obteniendo la matriz numérica
OM 5, con la que se puede expresar la matriz M:

M ="M x My
Mg =M ' x M

Finalmente
96 - atanQ (5M6 215 5M6‘ 11) (1 13)

Los célculos realizados con la funcién atan2 dan certeza de un unico angulo, con-
trario a la funcién arccos, usada para encontrar el valor de 63, por lo cual, si después
de realizada toda la cinematica inversa y evaluar con los valores encontrados, la
matriz resultante no coincide con la matriz conocida M se debe repetir el calculo
con el signo contrario, es decir — arccos.

6.3 ACTUADORES

El robot PUMA al tener seis grados de libertad, requiere la misma cantidad de ac-
tuadores, los cuales se seleccionan principalmente por el torque, ademas de otras
propiedades ya nombradas en secciones anteriores. Para conocer el torque nece-
sario que soporte el brazo en su maxima extension, se realiza el diagrama mostrado
en la Figura 55, que ademas incluye el peso de la masa que debe levantar el brazo
manipulador. El modelo realizado en SolidWorks ayudd a determinar el centro de

96



Figura 55: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en 6,

602mm

331, 84mm

> Centro de masa del
brazo en su maxima V
extension WC

Peso del objeto a -
manipular

Fuente: Autores del proyecto

masa del brazo, asi como su peso, el software lo calcul6 gracias a que se le ingre-
saron propiedades de material y la geometria real.

La ecuacion que rige el diagrama de cuerpo libre de la Figura 55 es:

M, = Wy, - 33.184[em] + W, - 60.2[cm), (114)
donde,

Wy = 657.66[gr],
W, = 250[gr].

M4 = 0.65766[Kg] - 33.184[cm] + 0.25[K g] - 60.2[cm| = 36.8789[Kg-cm].  (115)

Como se muestra en la anterior ecuacién (115), el torque minimo necesario para
levantar al brazo en la posicion horizontal critica es de 36.8789[K ¢g-cm/|. El motor se-
leccionado debe tener un torque mayor que este, dentro de los motores dynamixel el
proximo de mayor torque es el RX-64, que tiene 64| K g-cm], permitiendo que el motor
no actue forzado y su funcionamiento con el robot sea éptimo. Las propiedades de
este motor se especifican en la seccién 5.3. El diagrama de la Figura 56 ayuda a
determinar el torque necesario para en la articulacion 6.

Mp = Wy, - 16.803[cm] + W, - 35.32[cm)], (116)
donde,

Wy = 450.85[gr],
W, = 250[gr],

97



Figura 56: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en 63

353,2mm

Fuente: Autores del proyecto

despejando para Mp,

Mp = 0.45085[K g] - 16.803[cm] + 0.25[K g| - 35.32[cm] = 16.405[K g-cm).

El torque necesario en esta articulacion se especifica en la anterior ecuacion, por
lo cual el servomotor que tiene un torque superior a este es el dynamixel RX-28,
con 28[Kg-cm|. Las propiedades de este motor se especifican en la seccién 5.3.
Para las restantes articulaciones se seleccionaron los dynamixel AX-12A, que es el
servomotor dynamixel que presenta el menor torque.

Finalmente las medidas y masas de los eslabones son,

eslabon 1 — my =570.16[gr] 11 = 219.55[mm)];
eslabon 2 —  my = 217.16[gr] [y = 251.6[mm];
eslabon 3 — my =177.6[gr] I3 = 196.55[mm];
eslabon4 — my = 93.59[gr];

eslabon 5 —  my = 74.98[gr];

eslabon 6 — mg =87.67[gr] 14 = 162.21[mm).

Las distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa son,

diy = 172.78[mm],
dy = 67.86[mm)],
ds = 46.87[mm],
dy = 14.21mm].
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6.4 ANALISIS DINAMICO

6.4.1 Calculo paramétrico

L-E 1. Asignar a cada eslabdn un sistema de referencia de acuerdo a los parametros
de D-H. Los cuales se muestran en la Figura 57.

Figura 57: Sistemas de referencia para cada eslabén del Robot PUMA

@

fon
st Fslabén 1
F
%o
X, A ronar)
Ko T (Gripper)
[ Base

T

Fuente: Autores del proyecto

Los pasos L-E 2, L-E 3 y L-E 4 se muestran en los anexos |, J y K respectivamente.

L-E 5. Matrices de pseudoinercia J;

Como ya se mencion6 anteriormente, para obtener las distancias del sistema de
referencia al centro de masa de cada eslabén, éstos de deben observar de manera
perpendicular al eje de rotacién, como se muestra en la Figura 58.

J, = (117)

o O OO
o O OO
o O OO
SOOO
=
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Figura 58: Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del Robot

PUMA

Eslabdn 1

X3
Eslabodn 4

Fuente: Autores del proyecto

ﬂ‘w—‘gUU
LI

Ya

Va2

3
qo o
o't'o
ofo
o ol

) 2]
o

Eslabon 5

Eslabon 3

X5

=

Eslabdn 6 (Gripper)

Vs

0 0 0 0
o 0 d12 meo 0 d1 meo
Jy = 0 0 0 0 (118)
0 dl mo 0 Mo
d22 ms 0 0 dg ms
0 0 0 0
Js = 0 00 0 (119)
dg ms 00 ms
000 O
000 O
J, = 000 0 (120)
0 0 0 my
d42 ms d3 d4 ms 0 d4 ms
o d3 d4 msg d32 ms 0 d3 ms
Js = 0 0 00 (121)
d4 msy d3 msy 0 msy
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00 0 O
00 0 O
Jg = 000 0 (122)
0 0 0 mg
L-E 6. Matriz de Inercias D
Dy Dy D3 Dy Dis
Dy Doy Dz Doy Dos
D D3y Dsy Dss Dsy Dss ’ (123)

D41 D42 D43 D44 D45

o O O O oo

0 0 0 0 0

9 (d12 008(62)2 +sin(260y) dy Iy — 1y? (:08(92)2 + l22)
+mg {l4 [sin(f5) (sin(f;) sin(fy) — cos(fs + 03) cos(0;) cos(f4))
—sin(fy + 03) cos(#1) cos(6s)]
—cos(01) (Iy sin(fy) + I3 sin(fy + 63))}?
+mg {14 [sin(05) (cos(f1) sin(4) + cos(fs + 03) cos(6,) sin(64))
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y)]
+sin(0y) (I sin(fy) + I3 sin(f, + 03))}>
+ms (d22 cos(fs + 93)2 + 2 sin(fy) dyly cos(02 + 03) — l5? 008(02)2 + l22)
+dy> ms + 1% ms 4 152 ms + my (Iy sin(8y) + I3 sin(fy + 65))°
—15% M cos(By + 93)2 + ds® ms 005(94)2 — 1% ms cos(92)2
+ds® ms cos(fy + 03)2 — dy* ms cos(fy + 03)2 — 2dyl3ms sin(05)
—ds? ms cos(04)? cos(05)* — ds® ms cos(0y + 03)° cos(6,)?
+-dy4® mi5 cos(By + 93)2 cos(95)2 + 21y l3ms sin(6s + 03) sin(6y)
+2dy I3 ms cos(By + 03)° sin(Bs) + dy® ms cos(By + 05)* cos(y)? cos(65)?
+2ds dyms cos(04) cos(05) sin(fy) — 2ds l3ms cos(fy + 03) sin(0s + 03) sin(6y)
—2d3lamy cos(0y + 03) sin(0y) sin(fy) — 2 dy ls ms sin(0s + 03) sin(6y) sin(fs)
+2dyly ms cos(fs + 05) cos(0y) cos(f5) sin(6s)
—2d,* ms cos(By + 03) sin(fy 4 03) cos(fy) cos(fs) sin(fs)
—2ds dy ms cos(6y + 03)” cos(fy) cos(f5) sin(6y)
+2dyl3ms cos(bs + 03) sin(fy + 03) cos(04) cos(bs)
+2ds dy ms cos(0y + 03) sin(fy + 03) sin(fy) sin(0s)
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D12 = D21
D13 = D31
D14 = D41

14> mg sin(fy + 03) cos(6,) sin(fy) — ds dyms sin(fy + 03) cos(fs)

—ds3 Iy ms cos(By) cos(8y) — ds® ms sin(fy + 03) cos(fy) sin(6,)

—ds I3 my cos(0y + 03) cos(0) + 2 ds dy ms sin(0y + 05) cos(0,)” cos(6s)

—dy lyms cos(By) cos(05) sin(fy) + dy® ms cos(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(6s)
—ly 1y mg cos(By) sin(fy) sin(fs) — 14> mg cos(fs + O3) cos(fs) sin(fy) sin(fs)
+dy* ms sin(fy + 63) cos(fy) cos(85)” sin(6y)

—1,2 mg sin(fy + 05) cos(8,) cos(f5)* sin(6,)

+d3 dyms cos(fs + 03) cos(fy) sin(fs)

—dyl3ms cos(0s + 03) cos(05) sin(fy) — I3y mg cos(0z + 03) sin(fy) sin(bs)

—ms sin(fy + 3) sin(fy) ds* cos(fy) + 2ms sin(fy + 03) ds dy cos(8,)” cos(6s)
+mg cos(fy + 03) sin(f;) ds dy cos(0y) — 1ms sin(fy + 63) ds dy cos(0s)
—lsymy cos(fy + 03) ds cos(By) + ms sin(fy + 05) sin(fy) dy? cos(8y) cos(fs)?
+ms cos(fy + 03) sin(fy) sin(fs) ds* cos(6s)

—l3ms cos(02 + 03) sin(64) dy cos(0s)

—mg sin(fy + 03) sin(fy) 1, cos(8,) cos(fs)?

+mg sin(fy 4 03) sin(0y) 4% cos(6,)

—myg cos(By + 03) sin(f,) sin(fs) 14> cos(fs)

—l3mg cos(fy + 03) sin(fy) sin(fs) 1y

ds® ms cos(fy + 03) + 1,2 me cos(fa + 0s) + dy® ms cos(By + 03) cos(fs)?
—14> mg cos(fy + 03) 005(95)2 — dgz l3ms sin(fy + 03) sin(0,)

—dg lyms sin(0s) sin(6y) + dyly ms cos(6y) cos(fs) sin(6s)

—dy® ms sin(fy + 03) cos(0y) cos(fs) sin(fs)

+ly 1y mg cos(04) sin(fy) sin(0s)

+142 mg sin(fy + 03) cos(6,) cos(f5) sin(fs)

+dy l3ms sin(fs + 03) cos(04) cos(ds)

+d3 dyms sin(fy + 03) sin(fy) sin(0s)

+l3 1y mg sin(0s + 03) cos(04) sin(s)
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Dis = D51 = dyms{ds cos(fy + 03) sin(05) + dy sin(fy + 03) sin(6y)
—l3 sin(fy + 63) sin(fy) sin(6;)
—ly sin(fy) sin(fy) sin(05)
+ds sin(fy + 03) cos(04) cos(65)}
+lymg sin(0y) (14 sin(fy + 03) + I3 sin(0z + 03) cos(fs) + Iy cos(05) sin(hs))

Dyy = di>mg + do® m3 + ds® ms + di® ms + 1> my + 1o° ms + l> my + 1% ms
+l5? ma + L2 mg + 132 ms + 132 me
—d3?ms 003(94)2 —dy®ms Cos(95)2 + 142 mg 608(94)2
+1,2 mg 008(95)2 + 21513 my cos(03) + 215 13 my cos(f3)
+2 1513 mg cos(f3) + 21313 mg cos(05) — 2ds Iy ms sin(63)
—2dy I3 my sin(fs) + dy® ms cos(84)” cos(65)*
—14% mg cos(04)” cos(05)” + 21y Ly me cos(f3) cos(fs)
—2dy lyms cos(03) sin(fs) + 2 ds la ms sin(f3) sin(6y)
—2dzdyms cos(0y) cos(05) sin(6y)
—2dy lyms cos(6y) cos(fs) sin(f3)
—21y 1y mg cos(fy) sin(f3) sin(65)

D3 = D3y = dy®ms + ds®> ms + dy® ms + 5% my + 15 ms + 13° mg — ds® ms 005(94)2
—dy? ms cos(05)? + 14% meg cos(04)” + 142 mg cos(05)*
+ly l3my cos(03) + 1o I3 my cos(03) + [2 13 mg cos(f3)
+2 131y mg cos(fs) — dy lamg sin(fs) — 2dy 3 my sin(fs)
+ds2 ms cos(04)” cos(0s)® — 14,2 mg cos(4)* cos(s)”
+loy 1y mg cos(03) cos(bs) — dylyms cos(03) sin(fs)
+d3 Iy ms sin(03) sin(6y) — 2ds dyms cos(04) cos(65) sin(fy)

—d4 lg msg COS<94> COS(05) Sin(83> — lg l4 meg COS(04> sin(93) sin(«95)

D24 = D42 = —Mgs (dg COS(04) + d4 COS(95) sin(6’4)) (l3 + lQ COS(@g) - d4 sin(«95))
—lymg sin(0y) sin(fs) (I3 + 2 cos(f3) + Iy cos(6s))
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Dos = D5y = lymg[ly cos(8y) + I3 cos(04) cos(05)

—ly sin(63) sin(05) + Iy cos(f3) cos(04) cos(65)]

—dyms [d3 cos(05) sin(0,) — dy cos(8y) + la cos(05) sin(63)
+l3 cos(fy) sin(fs) + lo cos(f3) cos(fy) sin(fs)]

D33 = d22 ms + d32 ms + d42 ms + l32 my + l32 ms + 132 me + l42 Mmg
—d32 ms COS(94)2 — d42 ms COS(95)2 + 2 13 l4 Mg
—2dyl3ms sin(fs) + dy® ms cos(8,)” cos(6s)?

—1,2 mgsin(6y)* sin(s)”

2
—4l3lymg sin(%) — 2d3dyms cos(fy) cos(f5) sin(fy)

D3y = Dy3 = —ms (I3 —dy sin(fs)) (ds cos(04) + dy cos(fs) sin(fy))
—l4 meg Sin(€4) sin(95) (lg + l4 COS(95))

D35 = D53 = l4 me COS(94) (l4 + l3 COS(05>)
—dyms (dz cos(fs) sin(6,) — dy cos(8,) + I3 cos(04) sin(fs))

D44 = My (d32 —|— d42 COS(95)2) =+ l42 meg (Sin2(95))
D45 = D54 = dg d4 ms Sin(95)

Dss = msdy® +mgly®

Los términos h;.,, S muestran en el anexo L.

L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centripeta H

Debido a la extension de los términos de la matriz columna simbdlica H, ésta no se
presenta en el documento, si el lector de este documento desea conocer las expre-
siones puede ejecutar el algoritmo que se muestra en el anexo O.
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L-E 9. Matriz columna de fuerzas de Gravedad C.

Para realizar el célculo de ésta matriz, se debe expresar el vector de gravedad,
teniendo en cuenta el sistema de referencia base.

Los vectores de coordenadas homogéneas r; para el Robot PUMA son:
0 0 dy 0 dy 0
0 d 0 0 d 0
=g = g [re=| oo [re= o = 0 [Te= | o
1 1 1 1 1 1
(125)
La matriz columna C queda:
G
Cy
_| G
c=| ¢ (126)
Cs
Cs
donde,
C,=Cs = 0,

Cy = dygms (sin(fs + 03) sin(65) — cos(62 + 03) cos(04) cos(65))
—gme {l2 sin(bs) + Iy [sin(fs + 03) cos(05) + cos(fa + 03) cos(by) sin(6s)]
+l3 sin(fy + 03)}
—gmg [lz sin(fy) + da cos(0s + 63)]
—gmy [l sin(0y) + I3 sin(fy + 03)]
—gms [l sin(fy) + I3 sin(fy + 03)]
—gmg [dy cos(02) + lg sin(bs)] 4+ ds gms cos(f2 + 03) sin(b,),

Cy = dygms [sin(0s + 03) sin(05) — cos(fy + 03) cos(64) cos(05)]
—glymg [sin(fz + 03) cos(05) + cos(f2 + 03) cos(6y) sin(ds)]
—dy gms cos(0y + 03) — gl3my sin(fy + 03) — gls ms sin(fy + 63)
—gl3mg sin(fs + 03) + d3 gms cos(s + 03) sin(6y) ,

04 = g sin(92 + 93)
[d3 ms cos(8y) + dyms cos(05) sin(0y) + 1y mg sin(6,) sin(65)],
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Cs = —dygms [cos(fs + 03) cos(05) — sin(O2 + 03) cos(0y) sin(65)]
—glymg [cos(fz + 03) sin(B5) + sin(f + 03) cos(64) cos(bs)] .

L-E 10. Ecuacion dinamica del sistema.
Debido a la extensidn de los términos simbdlicos 7 no se presentan en el documento,

si el lector de este documento desea conocer las expresiones puede ejecutar el al-
goritmo que se muestra en el anexo O.

6.4.2 Calculo numérico

A partir de las longitudes de los eslabones descritas en la seccion anterior (6.3) y
las distancias de los centros de masa a los sistemas de referencia, se realiza el cal-
culo numérico de la dindmica del Robot Antropomérfico, que al igual que el Robot
SCARA, se muestra a partir del paso L-E 6.

L-E 6. Matriz de Inercias D

, (127)

-}
w
=

)
w
[N}

-}
w
w

-}
w
>~

)
w
ot

O OO O o O

donde,
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Dy; = 0.0055903 cos(65) — 0.00041883 sin(f5) + 0.0060645 cos(bs + 03) sin(6z)
+0.025343 sin(fy + 03) sin(fy) + 0.0022916 cos?(0,) cos*(s)
—0.0055903 cos® (02 + 03) cos(f5) + 0.00041883 cos?(fy + 03) sin(fs)
—0.0089316 cos® (6 + 03) + 0.018881 cos(6y) sin(fy)
+0.0021421 cos?® (6, + 03) cos?(0,) — 0.0022916 cos® (03 + 03) cos®(05)
—0.034727 cos® () — 0.0021421 cos*(0,) + 0.000099877 cos(f4) cos(fs) sin(6,)
—0.0013815 cos(fy + 03) sin(fs + 65) sin(6,)
—0.0022916 cos® (02 + 03) cos*(0,) cos*(0s)
—0.0017684 cos(fs + 05) sin(fz) sin(fy)
+0.007156 sin(fy + 03) cos(fs) sin(f)
—0.00053614 sin(f, + 63) sin(f2) sin(6s)
+0.00053614 cos(6s + 63) cos(f4) cos(f5) sin(fs)
+0.007156 cos(fy + 03) cos(84) sin(fs) sin(fs)
—0.000099877 cos? (6, + 03) cos(f,) cos(f5) sin(6,)
+0.00041883 cos(fy + 03) sin(fs + 03) cos(04) cos(65)
+0.0055903 cos(fs + 03) sin(f2 + 03) cos(04) sin(65)
+0.000099877 cos(fs + 03) sin(02 + 03) sin(f4) sin(65)
+0.0045833 cos(fz + 03) sin(fs + 65) cos(64) cos(d5) sin(fs) + 0.053431,

Doy = 0.025343 cos(f3) + 0.0055903 cos(f5) — 0.0060645 sin(f3) — 0.00041883 sin(f5)
—0.0022916 cos?(64) cos?(05) + 0.007156 cos(fs) cos(fs)
—0.00053614 cos(6;) sin(fs) + 0.0017684 sin(6;) sin(6,) + 0.0021421 cos?(6,)
40.0022916 cos®(65) — 0.00053614 cos(f4) cos(fs) sin(fs)
—0.000099877 cos(4) cos(fs) sin(by)
—0.007156 cos(f4) sin(f3) sin(f5) 4+ 0.05859,

D33 = —0.0022916 cos®(6,) cos?(#5) + 0.0021421 cos?(6,)
—0.000099877 sin(f4) cos(fy) cos(fs) + 0.0022916 cos?(6s)
+0.0055903 cos(f5) — 0.00041883 sin(f5) + 0.010897,

Dy = 0.0022916sin(65)? + 0.00017986,
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D55 = 0.0023219,

D1y = Doy = 0.000049938 cos(fs + 03) cos(6,) sin(fs)

D13 = D31

—0.0008842 cos(f3) cos(f4) — 0.00069074 cos(02 + 03) cos(4)
—0.00026807 cos(f2) cos(f5) sin(f4)

—0.003578 cos(f3) sin(f4) sin(5) — 0.000049938 sin(#y + 03) cos(65)
—0.00020942 cos(fs + 03) cos(05) sin(64)

+0.0021421 sin(fy + 65) cos(f4) sin(fy4)

—0.0027951 cos(y + 03) sin(f4) sin(fs)

+0.000099877 sin(fy + 05) cos(64)” cos(fs)

—0.0022916 cos(fs + 03) cos(f5) sin(by) sin(6s)

—0.0022916 sin(fy + 5) cos(f,) cos(f5)* sin(6y),

0.000049938 cos(fs + 03) cos(4) sin(b5)

—0.00069074 cos(f2 + 03) cos(f4) — 0.000049938 sin(fy + 03) cos(65)
—0.00020942 cos(f2 + 03) cos(#5) sin(b,)

+0.0021421 sin(fy + 03) cos(6,) sin(fy)

—0.0027951 cos(6s + 63) sin(f4) sin(6s)

+0.000099877 sin(fy + 63) cos(64)” cos(6s)

—0.0022916 cos(#y + 03) cos(fs) sin(f4) sin(fs)

—0.0022916 sin(fy + 63) cos(f4) cos?(0s) sin(fy),

D14 = D41 = 0.0024715 COS(@Q + 03) — 0.00069074 Sil’l(eg + 63) Sil’l(94)

—0.0022916 cos(f + 65) cos(fs5)” — 0.0008842 sin(fy) sin(f,)
+0.00026807 cos(f4) cos(fs) sin(bs)

+0.003578 cos(f4) sin(fy) sin(fs)

+0.00020942 sin(fs + 63) cos(04) cos(fs)

+0.0027951 sin(f, + 03) cos(f4) sin(f5)

+0.000049938 sin(fy + 03) sin(f4) sin(fs)

+0.0022916 sin(fy + 03) cos(fy) cos(fs) sin(fs) ,
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D5 = D5y = 0.000049938 cos(f2 + 03) sin(fs) + 0.0023219 sin(fy + 03) sin(6,4)
+0.003578 cos(f5) sin(fy) sin(f4)
—0.00026807 sin(fs) sin(f4) sin(fs)
+0.000049938 sin(f; + 03) cos(f4) cos(bs)
+0.0027951 sin(#y + 03) cos(85) sin(fy)
—0.00020942 sin(f; + 63) sin(fy) sin(bs),

Dos = Dgy = 0.012672 cos(05) + 0.0055903 cos(6) — 0.0030323 sin(fs) — 0.00041883 sin(s)
—0.0022916 cos(f4)* cos(f5)* + 0.003578 cos(fs) cos(fs)
—0.00026807 cos(f3) sin(f5) 4+ 0.0008842 sin(f3) sin(4)
+0.0021421 cos(4)* 4 0.0022916 cos(85)” — 0.00026807 cos(6,) cos(f5) sin(fs)
—0.000099877 cos(6,4) cos(fs) sin(b,)
—0.003578 cos(f,) sin(f3) sin(fs) + 0.010897,

Doy = Dy = 0.000049938 cos(fy) sin(fs) — 0.0008842 cos(f3) cos(64)
—0.00069074 cos(6,) — 0.00020942 cos(f5) sin(fd,)
—0.00026807 cos(f3) cos(f5) sin(f4)
+0.00001514 cos(fs) sin(f4) sin(65)
—sin(fy) sin(f5) (0.003578 cos(#3) + 0.023067 cos(f5) + 0.02795) ,

Doys = D5y = 0.0023219 cos(f4) + 0.0027951 cos(64) cos(fs)
—0.00026807 cos(f5) sin(f3) — 0.00020942 cos(f4) sin(fs)
—0.000049938 cos(fs5) sin(f4) — 0.003578 sin(f3) sin(fs)
—0.00026807 cos(f3) cos(f4) sin(fs)
+0.003578 cos(#3) cos(fy) cos(05),

D3y = Dy3 = 0.000049938 cos(f,) sin(f5) — 0.00069074 cos(6y)
—0.00020942 cos(f5) sin(f4) — 0.0027951 sin(f4) sin(fs)
—0.0022916 cos(5) sin(f4) sin(fs) ,

D35 = D53 = 0.0023219 cos(04) + 0.0027951 cos(4) cos(65)
—0.00020942 cos(fy) sin(f5) — 0.000049938 cos(f5) sin(f,) ,
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D45 = D54 = 0.000049938 sin(95) .

Los términos h;.,, S muestran en el anexo L.

Debido a la extension de los términos de la matriz columna numérica H, ésta no se
presenta en el documento, si el lector de este documento desea conocer las expre-
siones puede ejecutar el algoritmo que se muestra en el anexo O.

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C
Los elemento numéricos de esta matriz columna son:

01206:07

Cy = 0.034475 cos(fz + 03) sin(6,) — 0.49407 sin(6y + 03) — 0.36808 cos(6z)
—1.6068 sin(fy) — 0.11823 cos(#y + 03) — 0.13951 sin(fy + 65) cos(65)
+0.010452 sin(fy + 03) sin(fs) — 0.010452 cos(fy + 63) cos(f4) cos(fs)
—0.13951 cos(fy + 03) cos(f4) sin(b5) ,

Cs3 = 0.034475 cos(0y + 03) sin(fy) — 0.49407 sin(f2 + 03) — 0.11823 cos(b2 + 03)
—0.13951 sin(fy + 03) cos(f5) + 0.010452 sin(fy + 03) sin(fs)
—0.010452 cos(#y + 03) cos(64) cos(f5)
—0.13951 cos(fy + 03) cos(f,) sin(6s),

Cy = sin(fy + 603) {0.034475 cos(64) + 0.010451 cos(f5) sin(64)
+0.1395 Sin(64> sin(05)},

C5 = 0.010452 sin(fy + 63) cos(f4) sin(fs)
—0.010452 cos(0y 4 03) cos(fs) — 0.13951 sin(fs + 03) cos(04) cos(fs)
—0.13951 cos(fy + 03) sin(f5)

L-E 10. Ecuacién dinamica del sistema.
Debido a la extensidn de los términos numéricos T no se presentan en el documento,

si el lector de este documento desea conocer las expresiones puede ejecutar el al-
goritmo que se muestra en el anexo O.
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6.5 ESPACIO DE TRABAJO

Al igual que el Robot Antropomorfico, el Robot PUMA se ubica espacialmente con
coordenadas esféricas, por tanto su espacio de trabajo esta restringido entre dos
esferas, para determinar el limite interno se calcula la condicién a partir de la Figura
59, en donde se muestra el Robot PUMA en su menor extension, la cual se logra
cuando las variables articulares 63 y 6, estan los limites, es decir, cuando los dos
angulos se encuentran en 90° 6 en —90°, es necesario que para lograr la menor
extension ambos angulos tengan el mismo signo.

Figura 59: Orientacion del robot PUMA para determinar el radio minimo del espacio de
trabajo

A

N

O ”

Fuente: Autores del proyecto
A partir de la Figura 59, la condicion para el menor limite es:

Foin =la+ 13 +1s = (03,05 =—90°V 5,05 = 90°) A 0, = 0. (128)

donde, l;,lg,l:; son los vectores entre los sistemas de referencia 2, 3, 4 y 6, con
magnitud [, [3, [, respectivamente. El limite se completa haciendo rotar esta seccion
de circunferencia 300°, de manera que el menor limite queda como se muestra en la
Figura 60.
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Figura 60: Radio minimo del espacio de trabajo para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

El maximo limite se considera en la maxima extensién del brazo, es decir, cuando
los valores de las variables articulares 63 y 6, valen 0.

Prae =lz+1ls+1s = 05,05 =0 (129)

El maximo limite se muestra en la Figura 61.

Figura 61: Radio maximo del espacio de trabajo para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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Finalmente, el espacio de trabajo se muestra en la Figura 62.

Figura 62: Espacio de trabajo para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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7 DESCRIPCION DEL GRIPPER

El elemento final es una parte fundamental para un robot manipulador, éste elemento
es el que interactua directamente con el objeto a manipular, el cual para este caso
es una pinza mecanica o gripper.

Figura 63: Disefno de cuatro barras para el Gripper

()

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 63 se ve el diseno de cuatro barras del Gripper, éste disefio permite
que las superficies en contacto con el objeto a manipular siempre estén paralelas,
sin importar la abertura del mecanismo.

Figura 64: Dimensiones de las barras del Gripper

N

t
Fuente: Autores del proyecto
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En la Figura 64 se ven las dimensiones de las barras del Gripper para cumplir con
el requerimiento de abertura de la pinza, la cual debe agarrar objetos de maximo 8
centimetros de longitud. Ademas se tuvo en cuenta el tipo de motor que genere este
tipo de movimiento, para lo cual solo se requiere que rote 180°, este movimiento lo
realizan con bastante precision los servomotores, y teniendo en cuenta el tamafo
del gripper, debe ser un servomotor de tamafo reducido.

Figura 65: Adecuacién del micro-servomotor al Gripper

Fuente: Autores del proyecto

El micro servomotor se selecciond por sus reducidas dimensiones y la precisién del
mismo para el movimiento. A partir de éste se dimensionaron las barras de color
amarillo en la Figura 65, definiendo de esta manera las dimensiones de las demas
barras.

Figura 66: Gripper completo

Fuente: Autores del proyecto
El disefio final del gripper se muestra en la Figura 66, cumpliendo con las especifi-

caciones de peso y tamano para el objeto a manipular. Este gripper debe ser lo mas
liviano posible, pero resistente, por tanto el material también debe cumplir con estas
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caracteristicas. Existen dos tipos de materiales que cumplen con estas caracteristi-
cas, el aluminio y el acrilico, este ultimo fue seleccionado finalmente por ahorro en
costos, ya que realizar el proceso de fundir las piezas en aluminio es mucho mas
costoso que cortar estas mismas piezas en acrilico.

El servomotor seleccionado fue el HITEC HS-82MG, el cual cumple con las especi-
ficaciones dimensionales y genera un torque superior a otros de esta clase, ya que
tiene reducciones metalicas, no de nylon como son convencionalmente.

Figura 67: Micro-servomotor HITEC HS-82MG

Fuente: http://hitecrcd.com/products/servos/micro-and-mini-servos/
analog-micro-and-mini-servos/hs-82mg-standard-metal-gear-micro-servo/product

Este servomotor funciona con una sefal cuadrada con un voltaje pico entre 3y 5
V, con una duracién de semiciclo positivo entre 600 a 2400 us, como se muestra en
la Figura 68. El pulso se actualiza cada 20ms, es decir, opera a una frecuencia de
50H 24,

Figura 68: Funcionamiento servo HITEC HS-82MG
o

1050usec | | 51 , 1950usec
45° 45°

*) Servo Arm ©

600usec ¥ 90 90°¥ 2400usec

1500usec Neutral
Fuente: http://www.servocity.com/html/hs-82mg_servo.html#.UzI89_15Pis

“http://hitecrcd.com/files/Servomanual . pdf
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8 GENERACION DE TRAYECTORIAS ARTICULARES

El objetivo de trazar una trayectoria es generar una funcién continua de movimiento
para el robot, dentro de las cual se incluye las tres principales variables cineméti-
cas, posicion, velocidad y aceleracién. Existen dos tipos de trayectorias, punto a
punto y ruta continua. Para este proyecto se hara énfasis en el movimiento punto
a punto, que logra posicionarse en un punto diferente al inicial con funciones para
la posicidn, velocidad y aceleracion, de manera que el elemento final del robot se
desplace con cierta suavidad, sin alteraciones o grandes cambios en la aceleracién,
ayudando a que no se presenten picos de corriente en los motores. Para lograr esto
se generan tres segmentos o tramos, el primero inicia con velocidad cero (parte
del reposo) hasta cierta velocidad especifica, que sera constante para el segundo
tramo, finalizando con el tercer segmento inverso al primero, llevando nuevamente
la velocidad a cero. Para lograr esto se podrian trazar para el primer y tercer tramo
funciones de tercer orden (en la posicién), que cumplen con llevar la velocidad de
cero a cierto valor, sin embargo al ser de orden tres, la aceleracién sera de primer
orden e ira incrementando al igual que la velocidad, de manera que cuando pase al
segundo tramo habra un cambio brusco, pues la aceleracion de este tramo es cero,
como se muestra en la Figura 69. Para resolver este problema se hace una funcién
de mayor orden, haciendo interpoladores de quinto orden y colocando condiciones
de velocidad y aceleracion inicial y final igual a cero, con las que finalmente quedara
una funcién de orden cuatro, como se demuestra a continuacion.

Figura 69: Ley de Tiempo con un perfil de velocidad trapezoidal

VTN

4 t(-:"| I fjf'_{ﬂ. ij- t

a) Posicién b) Velocidad

¢) Aceleracion

Fuente: Subir Kumar Saha. Introduccion a la Robdtica. México. 2008. pag. 303
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Funcién para la posicién:
9<t):aO+alt+a2t2+a3t3+a4t4+a5t5 (130)

Realizando la derivada respecto al tiempo para calcular la velocidad y aceleracién:

é(t):a1—|—2a2t—|—3a3t2+4a4t3+5a5t4 (131)

O(t) =2ay+ 6ast + 12a4t> + 20 a5 t> (132)
Las anteriores ecuaciones se definen a partir del libro Introduccién a la robética'®,
con las cuales se define la cinematica para el movimiento de las variables articulares
de los robots, en donde la aceleracién es una funcién de tercer grado, sin embargo
si se define que tanto al inicio como al final del tramo la aceleracion tiene por valor
cero, se reduce un grado, como se ve al desarrollar numéricamente las ecuaciones.

Qoi = Qo + ayito+ agito® + asito® + au to + as to®

ari = a0i+a1itf+a2itf2+a3itf3+a4itf4+a5itf5

vo; = i+ 2a9to + 3asite® + ast® + 5asto? (133)
vy o= ay+2agt;+3azit;+agt +5astt

ace; = 2a9; +6as;to+ 12a4,t> + 20 as; to®

acyi = 2ag+6azity+12a4t,>+20a5t,°

El anterior sistema se expresa para calcular los coeficientes a; del tramo .

Generacion del tramo dos (ecuacion de primer orden)

Para definir las ecuaciones de cada uno de los tramos, inicialmente se define el
tramo dos, ya que primero se tiene en cuenta la pendiente de las recta de este
tramo y luego a partir de esto definir las velocidades iniciales y finales de los otros
dos segmentos.

En la siguiente ecuacion se define pendiente m de la recta que define el segundo
tramo:
Qr — Qo
=2 = 134
S (134)
donde,
Qs es el angulo final del movimiento

15Subir Kumar Saha. Introduccion a la Robética. Capitulo 11
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Qo es el &ngulo inicial del movimiento

T es el periodo del movimiento

T es el periodo de tiempo de los tramos 1y 3
Y la ecuacion de la recta es:

Qa(t) = m(t —7) + Qo (135)

Generacion del tramo uno

Para este tramo ¢q; = Qq, €s decir, el angulo inicial del tramo es el angulo inicial del
movimiento. El angulo final del tramo se define a partir de evaluar 7 en la ecuacion
de la recta:

g = Qo+ T _9-,

El valor de la velocidad final de este tramo es el mismo de la pendiente de la recta,
A U

Como la ecuacién de la posicion del tramo dos es una recta, la velocidad sera una
constante y la aceleracidon sera cero, por consiguiente la aceleracion final del tramo
uno y la inicial del tramo tres deben ser cero, para que no existan cambios brus-
cos en la aceleracién y se mantenga continuidad en la gréfica de la aceleracion del
movimiento.

A partir del sistema de ecuaciones (133) y conociendo los valores de posicién, ve-
locidad y aceleracion inicial y final, se hallan los coeficientes:

qo1 = o1+ ai1to + asn to® + asi to® + as to* + as to®

an = a01—l—autf—|—a21tf2—|—a31tf3+a41tf4+a51tf5

Vo = a1+ 2a9 tg + 3az to® + as te® + 5 as o (137)
Vi = an+2anty+3aztt +anty® + 5az tpt

acor = 2a9 + 6as;to+ 12a4 to® + 20 as; to*

acfpr = 2@21 -+ 60,31 tf + 12 ay41 tf2 + 20 asy tfg

Para este tramo el tiempo inicial ¢, es cero y el tiempo final ¢; es 7, reemplazando
esto y expresando de manera matricial:
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ao: 100 0 0 0 dor
ar 1 B 7 7 45
az 010 0 0 0 0
ap || 01 27 372 47 57 m (138)
ag 002 0 0 0 0
as: 00 2 67 1272 207° 0

Finalmente las ecuaciones para la posicién, velocidad y aceleracién para este tramo
respectivamente quedan:

i=0
5

Vi(t) = Zailtifl (140)
?

aci(t) = > ii—ant™ (141)

Generacion del tramo tres

Para este tramo se sigue el mismo procedimiento que el primer segmento con los
siguientes valores:

e Angulo inicial del tramo tres: go3 = Q- evaluado en (7' — 27)
e Angulo final del tramo tres: ¢;5 = Q;
e Velocidad inicial del tramo tres: vp3 = m

e Velocidad final del tramo tres:

2 —
Vg3 = —(QJ;T 0z) — Vo3 (142)

Después de realizar la evaluacion de los coeficientes, las ecuaciones quedan:

5
Qs(t) = Zaisti (143)
=0
Vs(t) = ) Jiamt™! (144)
acs(t) = > i(i—1)a;st™’ (145)
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Figura 70: Graficas de la posicién, velocidad y aceleracién de la trayectoria.

GRAFICA DE POSICION

o)

Amplitud [Radianes)

1

Tiempo [seg]

GRAFICA DE LA VELOCIDAD

Wel{ 1)

Amplitud [Rad / seg)

1

Tiempo [seg]

GRAFICA DE LA ACELERACION

woo

Amplitud [Rad / seg”2]

i

Tiempo [seg]

Fuente: Autores del proyecto

Como se ve en la Figura 70, estas tres variables siempre mantienen un movimiento
continuo, de manera que nunca se presentan sobresaltos en la sefial en ningun
punto de la trayectoria.
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9 INTERFAZ GRAFICA

La implementacion de la interfaz gréfica representa la unién de muchos elementos
que podrian parecer apartes en el proyecto, hace que mover el Robot hacia una
posicion deseada sea una tarea sencilla, apartando al usuario de la programacién,
logrando que, mover el Robot sea llamativo y entretenido y no una labor tediosa o
complicada. En la Figura 71 se muestra la interaccion de la Interfaz grafica con los
demas elementos que ésta necesita para su correcta funcionamiento.

Figura 71: Diagrama de la interaccion de la Intrefaz Gréfica

Funcién Funcion
Parametros Cinematica Cinematica
de D-H Directa Inversa
' ™
Funcion ) N
Trayectorias \
. J .erm PUMA 6 G.O.L /‘ﬁ
)
Condiciones ]
del espacio P>
de trabajo MOTORES
~—— INTERFAZ CIRCUITO ROBOT
— / GRAFICA \ )
Posicion y \W/
Orientacion p ~
deseada Matriz
deseada M
L. A

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 71 el cuadro de color azul representa la entrada del usuario, los cuadros
blancos son funciones realizadas en MATLAB para lograr posicionar al Robot segun
la entrada del usuario.

A través de esta interfaz grafica se controlan los manipuladores con tres funciones
principales que son, envio de posicion y velocidad a un motor, envio de posicién
y velocidad a todos los servomotores dynamixel a la vez y lectura de posicién de
los estos actuadores, ademas de controlar la abertura del gripper con el servomotor
analégico. El diseno de esta interfaz se realizé en el software MATLAB, haciendo
una GUI (graphical user interface) para luego generar el archivo ejecutable (con
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extension .exe) que puede instalarse en cualquier computador con sistema operativo
windows de 64 bits que inclusive no tenga instalado MATLAB.

Figura 72: Bloques principales de simmechanics y su relacion

K| csi#igcs2

Body

B CS1MmCS2 [H— @ B T/ F o Rl cS1MpCs2 [H

Eslabdn (i) Eslabén (i+1)
Revolute1

Fuente: Autores del proyecto

Figura 73: Diagrama en simmechanics del Robot SCARA sin actuadores

cs2

CS 4$

3_

CSs3 |H

RoctPart

| ce2MgCs3

ESLABON 1 GDL-1 GDL1

CS3MgCs?2
ESLABON 2

GDL3 GDL2
& cs2Mgess (5 .
ESLABON 3 GRIPPER

Fuente: Autores del proyecto

Para la comprobacion de los célculos realizados se tomo el disefio hecho en Solid-
Works, el cual contiene editado los materiales reales de cada uno de los manipu-
ladores, cada sub-ensamblaje se guardé como un archivo en formato STL, que se
puede leer en simmechanics de simulink, en donde se model6 cada robot a partir
de bloques, como se muestra en la Figura Figura 72, en donde el elemento “Body”
representa un cuerpo, en este caso un eslabon del Robot. Los elementos “Revolute”
representan las juntas o uniones que existen entre el eslabén i con el i + 1.
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Figura 74: Diagrama en simmechanics del modelo del Robot SCARA

1 ——pInl Out1 L—W
IN-1

1 —pIn2 Out2 @——@ GDL2
IN-2

1 —»In3 Out3 @—@ GDL3
IN-3

1 ——»Ind Out4r—ﬂ
IN-4

ACTUADORES ENSAMBLE
Fuente: Autores del proyecto

Figura 75: Simulacién en simmechanics del Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 73 se muestra el ensamblaje del Robot sin tener en cuenta los ac-
tuadores, solamente estan las juntas entre los eslabones. Los actuadores fueron
agregados posteriormente a cada junta. Para visualizar de una mejor manera se
cre6 un subensamblaje de estos elementos, como se muestra en la Figura 74, rep-
resentado por el bloque “ENSAMBLE”. Las entradas para la posicién de los GDL
son los cuatro bloques de la Izquierda del diagrama, una por cada GDL. Los resul-
tados de la simulacion se muestran en la Figura 75, en la imagen de la izquierda,
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con todas las entradas cero y la de la derecha, —x/2,7/3,100, 7 /4, para los cuatro
GDL respectivamente (las unidades estan en [rad] y [mm)]).

Figura 76: Simulacién en simmechanics de los Robots Antropomérfico y PUMA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 76 se muestran resultados de la simulacién de los Robots Antropom6ér-
fico y PUMA de izquierda a derecha respectivamente.

Para apreciar de mejor manera las simulaciones de los Robots, se pueden seguir
los siguientes enlaces,

e Simulacién Robot SCARA
e Simulacién Robot Antropomérfico

e Simulacién Robot PUMA

en donde se muestran movimientos de los manipuladores llegando a posiciones de-
seadas, viendo el resultado de la implementacién de las funciones que se aprecian
en la Figura 71.

En la Figura 77 se muestran las Interfaces con las cuales se realiza la simulacion
de los robots SCARA y PUMA, la Interfaz del robot Antropomérfico es igual a la
del PUMA, por lo cual no se muestra, estas se pueden ver con mas detalle en los
enlaces de los videos. A través de dos paneles se les ingresa la configuracién

125


https://www.youtube.com/watch?v=IK1eXitEskU
https://www.youtube.com/watch?v=auEPSxOhM9k
https://www.youtube.com/watch?v=GjfNTqSmAfk

deseada, en uno la posicién y en otro la orientacién. En otro panel se muestra el
valor de las variables articulares luego de la resolucion por la cinematica inversa.
Ademas presenta botones para realizar el célculo, regresarlo a posicion inicial y
limpiar los campos. El proceso para mover de manera simulada el robot sigue los
pasos:

¢ Ingreso de la configuracién deseada (Posicion y Orientacion)

e Al presionar el botdén Calcular, se llama a la funcién que calcula la matriz de-
seada M, luego la funcion que calcula la cinematica Inversa, con los valores
iniciales y finales de las variables, se calculan las trayectorias para cada vari-
able articular, generando una matriz en la cual la primera fila es un vector de
tiempo, las siguientes filas son vectores de posicién y finalmente, los vectores
de velocidad. Para la simulacién se discretizé el movimiento cada 0.01[s], es
decir, 10[ms].

e Sila configuracién dada esta dentro del espacio de trabajo, se habilita el botdn
"Mover".

Figura 77: Interfaces de simulacion para los robots SCARA y PUMA

Simulacién Robot SCARA 4 GDL Simulacion Robot PUMA 6 GD A
imulacién Robot . — Posicid Orientacion Gripper — " i
— Posicion — Gripper — Acciones. Periodo de Tiempo
Orientacion — Posicion en X mm
ngresar angulos
Posician en X mm < . ==
grados .
Posicion en mm _ .
Posicién en ' mm Abert @ Solucion 1
erra Pasicién en Z mm Usar manager _ .
Posicién en Z mm grados ) Solucion 2
— — Angul
————————— Variables - - ]
Periodode iempo : GLI- GALI- GBS pos il
T GoL1=0 GOL2=0" GOL4=0" GOLE=10" os Incial
=4 GDL2=0° Move
GOL 3 = 0mm — Acci
Tesiz: Dizata y Cansimccidn ge bes Maniouisdoes Robdticaz - USTA 2014 TesiE DERE == FoneiEE - USTA 207F
!

Fuente: Autores del proyecto

La interfaz presenta tres principales paneles, célculo de la cinemética directa, cal-
culo de la cinematica inversa y conexién al puerto para enviar la trama de datos.
Para realizar los respectivos célculos se realizaron funciones (en MATLAB) para la
cinematica directa, cinematica inversa, la matriz de transformacion final, las matri-
ces de transformacién basicas y generacién de las trayectorias, estas funciones se
muestran en los anexos.

En la Figura 78 se muestra una captura de la interfaz grafica para el robot PUMA, a
continuacion se describe la funcién de los botones.
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e Abrir Puerto: al presionar este botdn se abre o cierra el puerto seleccionado,
en el cual esté conectado el circuito del manipulador.

e Calcular: después de seleccionar si la operaciéon es cinematica directa o in-
versa hace el respectivo célculo.

e Mover: después de realizar el calculo y si el puerto esta abierto hace la comu-
nicacién con los motores para mover el robot hacia la posicidén indicada.

e Limpiar: borra todos los espacios editables y deja la interfaz como como al
inicio.

e Pos Inicial: lleva el robot a posicién cero.

e Pos Cierre: lleva el robot a una posicién en la cual esté apoyado, de manera
que cuando se des-energice no se golpee.

Figura 78: Interfaz Gréfica para el Robot PUMA

Bl interfaz V00 (== [=]
Robot PUMA 6 G.D.L.
— Cinematica Inversa
[

Paosicidan en X [mm] Abrir puerto
Posicion enY [mm] Estado:
Posicion en Z [mm] Cerrado

— Cinematica Directa o :

Calcular .
tetha1 tetha4 Pos Inicial
tetha2 tetha5
tetha3 tethat

— Pos Cierre

Limpiar

— Orientar Gripper
) Manual () Automatico
— Gripper
(NS | %0

Fuente: Autores del proyecto
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Las Interfaces para los Robots SCARA y Antropomérfico son similares, lo Unico
diferente es el médulo de la cinematica directa, en la cual se veran sélo cuatro y
cinco GDL respectivamente.
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10 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

10.1 CONCLUSIONES

El analisis dinamico de los robots manipuladores a partir del algoritmo de Lagrange
- Euler permitié la obtencién de los torques requeridos en cada articulacién de una
forma metddica, de manera que rapidamente se llega a la solucién simbdlica del
sistema (robot), pues una de sus grandes bondades es la manipulacion de las ex-
presiones a partir de variables escalares, por lo cual es bastante eficiente computa-
cionalmente.

Se observé que por cada grado de libertad adicional, el calculo de cinematica y
dindmica de los robots manipuladores se hace mucho mas extenso, de manera que
manipular las variables y visualizar el resultado simbdlico en el caso del robot PUMA
se hizo imposible, pues la expresion ocupa mas de dos paginas, por lo cual no fue
posible consignarla en el documento.

La implementacién del circuito integrado FT232RL y el uso de los servomotores dig-
itales dynamixel, permitieron realizar un disefio de circuito mas compacto respecto
a lo que convencionalmente se tiene para controlar seis servomotores (como es el
caso de los servomotores analdgicos) que requieren un conector por cada servomo-
tor y dispositivo que genere una sefal de control para cada uno de estos.

El uso del software MatLab posibilito modelar las etapas del proyecto a manera de
funciones, como lo son cinematica directa, cinematica inversa, dinamica, generacion
de trayectorias y simulaciones de los robots, para luego integrar estos anteriores el-
ementos en una interfaz grafica para cada robot, logrando que el calculo sea mas
rapido al estar contenido en un mismo programa. Ademas este software permite
realizar calculos simbdélicos extensos, superando a otros software como Maple y
Mathcad.

La Interfaz gréafica es el elemento principal de las etapas del proyecto, pues con ésta
se logr6 asimilar los demas componentes para que el robot llegue a la posicion re-
querida con un tiempo especifico y una trayectoria trazada, haciendo un movimiento
suave entre el punto inicial y final.

El uso de los servomotores digitales dynamixel facilitaron el movimiento del robot,

realizando el cambio de posicidn y velocidad segun la trayectoria, pues se le puede
enviar una trama de datos en la cual se incluyen estas dos variables. Ademas
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permiten que todos se muevan a la vez variando la trama de datos enviada, debido
a su unico ID. También posibilitaron un espacio de trabajo mas amplio que el de los
servomotores analdgicos tradicionales, ya que estos ultimos solo se mueven 180°,
mientras que los dynamixel permiten 300°.

10.2 TRABAJOS FUTUROS

En el desarrollo de esta proyecto se lograron importantes resultados, como se mues-
tran en las conclusiones, sin embargo los calculos dindmicos realizados aun no se
han implementado, pero se pretende hacer para una etapa posterior, como lo es
realizar control al movimiento de los manipuladores, para lo cual es vital tener las
expresiones dinamicas de los sistemas, en este caso, robots. Aprovechando a su
vez el potencial de Simulink, que permite integrar el modelo CAD de los manipu-
ladores en Simmechanics y realizar un analisis dinamico, logrando validar los resul-
tados obtenidos, como se realizd con la simulacion de los robots.
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ANEXOS

Anexo A. MATRICES DE TRANSFORMACION °4; ROBOT SCARA

cos(6y + 62)
sin(91 -+ 92)
0
0

cos(6y + 6s)
sin(@l -+ 92)
0
0

cos(by + 0y + 03)
sin(91 + (92 + 93)
0
0

OA5:

— sin(@l + 92)
cos(0; + 605)

0 0
0 0

cos(0; +63) 0

0
0

0
0

o= O O O =

01) —sin(f;) 0 I3 cos(6y)
01) cos(6y)

0 I3 sin(6,)
1 ly
0 1

(146)

—sin(f; +63) 0 1y cos(fy + 63) + I3 cos(6,)
l4 sin(91 + 92) -+ lg sin(@l)

i (147)

1

ly cos(by + 0s) + I3 cos(6q)
l4 Sin(91 + 62) -+ 13 sin(@l)

ly — Is (148)

1

—sin(f; + 602+ 65) 0 Iy cos(by + 6s) + I3 cos(6q)

cos(0; + 05 + 63)

0
0
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0 l4 sin(¢91 + 6‘2) + lg sin(@l)
1 lo — 15 — g
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Anexo B. MATRICES U,; ROBOT SCARA

—sin(f;) —cos(61) 0 —I3 sin(6;)

cos(#y) —sin(#y) O

I3 cos(6y)

Un = 0 0 0 0 (150)
0 0 0 0
—sin(0y +63) —cos(0y+02) 0 —ly sin(6y + 6y) — I3 sin(6,)
Uy, — 005(910+ 0) — sin(%l + 6,) 8 ly cos(by + 920) + I3 cos(6q) (151)
0 0 0 0
—sin(0; + 63) —cos(01 +602) 0 —ly sin(fy + 0s)
Uy — cos(910—|- 0) — sm(%l + 6,) 8 Iy cos(gl + 65) (152)
0 0 0 0
— sin(@l + 02) — COS(Ql + 92) 0 —l4 Siﬂ(el + 02) — l3 Sin(Ql)
0, +0 —sin(6y +63) 0 I 01+ 6>) +1 0
U, = cos( 10 2) Sln(01 2) ’ 4 cos(f; 20) 3 cos(fy) (153)
0 0 0 0
—sin(f; +63) —cos(0; +63) 0 —ly sin(0; + 65)
Uy — COS(GB+ 6) — Sln<%1 +62) 8 Iy cos(gl + 6s) (154)
0 0 0 0
000 O
000 O
Us=| 00 0 -1 (155)
0 00 O
—sin(f; + 60, +603) —cos(f1 +6,+03) 0 —ly sin(6y + 02) — I3 sin(6,)
. — cos(0y + 6y +63) —sin(0y +60+65) 0 1y cos(0y + 6s) + I3 cos(6q)
e 0 0 0 0
0 0 0 0
(156)
— sin(91 + 62 + 03) - COS(Ql + 02 + 93) 0 —l4 Sin(01 + 92)
01 + 05 + 0 —sin(6; +60,+65) 0 1 0, +40
U,y — cos (6 ) 5 + 03) sin(6; : 5+ 63) ’ 4 Cos(01 2) (157)
0 0 0 0
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000 O
000 O
—sin(f; + 6y +05) —cos(f;+62+65) 0 0
Uy = cos(6q —i—002 +6;3) —sin(6y ?)— 0y + 03) 8 8 (159)
0 0 0 0
0000
0 00O
Up=Up=Unu=Upx=Uy=Us = 000 0 (160)
0 00O
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Anexo C. MATRICES U ,;; ROBOT SCARA

U211 =

U311 =

—cos(6; + 6s)
- sin(@l -+ 62)

U212 =

U221 =

U222 =

—cos(6y + 6s)
- sin(@l + 92)

| |
— ~ —

Ulll =

0
0

0
0

—cos(fy) sin(f;) 0 —l3 cos(6y)

0
0

0
0

—cos(6y + 6s)
- sin(91 + 02)
0
0

—cos(6y + 6s)
- sin(91 + 02)
0
0

—cos(6y + 6s)
—sin(#; + 65)
0
0

0
0

—cos(6y + 6s)
—sin(6; + 6s)
0
0

—cos(6y + 6s)
- Sin(01 i 92)
0
0

SiIl(Ql + 92)
—cos(fy +63) 0

Sil’l<91 -+ 92)
—cos(f1 +65) 0

—sin(#;) —cos(#y) 0

0 0
0 0

0
0

sin(0; + 05)
—cos(6y + 6s)
0
0

Sil’l(@l al 82)
—cos(6y + 6s)
0
0

Sin(@l T 82)
—cos(#; + 605)
0
0

0
0

sin(60; + 05)
—cos(6y + 6s)
0
0

sin(0; + 05)
—cos(6y + 65)
0
0
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—l3 sin(Ql)
0
0

0 —l4 cos(bh + 05) — I3 cos(6y)
—l4 sin(Ql + 92) — l3 sin(é’l)

0
0

—ly cos(f; + 65)
—l4 sin(91 + 92)

—ly cos(0y + 65)
—l4 sin 1+ 02)

0
0
G
(0
0
0
—ly cos(f; + 65)
—l4 sin(91 + 02)
0
0

0 —l4 cos(bh + 05) — I3 cos(6y)
—l4 sin(ﬁl + 92) - l3 sin(@l)

0
0

—ly cos(0y + 65)
—l4 sin 1+ 92)

G

(0

0

0

—ly cos(0y + 65)

—l4 Sin(01 i 92)
0
0

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)



—cos(f1 +65) sin(f; +65) 0 —ly cos(0; + 6s)
—sin(fy +6;) —cos(6y +62) 0 —ly sin(f; + 65)
0 0 0 0

0 0 0 0

Usa = (169)

—cos(01 + 05+ 63)  sin(6y + O, + 653) —ly cos(0y + 63) — I3 cos(6q)

0

—sin(fy + 6y +63) —cos(6y +62+63) 0 —Iysin(f; + 02) — I3 sin(6;)
Ui = 0
0

0 0 0
0 0 0
(170)
— COS(&l + 92 + 93) sin(91 -+ 92 + 93) 0 —l4 COS(@l + 92)
Upo= | ~ sin(6q —(l)— Oy + 03) — cos(6; 8— 0 + 03) 8 —ly smé@l + 603) (171)
0 0 0 0
—cos(01 + 6, +03) sin(0;+6,+603) 0 0
Uii=| sin(6; E)l— 0y + 03) — cos(6; 8— 0 + 03) 8 8 (172)
0 0 0 0
— COS(@l + 92 + 03) sin(@l + 02 + (93) 0 —l4 COS(@l + 92)
Ui = | sin(6; —(l)— Oy + 03) — cos(b, 8_ 0y + 03) 8 —ly sm%@l + 6,) (173)
0 0 0 0
—cos(bh + 05+ 05) sin(@y+02+603) 0 —Iy cos(br + 6s)
U422 _ — 8111(6’1 —Ol- 62 + 03) — COS(el a- 62 + 03) 8 —l4 SlIl%el + 92) (1 74)
0 0 0 0
—cos(by +05+05) sin(f;+02+63) 0 0
Upi= | ~ sin (6, 8_ Oy + 63) — cos(6y —Ol— 6y + 63) 8 8 (175)
0 0 0 0
— 008(91 iy 92 aly 83) Sin(91 i 92 aly 93) 00
U= | sin(6; 8_ 0y +65) —cos(6; 3_ 05 + 03) 8 8 (176)
0 0 0 0
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— 008(91 i 92 + 93) sin(91 il 92 9 93) 00
. — sin(@l + QQ + 93) - COS(@l + QQ + 93) 0 0
U442 - 0 0 00 (1 77)
0 0 0 0
— 008(91 iy 92 + 83) sin(91 i 92 ai 93) 0 0
. — sin(@l + 82 + 93) - COS(@l + 82 + 93) 0 0
U444 - 0 0 00 (1 78)
0 0 0 0
U112 = U113 = U114 = U213 = U214 = U223 = U224 = 00 0 0
U231 = U232 = U233 = U234 = U241 = U242 = U243 = 00 0 0
U244 - U313 = U314 = U323 = U324 = U331 = U332 = 000 0 (1 79)
Usss =Us3s =Uszy1 = U3y =U3zg3 =Uszyy = Uiz = 000 0

U423 = U431 = U432 = U433 = U434 = U443 =

138



Anexo D. TERMINOS F,,,, ROBOT SCARA

hiie = —l3sin(6y) (dams + lamo + lymsg + lamy) ,
hisr = —l3sin(fs) (damg + lamg + lymg + lymy),
hisa = —l3sin(fs) (dama + lyme + lymg + lymy),
hori = I3 sin(fs) (damao + lamg + lamg + lymy),

hi11 = hi1s = hi1a = hi2z = higg = higi = higa = hizz3 = 0
hi3s = hig1 = hiag = 14z = higa = ho1o = hg13 = hp14 =0
hagr = hagze = haoz = hooy = hozy = hasp = hasz = hogy = 0
hos1 = hoso = hoyz = hogs = h311 = hzio = hz13 = 3y =0
h3gr = h3zo = h3oz = h3oy = hazy = hgzo = hgzz = hzgy = 0
hsg1 = h3so = hag3 = hgas = hy1 = hgio = haiz = hy1s =0
P21 = hago = huoz = hyos = hyz1 = huzo = hugz = hyzs = 0

haysy = hysop = hyyz = hyyy = 0
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Anexo E. MATRICES DE TRANSF. °4A; ROBOT ANTROPOMORFICO

La matriz A, esta expresada en la ecuacion (48).

—cos(fy) sin(fz) —cos(fy) cos(fz) sin(f;)  —ly cos(6y) sin(fy)
1) sin(0s) —cos(fy) sin(fy) —cos(f;) —ls sin(6y) sin(6s)
cos(fy — sin(6s) 0 Iy + 15 cos(fs)
0 0 0 1
(185)

A
Az = i 1 , (186)

—sin(fy + 63) cos(fy) —cos(by + 65) cos(fy)  sin(6;)
°Q, = | —sin(fy +05) sin(hy) —cos(fy + 03) sin(f;) —cos(dy) |,
COS(QQ + 93) - sin(Qz + 03) 0

donde,

—cos(61) (I3 sin(b + 03) + Iy sin(6,))
P; = | —sin(6)) (I3 sin(fy + 63) + I, sin(6y))
i + 13 cos(f2 + 05) + 15 cos(62)

A 2 o
A4: 6’ 1 ) (8)

—cos(fy + 05+ 0,) cos(6) sin(fy) —sin(fy + 05+ 64) cos(b,)
°Q, = | —cos(fy + 05+ 04) sin(6;) —cos(6y) —sin(fy + 05+ 6,) sin(6;) |,
— Sin(eg + (93 P 94) 0 008(92 + 93 al 94)

donde,

—cos(0y) (I3 sin(fz + 63) + 5 sin(6s))
OP4 = — sin(&l) (lg sin(@z + 93) + 12 sin(ég))
l1 + I3 cos(f2 + 03) + la cos(fz)

La matriz °A; se muestra en la ecuacion (53).
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Anexo F. MATRICES U,;; ROBOT ANTROPOMORFICO

—sin(#;) 0 cos(61) O
B cos(f;) 0 sin(f;) 0

Uy, = 0 0 0 o | (188)
0 0 0 0

sin(6y) sin(6s) cos(fy) sin(6)  cos(f1) Iy sin(6,) sin(6y)
—cos(6y) sin(fy) —cos(#y) cos(fy) sin(fy) —Ilz cos(fy) sin(6y)
0 0 0 0
0 0 0 0

U21 = o (189)

—cos(fy) cos(fs) cos(6q) sin(fy)
—cos(fy) sin(f1) sin(6) sin(6s)
—sin(6s) —cos(6s)

0 0

—ly cos(fy) cos(6s)
—ly cos(6s) sin(6y)
—lg Sin(02)

0

U,y = (190)

o O OO

U31:(UQ31 UP31), (191)
donde,

sin(fy + 03) sin(6;) cos(fy + 03) sin(fy)  cos(
—sin(fy + 03) cos(6;) — cos(fz + 03) cos(hy) sin(

UQ31 - 0 0 0 9
0

0 0
sin(@l) (13 SiIl(Qz + 03) + lQ sin(02))
—cos(0y) (I3 sin(0s + 03) + I3 sin(6y))

0
0

U= (UQs QP ), (192)

QP31:

donde,
—cos(fy 4 03) cos(fr) sin(fs + 03) cos(6;)
—cos(fy + 03) sin(6) sin(fs + 03) sin(6;)
— sin(6y + 03) —cos(fy + 03)
0 0

—cos(61) (Iy cos(02) + U3 cos(fy + 03))
—sin(6) (I2 cos(B2) + I3 cos(b + 63))
—lg sin(92) — 13 Sin(eg + (93)

0

UQ32 =

o O O o

UPj;; =
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U33 = ( UQ33 UP32 ) 5 (193)
donde,
—cos(fy + 03) cos(fr) sin(fs + 03) cos(6;)
—cos(fy + 03) sin(f;) sin(fs + 03) sin(6;)
— sin(6y + 63) —cos(fy + 03)
0 0

—l3 cos(0y + 63) cos(6)
—l3 cos(fs + 03) sin(6;)
—l3 SiIl(@Q + 93)

0

UQ33 =

o O OO

UP33 =

Un=(U0Q, UPy ), (194)
donde,

cos(fy + 03 + 04) sin(fy)  cos(f1)  sin(fy + 05 + 6,) sin(6;)
(6

—cos(0y + 03 + 04) cos(fy) sin(fy) —sin(fy + 05 + 04) cos(6y)
UQ41 = 0 0 )

0 0

sin(fy) (le sin(fs) + I3 sin(02 + 03))

UP,, =| cos(61) (la sin(fz) + I3 sin(02 + 03))

0
0
Uy = ( UQ,, UPy ) , (195)
donde,
sin(0y + 03 + 04) cos(f1) 0 —cos(fs + 05 + 04) cos(6;)
UQ,, - sin(fs + 05 + 04) sin(6;) 0 —cos(fy + 03 + 04) sin(6;)
T —cos(fy + 03 + 0,4) 0 —sin(0y + 03 + 64) ’
0 0 0
— cos(#1) (I cos(B2) + I3 cos(b + 603))
Up. - | sin(61) (I2 cos(02) + I3 cos(b + 63))
42 = —lg Sin(eg) — l3 Sin(eg + 03)
0
Uis=(UQ,; UPy ), (196)
donde,
sin(fy + 65 + 04) cos(f1) 0 —cos(fy + 03+ 04) cos(6,)
UQ,. - sin(fy + 03 + 04) sin(f;) 0 —cos(0s + O3 + 64) sin(6;)
8 —cos(fa+6034+6,) O —sin(0y + 03 + 64) ’
0 0 0
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—l3 cos(f2 + 03) cos(6y)
—l3 cos(fy + 05) sin(6;)

UP43 - —lg sin(«92 + 93) ’
0
sin(fs + 03 + 04) cos(f1) 0 —cos(fs + 05+ 6,) cos(fy) 0
U. — sin(ﬁz i 93 + 94) sin(@l) 0 — COS(@Q i 93 iy 94) sin(Ql) 0 (1 97)
4 — COS(@Q + 93 + 94) 0 — SiH(@Q + 93 + €4> 0
0 0 0 0
U51: ( U’I’L51 UO51 UCL51 UP51 ), (198)
donde,
cos(61) sin(fs) + cos(bs + 03 + 04) cos(65) sin(6,)
sin(#;) sin(65) — cos(fs + 05 + 04) cos(601) cos(fs)
Un51 = 0 )
0
cos(61) cos(f5) — cos(0s + b5 + 64) sin(f;) sin(fs)
cos(fs) sin(fy) + cos(bz + 03 + 04) cos(6;) sin(fs)
Uos = 0 )
0
sin(fy + 05 + 04) sin(6;)
Uas = | sin(6y + 930+ 6,) cos(6y) 7
0
sin(f0y) (o sin(fy) + I3 sin(fs + 03)) + 1y sin(fy + 05 + 04) sin(6;)
| —cos(6y) (Iy sin(fz) + {3 sin(fs + 65)) — Iy sin(fz + O3 + 64) cos(61)
UP; = 0
0
Us, = ( Uns; Uos; Uasy; UPsy ), (199)
donde,

sin(fy + 05 + 04) cos(01) cos(65)
sin(fs + 035 + 04) cos(0s) sin(64)

Uns, = —cos(fy + 03 + 04) cos(05) ’
0
—sin(fy + 03 + 04) cos(#;) sin(fs)
—sin(0y + 03 + 64) sin(6;) sin(05)
Uos, =

cos(0y + 03 + 04) sin(fs) ’
0
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— cos(fz + 03 + 04) cos(6,)
—cos(fz + 03 + 04) sin(6,)
— Sin(QQ + 93 + 94) ’
0

UCL52 =

—cos(61) (2 cos(f2) + I3 cos(0s + 85)) — Iy cos(B2 + O3 + 64) cos(6r)
—sin(61) (I cos(B2) + I3 cos(bs + 03)) — Iy cos(Bs + 05 + 6,) sin(6;)
—l4 Sin(92 + 63 + 84) — lg sin(Hg) - l3 sin(é’g + ‘93)

0

UP52:

Uss = ( Uns; Uoss Uass UPs; ) ) (200)

donde,
sin(fy + 05 + 04) cos(01) cos(65)
sin(fy + 03 + 04) cos(05) sin(6;)
— cos(fz + 03 + 64) cos(65) ’
0

—sin(0y + 03 + 64) cos(6;) sin(fs)
—sin(fy + 03 + 04) sin(;) sin(65)
cos(fz + 03 + 04) sin(6s) ’
0

—cos(fy + 03 + 64) cos(6;)
—cos(0y + 03 + 04) sin(6y)
— sin(92 -+ 93 + 94) ’
0

U'n,53 =

UO53 =

UCL53 =

—l3 cos(0s + 03) cos(01) — 1y cos(0s + O3 + 04) cos(6;)
—l3 cos(0y + 03) sin(0y) — Iy cos(fs + 65 + 04) sin(6y)
—l4 sin(92 + 93 + 94) — l3 sin(92 + 93)

0

UP53:

Usy = ( Unsy Uoss Uasy UPsy ), (201)

donde,
sin(fy + 03 + 04) cos(#1) cos(65)
sin(0y + 03 + 04) cos(fs) sin(6;)

Uns, = —cos(fy + 03 + 04) cos(05) ’
0
—sin(fs + 03 + 04) cos(#;) sin(fs)
—sin(fy + 03 + 04) sin(6;) sin(65)
Uosy =

cos(fz + 03 + 04) sin(6s) ’
0
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— cos(fz + 03 + 04) cos(6,)
—cos(fz + 03 + 04) sin(6,)

UCL54 - — Sin(QQ + 93 + 94) ’
0
—l4 cos(fa + 65 + 64) cos(6y)
| —l4cos(Bs + 05+ 6,) sin(b,)
UP54 o —l4 sin(Og + 93 + 94)
0
U55 = ( U’I’L55 U055 6T 6T ), (202)
donde,
cos(fs) sin(6) + cos(fs + 05 + 04) cos(6;) sin(f5)
Une — cos(fy + 03 + 04) sin(6y) sin(05) — cos(f1) cos(fs)
5 sin(fy + 03 + 04) sin(6s) ’
0
cos(0y + 03 + 04) cos(6y) cos(65) — sin(6;) sin(fs)
Uow — cos(fy) sin(05) + cos(0s + O3 + 04) cos(fs) sin(6;)
86 = sin(6y + 03 + 04) cos(s)

0
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Anexo G. MATRICES U ,;;, ROBOT ANTROPOMORFICO

—cos(f;) 0 —sin(fy) 0
U —sin(#;) 0 cos(6;) O
HET 0 0 0 0
0 0 0 0
cos(f) sin(fy) cos(fy) cos(f2) —sin(fy) [y cos(f;) sin(6s)
sin(f) sin(f2) cos(s) sin(0;) cos(f1) Iy sin(6;) sin(fs)
Vo = 0 0 0 0
0 0 0 0
cos(fy) sin(fy)  —sin(fy) sin(f2) 0 Iy cos(fs) sin(6;)
— cos( 01 cos(f2) cos(fy) sin(fa) 0 —ly cos(6;) cos(6z)
0 0 0
cos(fs) sin(fy)  —sin(fy) sin(fz) 0 Iy cos(fs) sin(6y)
— cos( 6’1 cos(fy) cos(fy) sin(fy) 0 —ly cos(6y) cos(fs)
0 0 0
cos(f) sin(fy) cos(f1) cos(f2) 0 Iy cos(fy) sin(6s)
U — sin(6y) sin(f2) cos(fz) sin(dy) 0 Iy sin(6y) sin(6y)
22 — cos(fs) sin(6s) 0 —ly cos(6s)
0 0 0 0
Usiu=(UQsy UPyn ),
donde,

sin(fy + 03) cos(6;)
sin(fy + 03) sin(fy) cos(fy + 63) sin(6;)

UQ311 =

UPs1 =

0
0

1) (lg sin(

cos(

0 0
sin(61) (I sin(0s

0
0

0s(02 + 03) cos

0
0

Usix = ( UQ312 U P, ) )
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(01) —sin(6)

cos(f;)
0
0

2) —+ l3 Sin(QQ + 93))
) + lg Sin(92 -+ 03))

(203)

(204)

(205)

(206)

(207)

(208)

(209)



donde,

cos(fy + 03) sin(fy)  —sin(fy + 03) sin(6,) 0
—cos(0y + 03) cos(fy) sin(fz + 03) cos(f) 0

UQ3, = 0 0 E
0 0 0

sin(61) (I2 cos(f2) + I3 cos(f + 653))
—cos(61) (I3 cos(02) + I3 cos(fy + 03))
0
0

UP312 =

Usis=(UQgz3 UPss3 ), (210)
donde,

cos(fy + 03) sin(f;)  —sin(fy + 63) sin(6;)

—cos(fy + 03) cos(01)  sin(Oy + 63) cos(b;)
UQ313 = 0 0

0 0

o O O O

I3 cos(fy + 03) sin(6;)
—l3 cos(fy + 03) cos(61)
0
0

UP313 =

U321 - ( UQ321 UP321 ), (211)

donde,

cos(fs + 03) sin(0;)  —sin(0y + 03) sin(64)

UQu = | ~ cos (0 —i—0(93) cos(fy) sin(fy + 903) cos(61)

0 0

e e e s

sin(61) (I2 cos(f2) + I3 cos(b + 653))
—cos(61) (2 cos(f2) + I3 cos(02 + 65))
0
0

UP3 =

U3z = ( UQ;sy UPjy )7 (212)

donde,
sin(fs + 03) cos(01) cos(fs + 03) cos(64)
sin(fy + 63) sin(fy) cos(fy + 03) sin(6)
—cos(fy + 03) sin(y + 03)
0 0

UQ322 =

o O OO
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cos(f1) (g sin(fy) + I3 sin(fs + 03))
sin(@l) (lg sin(é’g) + l3 sin(QQ + 63))
—ly cos(0y) — I3 cos(fs + 03)

0

UP322 =

Usys = (UQzp3 UPsys ), (213)

donde,
sin(fs + 03) cos(f1) cos(fs + 05) cos(6;)
sin(fy + 63) sin(fy) cos(fy + 03) sin(6)
—cos(fy + 03) sin(fy + 03)
0 0

UQ323 =

o O OO

I3 sin(fy + 03) cos(61)
l3 Sin(92 + (93) Sin(91)
—l3 cos(fs + 63)

0

UP323 =

Uiz = ( UQ331 U P33 ) ’ (214)
donde,
cos(fy + 03) sin(f;)  —sin(fs + 03) sin(6y)
—cos(fy + 03) cos(fy)  sin(fy + 03) cos(6,)
UQ331 = 0 0
0 0

o O O O

I3 cos(fy + 03) sin(6;)
—l3 cos(fy + 03) cos(0:)
0
0

UPj33 =

Ussy = (UQg3 UPs3; ), (215)

donde,
sin(fy + 63) cos(fy) cos(fs + 03) cos(61)
sin(fy + 03) sin(61) cos(fs + 03) sin(6y)
—cos(fy + 03) sin(fy + 03)
0 0

I3 sin(fy + 03) cos(6;)
l3 Sin(gg + 03) sin(@l)
—l3 cos(fy + 03)

0

UQ332 =

o O OO

UPs;3; =

Usss = (UQz33 UPss3 ), (216)
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donde,
sin(fy + 03) cos(f1) cos(fs + 03) cos(6;)
UQ... — sin(fy + 03) sin(6y) cos(fs + 03) sin(6y)
333 —cos(fy + 03) sin(fy + 03)
0 0

I3 sin(fy + 03) cos(6y)
l3 sin(Qg + 03) sin(Ql)
—l3 COS(QQ + 93)

0

o O OO

UP333 =

U = ( UQu UPu ), (217)

donde,

cos(fs + 05 + 04) cos(0;) —sin(fy) sin(0s + 05 + 64) cos(64)
cos(0y + 03 + 04) sin(6;) cos(0y)  sin(fy + O3 + 04) sin(6,)
UQ411 = O O 0 9

0 0 0

cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + 603))
sin(é’l) (lg sin(é’g) + lg Sin(92 + 03))
0
0

UPy =

Uiz = ( UQ,, UPyp )7 (218)
donde,

—sin(fy + 03 + 04) sin(61) 0  cos(fy + 05 + 04) sin(6;)

sin(fy + 03 + 04) cos(f1) 0 —cos(0s + 03 + 04) cos(f;)
UQy», = 0 0 0 )

0 0 0
sin(#1) (I3 cos(fs) + I3 cos(02 + 03))
—cos(61) (ly cos(02) + U3 cos(fy + 03))

0
0

Uy = ( UQ413 UP;3 ) ) (219)
donde,
—sin(fy + 03 4+ 04) sin(61) 0  cos(fy + 05 + 0,) sin(6;)

sin(y + 03 + 04) cos(f1) 0 —cos(02 + 03 + 64) cos(6;)
UQ413 = 0 0 0 )

0 0 0
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I3 cos(fs + 03) sin(6;)

UP,; =

— sin(02 + 93 + 64) sin(@l) 0
sin(fs + 03 + 04) cos(6y)
0 0
0 0

U414 =

Ui = ( UQu UPyy )>

donde,

— Sin(eg + 93 + 94) Sin(el)

sin(#y + 03 + 04) cos(0
UQu = | 102000 s

0

cos(fy + 03 + 604) sin(6;)
0 —cos(fy+ 03+ 04) cos(0y)

—l3 cos(fz + 05) cos(0:)

0
0

0
0

A o |- (20

0 0

(221)

0 cos(fy + 03+ 04) sin(6y)

0 —cos(fy + 03+ 64) cos(6r)

0 0 ’
0 0

sin(61) (I2 cos(f2) + ls cos(b + 63))

UP,, =

Uio=(UQu UPyy ),

donde,

cos(fy + 03 + 04) cos(6,)
cos(fy + 03 + 04) sin(6;)
sin(92 il 93 iy 94)
0

UQ422 -

—cos(6y) (Iy cos(fa) + I3 cos(Oz + 03))

0
0

(222)

0 sin(fy + 03 + 04) cos(61)

0 sin(fy + 03 + 04) sin(6,)

0 — COS(@Q P (93 P 94) ’
0 0

cos(f) (lg sin(fy) + I3 sin(bs + 03))

UP, =

Uz = ( UQys UPyy; )>

donde,

cos(fs + 05 + 04) cos(61)
cos(fy + 03 + 04) sin(6;)
sin(02 il 93 iy 94)
0

UQ423 -
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sin(6q) (I2 sin(f2) + I3 sin(f; + 63))
—ly cos(fy) —

l3 cos(6s + 03)
0

(223)

0 sin(fs + 03 + 64) cos(6q)

0 sin(fy + 03 + 04) sin(6,)

0 — COS(@Q P (93 P 94) ’
0 0



I3 sin(f2 + 03) cos(6y)
l3 sin(@z e 03) sin(@l)
—l3 COS(QQ + 93)

0

UPyy; =

cos(fy + 05 + 04) cos(6y) sin(fy + 65 + 04) cos(61)

0
U sos = cos(fy + 03 + 04) sin(6;) 8 sin(fy + 65 + 04) sin(6;) (224)
0

Sin(92 —I— 03 —I— €4) — COS(@Q —f- (93 + 04)
0 0

o O OO

Ui = (UQu3 UPu ), (225)
donde,

—sin(fy + 03 + 04) sin(fy) 0 cos(fy + 65 + 04) sin(6;)
sin(fy + 03 + 04) cos(f1) 0 —cos(0s + 03 + 04) cos(;)
UQ431 = O O 0 )

0 0 0

l3 cos(02 + 03) sin(6y)
—l3 cos(0y + 03) cos(6)
0
0

UP,3 =

U= (UQu3, UPys ), (226)
donde,

cos(fy + 03 + 04) cos(fy) 0 sin(s + 03 + 64) cos(61)
cos(fy + 03 + 04) sin(6;) 0 sin(fy + 03 + 04) sin(6;)
sin(@z i 93 + 94) 0 - COS(@Q alx 93 ol 84) ’
0 0 0

UQ432 =

I3 sin(0y + 03) cos(6)
l3 sin(Qg -+ 93) sin(91)
—l3 cos(fy + 03)

0

UP432 -

Uuss = (UQu33 UPy; ), (227)

donde,

cos(fy + 03 + 04) cos(fy) 0 sin(0s + 03 + 04) cos(61)
UQ,. cos(0y + 03 + 04) sin(fy) 0 sin(f + 03 + 04) sin(6,)
A8 sin(92 + 03 + 94) 0 — COS<92 + 93 + 04) ’
0

0 0

151



I3 sin(f2 + 03) cos(6y)
l3 sin(@z e 03) sin(@l)
—l3 COS(QQ + 93)

0

UPg33 =

cos(fy + 03+ 04) cos(f1) 0 sin(fy + 03+ 64) cos(fy) 0
U s — cos(fy + 03 + 04) sin(fy) 0 sin(fy + 03 + 64) sin(fy) 0
434 Sin<(92 P 03 P 94) 0 — COS((92 + (93 9 64) 0
0 0 0 0
—sin(0s + 03 + 04) sin(f1) 0 cos(fy + 03+ 6,) sin(6;)
U — sin(0a + 03 + 04) cos(f1) 0 —cos(0a + 03 + 04) cos(6,)
0 0 0
cos(fy + 03+ 04) cos(1) 0 sin(fy + 03+ 6,) cos(6;) 0
U . COS(QQ + 6)3 + ‘94) sin(@l) 0 sin(QQ + 63 + 84) sin(@l) 0
a2 = sin(y + 03 + 04) 0 —cos(fy + 03 + 0,4) 0
0 0 0 0
cos(fy + 03+ 04) cos(f1) 0 sin(fy + 03+ 64) cos(f1) 0
Ui — cos(fs + 05 + 04) sin(6;) 0 sin(0y + 03 + 04) sin(f;) 0
443 = Sin<(92 P 93 P 94) 0 — COS((92 + (93 9 64) 0
0 0 0 0
cos(fy + 03+ 04) cos(01) 0 sin(fy + 03 + 64) cos(f) 0
Ui — cos(0y + 03 + 04) sin(fy) 0 sin(fy + 03 + 04) sin(6,) 0
4 = sin(Gg + 03 + 84) 0 - COS(@Q + 93 + 94) 0
0 0 0 0
Usin = ( Unsin Uosii Uasin UPsy ) )
donde,
cos(fy + 03 + 04) cos(0y) cos(05) — sin(fy) sin(05)
cos(f1) sin(0s) + cos(fs + 035 + 04) cos(05) sin(6;)
Unsi = 0
0
—cos(0s) sin(f;) — cos(bz + 05 + 04) cos(6;) sin(6s)
cos(61) cos(05) — cos(02 + 05 + 64) sin(6;) sin(05)
Uosi = 0
0

sin(fy + 03 + 04) cos(61)
sin(fy + 65 + 04) sin(6;)
0 ;
0

Uas =
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0
0
0
0

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

(233)



cos(f01) (o sin(fy) + I3 sin(fs + 03)) + 1y sin(fy + 03 + 04) cos(6;)
0 0

UP.,, — sin(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + %3)) + 1y sin(fy + 03 + 04) sin(6,)
0
Usiz = ( Unsiz Uosiz Uasiz UPrsy ) ) (234)
donde,
—sin(fy + 03 + 04) cos(05) sin(6;)
Unsyy sin(fy + 05 + 94()) cos(fy) cos(fs) 7
0
sin(fy + 03 + 04) sin(f,) sin(fs)
Uosy= | ~ sin(fy + 65 + 961) cos(f) sin(0s) ,
0
cos(fs + 05 + 04) sin(6;)
Uauy = | ~ cos(fs + «930+ 64) cos(6y) |
0
sin(6) (lo cos(fa) + I3 cos(02 + 03)) + 1y cos(fs + 03 + 64) sin(6;)
UP.o= | ~ cos(f1) (la cos(fs) + I3 cos(62 +093)) — 1y cos(fy + 03 + 64) cos(61)
0
Usiz = ( Unsiz3 Uosiz Uasiz UPs3 ), (235)
donde,
—sin(fy + 03 + 04) cos(fs) sin(6,)
Unsys sin(fy + 03 + 94()) cos(6y) cos(05) 7
0
sin(fy + 65 + 04) sin(6;) sin(f;)
Uow—= | ~ sin(fy + 03 + 961) cos(6y) sin(f5) |
0
cos(fy + 03 + 04) sin(6;)
Uas= | ~ cos(6s + 930+ 6,) cos(6y) |
0
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I3 cos(fs + 03) sin(67) + 14 cos(0y + 05 + 04) sin(6;)
—l3 cos(fy + 03) cos(61) — 1y cos(Oy + 03 + 04) cos(6;)
UPsi3 = 0

0
Usiu = ( Unziy Uosiy Uasiy UPsyy ), (236)
donde,

—sin(0y + 03 + 64) cos(05) sin(6)

Ungiy — sin(0y + 05 + 94()) cos(61) cos(05) 7

0

sin(fy + 03 + 04) sin(;) sin(65)
Uowi= | ~ sin(fz + 03 + (961) cos(f) sin(0s) ’

0

cos(fz + 05 + 04) sin(6q)

—cos(0y + 05 + 84) cos(6
Uasy = (62 30 ) (62) )

0

l4 COS(OQ + 93 + 94) sin(@l)

UPs,, — —ly cos(0y + 85, + 04) cos(6y)

0

Usis = ( Unsis Uoss 0" 07 )7 (237)

donde,
cos(61) cos(05) — cos(0s + 03 + 64) sin(6;) sin(f5)
cos(05) sin(6;) + cos(s + O3 + 64) cos(6,) sin(fs)
Unsis = 0

0

—cos(6,) sin(f5) — cos(b + 05 + 04) cos(65) sin(6,)
cos(fy + 03 + 04) cos(01) cos(05) — sin(6;) sin(fs)
Uosi; = 0

0

Usan = ( Unzy Uosy Uasn UPsy ), (238)

donde,
—sin(0y + 03 + 64) cos(05) sin(6)

Unisyy — sin(fy + 03 + 94()) cos(67) cos(fs) ,

0
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sin(fy + 03 + 04) sin(6;) sin(65)
—sin(6y + 03 + 0,4) cos(f;) sin(fs)
0 Y
0

Uosy =

cos(fz + 03 + 04) sin(6q)
— cos(fz + 03 + 64) cos(61)
0 ;
0

Uasy =

sin(6) (lo cos(0s) + I3 cos(02 + 03)) + Iy cos(fs + O3 + 04) sin(6;)
—cos(61) (2 cos(B2) + I3 cos(02 + 83)) — Iy cos(B2 + 03 + 64) cos(61)
0
0

UPsy =

Uspo = ( Unsyy Uosyy Uasyy UPsy ), (239)

donde,
cos(fs + 03 + 04) cos(6;) cos(05)
cos(fy + 03 + 04) cos(5) sin(6;)
sin(fy + 03 + 04) cos(05) ’
0

—cos(fy + 03 + 04) cos(61) sin(b5)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(65)
—sin(fy + 03 + 04) sin(65) ’
0

Unsyy =

Uosy =

sin(fy + 65 + 04) cos(61)
Sin(eg + 93 + 04) Sin(@l)
—cos(0y + 03 + 0y) ’
0

Uasy =

cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + 03)) + Iy sin(s + 65 + 64) cos(6;)
sin(60y) (lo sin(fy) + I3 sin(fy + 03)) + 14 sin(fy + 05 + 0,4) sin(6;)
—l4 COS(HQ + 03 + 04) - lg COS(QQ) - lg COS(@Q + 93)
0

UP522 =

Usas = ( Unsys Uosss Uasyy UPiy; ), (240)

donde,
cos(0y + 03 + 04) cos(01) cos(05)
cos(0y + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fy + 65 + 04) cos(05) ’
0

Ungys =
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—cos(fy + 03 + 04) cos(61) sin(65)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(fs)

U0523 - — Sin(02 + 03 —I— 94) sin(05) ’
0
sin(fy + 65 + 04) cos(61)
SiIl(HQ T 83 i @4) SiIl(el)
Uasys =

— COS(@Q + 03 + 04) ’
0

I3 sin(fy + 03) cos(6y) + Uy sin(Oy + 05 + 04) cos(6;)
l3 SiH(HQ + 93) sin(@l) + l4 Siﬂ(eg -+ 093 -+ 04) Sin(91>
—lg cos(fy + 03 + 04) — I3 cos(fa + 05)

0

UP523 =

Usoys = ( Unsyy Uosyy Uasyy UPsyy ), (241)

donde,
cos(fs + 03 + 04) cos(6;) cos(05)
cos(fy + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fy + 03 + 04) cos(05) ’
0

—cos(fy + 03 + 64) cos(61) sin(f5)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(65)
—sin(fy + 03 + 04) sin(65) ’
0

Unsoy =

Uosyy =

sin(fy + 65 + 04) cos(01)
Sin(eg + 93 + 04) Sin(@l)
—cos(0y + 03 + 0y) ’
0

Uasyy =

ly sin(fy + 03 + 604) cos(6;
l4 Sin(gg + 03 + 04) Sin(91
—l4 COS(QQ + 03 + 04)
0

)
UPsy — )

Usys = (Unsas Uosps 07 07 ), (242)

donde,
—sin(fy + 03 + 04) cos(#;) sin(6s)
—sin(fy + 03 + 04) sin(;) sin(65)
cos(fz + 03 + 04) sin(6s) ’
0

Ungsys =
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—sin(fy + 03 + 04) cos(61) cos(65)
—sin(fy + 03 + 0,4) cos(f5) sin(6,)

Uoszs = cos(y + 03 + 04) cos(6s)
0
Uszi = U’ﬂ531 Uos3i Uassi UPss; ) ) (243)
donde,
—sin(fy + 03 + 04) cos(5) sin(6;)
Unsy, — sin(fy + 05 + 94()) cos(fy) cos(fs) 7
0
sin(fs + 05 + 04) sin(6;) sin(fs)
Uowy = | ~ sin(fy + 65 + 961) cos(f) sin(0s) ,
0
cos(fs + 05 + 04) sin(6y)
Uaw = | ~ cos(fs + «930+ 64) cos(6y) |
0
I3 cos(fs + 03) sin(6y) + 14 cos(0y + 05 + 04) sin(6;)
UP.y - —l3 cos(fy + 03) cos(61) —54 cos(by + 03 + 04) cos(6,)
0
Uss, = ( Unss; Uossy Uaszy UPss ), (244)
donde,

cos(0a + 03 + 04) cos(61) cos(8s)
cos(0y + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fz + 03 + 04) cos(6s) ’
0

Ungssy =

—cos(fy + 03 + 04) cos(61) sin(f5)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(fs)
— sin(Hg + 93 + 04) Sin(95) ’
0

Uoss, =

sin(fy + 03 + 04) cos(6;)
sin(0y + 05 + 04) sin(6;)
—cos(fy + 05+ 04)
0

Uass, =
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I3 sin(0y + 03) cos(0y) + 1y sin(fs + 05 + 04) cos(6;)
l3 Sin(92 + 93) sin(@l) + l4 sin(@z + 83 + 94) Sin(61>
—l4 COS(@Q + ‘93 + (94) — l3 COS(HQ + 03)

0

UP532 =

Usss = ( Unsss Uoszs Uaszs UPsss ) ) (243)

donde,
cos(0y + 05 + 04) cos(01) cos(05)
cos(0y + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fy + 65 + 04) cos(05) ’
0

Ungsss =

—cos(fy + 03 + 64) cos(0,) sin(f5)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(65)
—sin(fy + 03 + 04) sin(65) ’
0

sin(fy + 03 + 04) cos(61)
sin(fy + 03 + 04) sin(6;)
— COS(&Q 9 93 al 04) ’
0

I3 sin(fy + 03) cos(01) + 14 sin(Oy + 5 + 04) cos(6;)
13 sin(¢92 + 93) sin(@l) + l4 sin(@z + 93 + 94) Sin(91)
—ly cos(0y + 03 + 04) — I3 cos(bs + 03)

0

Uossz =

Uasss =

UP533 =

Uszys = ( Unszy Uoszy Uaszy UPsy ), (246)

donde,
cos(0a + 03 + 04) cos(61) cos(8s)
cos(0y + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fz + 03 + 04) cos(6s) ’
0

Unszy =

—cos(fy + 03 + 04) cos(61) sin(65)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(fs)
— sin(Hg + 93 + 04) Sin(95) ’
0

Uossy =

sin(fy + 03 + 04) cos(6;)
sin(0y + 65 + 04) sin(6;)
—cos(fy + 05+ 04)
0

Uass, =
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ly sin(fy + 03 + 04) cos(6,)
l4 sin(02 + 6)3 + ‘94) sin(@l)
—l4 COS(QQ + 63 + 94)
0

UPs3 =

Usss = ( Unsss Uosss 07 07 ),

donde,
—sin(fy + 03 + 04) cos(f;) sin(fs)
—sin(fy + 03 + 04) sin(;) sin(65)
cos(0y + 03 + 04) sin(f5) '
0

—sin(fy + 03 + 04) cos(f1) cos(B5)
—sin(0y + 03 + 64) cos(05) sin(6;)
cos(fy + 03 + 04) cos(0s)

0

Unsss =

Uosss =

Usy = ( Unsy Uosy Uasy UPsy ),

donde,

—sin(y + 03 + 04) cos(f5) sin(6,)

sin(fs + 035 + 04) cos(6;) cos(05)
0 )
0

sin(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(65)
Uowy = | ~ sin(fy + 03 + 961) cos(f) sin(0s) ’
0

cos(fz + 05 + 04) sin(6q)
—cos(0y + 03 + 04) cos(0)
0 Y
0

ly cos(fy + 03 + 64) sin(6,)
—ly cos(by + 05 + 04) cos(6;)
0
0

Unsy =

Uasy =

UPsy =

Usp = ( Unsiz, Uosiz Uasyy UPsy ) )

donde,
cos(fs + 03 + 04) cos(6:) cos(05)
cos(fy + 03 + 04) cos(05) sin(6;)
sin(fy + 05 + 04) cos(05) ’
0

Unsy =
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(247)

(248)

(249)



—cos(fy + 03 + 04) cos(61) sin(65)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(fs)
— Sin(02 + 03 —I— 94) sin(05) ’
0

Uosy, =

sin(fy + 65 + 04) cos(61)
SiIl(HQ T 83 i @4) SiIl(el)
— COS(@Q + 93 + 94)
0

Uass, =

ly sin(fy + 03 + 04) cos(6,
l4 sin(92 —+ 93 —+ ‘94) Sil’l(91
—ly cos(fy + 03+ 0,4)
0

)
UPsi — )

Usiz = ( Unsiz Uossz Uasyz UPiys ) ) (250)

donde,
cos(fs + 03 + 04) cos(6;) cos(05)
cos(fy + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fy + 03 + 04) cos(05) ’
0

—cos(fy + 03 + 64) cos(61) sin(f5)
—cos(fy + 03 + 04) sin(f;) sin(65)
—sin(fy + 03 + 04) sin(65) ’
0

Unsyz =

Uosyz =

sin(fy + 65 + 04) cos(01)
Sin(eg + 93 + 04) Sin(@l)
—cos(0y + 03 + 0y) ’
0

Uasyz =

ly sin(fy + 03 + 604) cos(6;
l4 Sin(gg + 03 + 04) Sin(91
—l4 COS(QQ + 03 + 04)
0

)
UPsys — )

Usu = ( Unsyy Uossy Uasyy UPsy ), (251)

donde,
cos(0y + 05 + 04) cos(01) cos(05)
cos(0y + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)
sin(fy + 65 + 04) cos(05) ’
0

Unsy =
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—cos(fy + 03 + 04) cos(61) sin(65)
U | —cos(fy+ 03+ 04) sin(6,) sin(f5)
0544 = — Sin(02 + 03 —I— 94) sin(05) ’
0

sin(fy + 65 + 604) cos(601)
U . Sin(eg + 83 + 04) Sin(@l)
e = —cos(fy + 03 + 64) ’
0

ly sin(0y + 03 + 04) cos(6,
ly sin(fy + 03 + 64) sin(6,
—l4 COS(@Q il 93 il 94)
0

)
UPsu — )

Usis = (Unsis Uosis 07 07 ), (252)

donde,
—sin(fy + 03 + 04) cos(f;) sin(fs)

U . — Sin(QQ + 93 + 94) sin(@l) sin(05)
UlaEs cos(y + 03 + 04) sin(f5) ’
0

— SiIl(QQ + 93 + 04) COS(Ql) COS(05)
U | —sin(fy + 05+ 64) cos(65) sin(6y)
0545 = cos(fy + 03 + 04) cos(0s) ’

0

Ussi = ( Unssi Uoss: 07 07 ), (253)

donde,

cos(61) cos(05) — cos(0s + 03 + 64) sin(6;) sin(f5)
cos(05) sin(6y) + cos(f2 + 03 + 04) cos(61) sin(fs)
Unss = 0 )

0

—cos(6,) sin(f5) — cos(b + 05 + 04) cos(65) sin(6,)
cos(fy + 03 + 04) cos(01) cos(f5) — sin(6;) sin(fs)
Uoss = 0

0

Ussy = ( Unss; Uossy 07 07 )a (254)

donde,
—sin(0y + 03 + 64) cos(6;) sin(fs)

Uneeo — | — sin(fy + 03 + 04) sin(6;) sin(65)
502 cos(fz + 03 + 04) sin(6s) '
0
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donde,

donde,

donde,

Unsss =

Uosss =

—sin(fy + 03 + 04) cos(61) cos(65)
—sin(fy + 03 + 0,4) cos(f5) sin(6,)
cos(fs + 05 + 04) cos(0s)

0

Uoss, =

Usss = ( Unsss Uosss 07 07 )7

—sin(fy + 03 + 04) cos(;) sin(65)
—sin(fy + 03 + 04) sin(6;) sin(65)
cos(fz + 05 + 04) sin(6s) ’

0

Ungsss =

—sin(fy + 03 + 04) cos(0y) cos(f5)
—sin(fy + 03 + 60,4) cos(5) sin(6,)
cos(fa + 03 + 04) cos(65)

0

Uoss; =

Usss = ( Unssy Uossy 07 07 ),

—sin(fy + 03 + 604) cos(#;) sin(fs)
—sin(0y + 03 + 64) sin(6;) sin(0s)

Unsse = cos(0y + 03 + 04) sin(fs) ’
0
—sin(fy + 03 + 04) cos(61) cos(65)
— SiIl(QQ + ‘93 + 94) COS(05> sin(@l)
Uossy =

cos(fs + 05 + 04) cos(0s)
0

Usss = ( Unsss Uosss 07 07 )7

cos(fs + 05 + 04) cos(61) cos(fs) — sin(6y) sin(fs)
cos(fy) sin(05) + cos(0s + 03 + 04) cos(f5) sin(6;)

sin(fy + 05 + 04) cos(05)
0

—cos(fs) sin(f;) — cos(bz + 05 + 04) cos(6;) sin(fs)
cos(f1) cos(05) — cos(02 + 05 + 64) sin(6;) sin(05)

—sin(fy + 03 + 04) sin(65)
0
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Anexo H. TERMINOS #,,,,, ROBOT ANTROPOMORFICO

Términos h;.,, paramétricos

h112

h114

h121

h131 -

h113

1sin(26 + 265) [I5* (m3 + ma + ms) + do” m3 + da Iy ms]
+3 sin(26,) [122 (Mg + ma + my + ms) — di? ms)

—|—% sin(2 Os+205+2 (94) [l42 ms — d32 m4]

+sin(2 03 + 03) [l2 I3 (mg + my + ms) da lo mg]

alx l4 msg [ZQ Sil’l(2 82 aly 83 i 94) i l3 SiIl(Q 92 + 2 03 aly 94)]

+ d3 my [lg COS(2 92 + 93 + 94) + l3 COS(2 ‘92 + 2 03 + 84)]

+ d1 l2 mo COS(2 02) 9

= Imy {l5* sin(205 + 2603) — d3” sin(260 + 2603 + 26,)
+d3l3 cos(20y + 203+ 0,)
—d3ly cos(fs + 04) + l2 15 sin(2 602 + 65)
+d3 12 COS(2 92 ol 83 i 94) - lg l3 sin(03)}
+ms (lg cos(f + 03 + 04) + I3 cos(0 + 03))
(14 sin(92 + 93 + 94) + l2 sin(@z) -+ lg sin(QQ + 93))
+ms COS(92 al 93) (dz P lg)
(Iysin(fy) + do sin(fy + 03) + l3sin(0y + 63)) ,

—1my sin(26, + 2603 +26,) ds’

— My Sin(eg + 93 + 04) (lg sin(ﬁg) + l3 sin(Qg + 63)) d3
+ 1y ms cos(02 + 05 + 04)

(I4 sin(0s + 03 + 04) + I3 sin(0y) + I3 sin(fy + 63)) ,

1sin(2605 + 265) [I3* (m3 + ma + ms) + damg (do + 213)]
+3 sin(20,) [122 (mg + ms + my + ms) — dy° ms)

—|—% sin(2 92 + 2 93 + 2 94) (l42 myg — d32 m4)

+sin(2 0y + 03) [lals (ms + my + ms) + da [ m3]

+d3m4 [lg COS<2 92 i 63 e 94) e l3 COS(2 t92 + 2 93 e ‘94)]
+l4m5 [lg sin(2 02 + 93 -+ ‘94) + l3 SiIl(2 02 + 2 63 -+ 94)]

+ d1 l2 mo COS(Q 02) 5

%m4 {l32 Sin(2 02 + 2 03) — d32 sin(2 92 + 2 93 + 2 04)

+
+
+

dg 13 COS(2 (92 +2 93 + 94) - dg lg 608(93 B (94)
%lg 13 sin(2 92 + 93) Bl dg lg COS(2 (92 + (93 9F 94) — lg l3 Sin<93)}
ms (ly cos(fy + 03 + 04) + I3 cos(b2 + 63))

<l4 sin(92 + 03 + 6)4) + l2 Sin<92> + l3 sin(Qg + 03))
+mg cos(0z + 03) (d + I3)
(lg sin(92) + dg sin(92 -+ 93) + lg Sin(eg + 93)) 9
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h141

h211

—%m4 sin(2 92 -+ 2 03 -+ 2 94) d32

—my sin(fs + 03 + 64) (I3 sin(0s) + I3 sin(fy + 63)) ds
i l4 ms COS(02 iy 93 aly 04)

(l4 sin(Hg + 93 + 04) + ZQ sin(Qg) + l3 Sill(@g + 93)) o

—% Sin(2 02 +2 03) [l32 (m3 + my + m5) + dg ms (dg + 2[3)]
—% sin(2 82) |:l22 (mg + ms +my + m5) — d12 mg}
+1sin(26, 4 263 + 264) [ds® my — 14> ms]

—sin(2 0y + 03) [l2 I3 (M3 + mq + ms) + da la m3)

—d3 my [lg COS(2 92 + 93 + 94) + l3 COS(Q 92 + 2 93 + 94)]
—lyms[losin(260y + 03 + 04) + l3sin(265 + 203 + 64)]

—d1 lg mo COS(2 92) 5

hoss = —lamy (I3 sin(f3) + ds cos(03 + 64))
— lQ ms (l5 sin(93) + l4 sin(93 -+ 94))
— lz ms Sil’l(@g) (dg + lg) 3

]’L224 = —d3 my (lg 008(64) + l2 COS(Qg + 94))
—l4 ms (13 sin(94) + l2 Sin(93 + 94)) 9
h232 = —12 my (lg sin(@;»,) —I— d3 COS(03 + 84))
—12 ms (13 sin(l93) + l4 Sin(eg + 64))
—lg ms Sin(eg) (d2 -+ lg) y

h233 = —12 my (lg sin(93) + d3 COS<93 + 94))
—lg ms (l3 sin(@;»,) + l4 sin(Qg + 64))
—12 ms sin(93) (dz -+ lg) 5

h234 = —dg my (lg COS(04) + lg COS(93 + 94))
—l4 msg (lg sin(6’4) + lg sin(93 + 04)) o
h242 = —d3 my (lg COS(04) + lg COS(93 + 94))
—l4 msg (lg sin(6’4) + l2 sin(93 + 64)) ,
hoss = —dsmy (I3 cos(04) + o cos(bs + 64))
—l4 msg (lg sin(6’4) + l2 sin(93 + 64)) o
hoss = —dzmy (I3 cos(04) + ls cos(f3 + 04))
—l4 msg (lg sin(94) + l2 sin(93 + 84)) o

164

(263)

(264)
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(270)
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h311

—%m4 {l32 sin(? 02 + 2 63) - d32 sin(2 92 + 2 03 + 294) - lQ l3 sin(03)

9 dg l5 COS(2 92 + 2 (93 + (94)

—%dg l2 008(93 i 94) + lg l3 Sin(2 92 iy 93) + dg lg COS(2 92 + (93 &l (94)}

—mg (ly cos(f2 + 05+ 04) + 13 cos(0; + 03))

<l4 sin(Qg + 93 + 04) + lg sin(Qg) + l3 sin(@z + 93))
—ms COS(@Q -+ (93) (d2 + lg)

(lg sin(92) + d2 sin(@z + 93) -+ lg sin(QQ + 93)) 5

hsse = lamy (I3 sin(f3) + ds cos(f3 + 04))
—|—l2 msy (lg Sin(eg) + l4 Sin(03 + 04))
+l2 ms sin(03) (dg + l3) 5

hgos = —dzl3my cos(0y) — l3lyms sin(dy) ,
hgss = —dsl3my cos(fy) — l31yms sin(f,),
hsie = —d3lzmy cos(fy) — 31y ms sin(f,),
hsis = —dzlz3my cos(0y) — l3lyms sin(y) ,
hsys = —d3lzmy cos(fy) — l31yms sin(fy),

h411 = dg o sin(92 —+ 93 —+ 94)
(lg sin(62) + l3 sin(@z il 93) i dg COS(GQ 9F (93 9F 94))
—l4 ms COS<92 + (93 + 84)
(lg sin(fz + 05 + 04) + 15 sin(fz) + I3 sin(f2 + 03)) ,

hyse = dszmy (I3 cos(04) + Iy cos(fs + 04))
+lyms (I3 sin(0y) + Iy sin(fs + 04)),

hags = dslsmy cos(fy) + I3y ms sin(6y),
hyze = dslz3my cos(0y) + l3 1y ms sin(fy) ,
h433 = d3 lg my 008(94) + 13 l4 msy sin(94) o
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(276)

(277)

(278)

(279)

(280)

(281)

(282)

(283)
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hlll = h115 = h122 = h123 = h124 = h125 = h132 = h133 = h134 = h135 =0

h142 = h143 = h144 = h145 = h151 = h152 = h153 = h154 = h155 = h212 =0

h213 = h214 = h215 = h221 - h222 = h225 - h231 = h235 = h241 - h245 =0

h251 = h252 = h253 = h254 = h255 = h312 = h313 = h314 = h315 = h321 =0

h323 = h325 = h331 = h332 = h333 = h335 = h341 = h'345 = h351 = h352 =0

h353 = h354 = h355 = h412 = h413 = h414 = h415 = h421 = h424 = h425 =0

h431 = h434 = h435 = h441 = h442 = h443 = h444 = h445 = h451 = h452 =0

h453 = h454 = h455 = h511 = h512 = h513 = h514 = h515 = h521 = h522 =0

h523 = h524 = h525 = h531 = h532 = h533 = h534 = h535 = h541 = h542 =0

h543 = h544 = h545 = h551 = h552 = h553 = h554 = h555 =0

Términos h;,, numeéricos

h112

h113

h121

0.0040943 sin(2 602 + 2603 + 26,) + 0.00447 cos(262)

+0.010908 sin(265) + 0.0080252 sin(2 6, + 26;)

+0.00065759 cos(2 65 + 2605 + 04) + 0.0062982 sin(2 605 + 203 + 64)
10.016255 sin(2 0 + 63) + 0.00084851 cos(2 8 + B + 0a)

0.0040943 sin(2 65 + 265 + 20,) — 0.0040634 sin(6 + 6,)
—0.00042425 cos(6s + 0,) + 0.0080252 sin(2 0y + 2 63)
+0.00065759 cos(2 0y + 2605 + 6,) + 0.0062982 sin(2 6, + 263 + 6,)
—0.0081276 sin(fs) + 0.0081276 sin(2 65 + 65)

+0.00042425 cos(2 05 + 03 + 0,4) + 0.0040634 sin(2 6, + 05 + 0,)

h114 = 0.000040633 COS(@Q + 93 + 94)

(155 sin(é’g + 03) + 206 sin(Qg + 83 + 94) + 200 sin(Hg))

0.0040943 sin(2 0y + 203 + 26,) + 0.00447 cos(2 65)

1+0.010908 sin(265) + 0.0080252 sin(2 6, + 265)

+0.00065759 cos(2 05 + 203 + 0) + 0.0062982 sin(2 0y + 205 + 0,)
+0.016255 sin(2 0y + 03) + 0.00084851 cos(2 6y + 05 + 64)
+0.0081267 sin(2 05 + O + 6,)

0.0040943 sin(26 + 26 + 26,) — 0.0040634 sin(f; + 6,)
—0.00042425 cos(f3 + 04) 4+ 0.0080252 sin(2 0y + 2 03)
10.00065759 co3(2 8 + 2683 + 84) + 0.0062082 sin(2 0z + 205 + 04)
—0.0081276 sin(6) + 0.0081276 sin(26s + 65)

+0.00042425 cos(2 05 + 05 + 04) + 0.0040634 sin(2 0y + 03 + 04)
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h141 = 0.000040633 COS(92 + 93 + 64) {155 SiH(GQ + 93)

+206 sin(@z + 03 + 94) + 200 sin(t%)}

hasy = —0.0040943 sin(26s + 263 + 264) — 0.00447 cos(2 65)
—0.010908 sin(26,) — 0.0080252 sin(2 6, + 2 63)

—0.00065759 COS(2 92 + 2 93 + 84) — 0.0062982 sin(2 02 + 2 (93 + 94)

—0.016255 sin(2 60y + 63) — 0.00084851 cos(2 6y + 05 + 64)
—0.0081267 sin(2 8 + 05 + 6,)

h223

h224

hasz = —0.00084851 cos(f3 + 6,4) — 0.0081267 sin(63 + 64) — 0.016255 sin(63)

hass = —0.00084851 cos(fs + 64) — 0.0081267 sin(f; + 64) — 0.016255 sin(fs)

h234

h242

h243

h244

—0.00084851 cos(6 + 04) — 0.0081267 sin(fs + 6,)
—0.016255 sin(63)

—0.00084851 cos(#3 + 04) — 0.0081267 sin(f3 + 64)
—0.00065759 cos(64) — 0.0062982 sin(6,)

—0.00084851 cos(fs + 04) — 0.0081267 sin (0 + 0,)
—0.00065759 cos(fs) — 0.0062982 sin(6,)

(0
(0
—0.00084851 cos(fs + 65) — 0.0081267 sin(0s + 6,)
—0.00065759 cos(fs) — 0.0062982 sin(6,)
—0.00084851 cos(fs + 65) — 0.0081267 sin(0s + 6,)
—0.00065759 cos(fs) — 0.0062982 sin(6,)

(0

(0

—0.00084851 cos(fs + 04) — 0.0081267 sin(0s + 0,)
—0.00065759 cos(fs) — 0.0062982 sin(6,)

h311 = 0.00042425 COS(93 + 04) + 0.0040634 Sin(03 + €4)

—0.0040943 sin(2 65 + 265 + 2.06,) — 0.0080252 sin(2 6, + 2 03)
—0.00065759 co8(205 + 265 + 65) — 0.0062982 sin(2 0y + 2605 + 0,)

+0.0081276 sin(#3) — 0.0081276 sin(2 6, + 03)

—0.00042425 cos(2 05 + 05 + 64) — 0.0040634 sin(2 05 + 65 + 6,)

h322 = 0.00084851 COS(93 + 94) + 0.0081267 sin(93 + 04) + 0.016255 Sin(03)
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(299)

(300)

(301)

(302)



haas = —0.00065759 cos(6) — 0.0062982 sin(6,)
hasa = —0.00065759 cos(6) — 0.0062982 sin(6,)
hass = —0.00065759 cos(0,) — 0.0062982 sin(6,)
hsss = —0.00065759 cos(#,) — 0.0062982 sin(6,)

h344 = —0.00065759 COS(04) — 0.0062982 sin(04)

h411 = —0.000040633 COS<92 P 93 P 94)
(155 sin(0y + 03) + 206 sin(fs + 03 + 64) + 200 sin(6y))

hags = 0.00084851 cos(f3 + 04) + 0.0081267 sin(fs + 6,)
+0.00065759 cos(6y) + 0.0062982 sin(6,)

hass = 0.00065759 cos(6,) + 0.0062982 sin(6,)
hasa = 0.00065759 cos(6,) + 0.0062982 sin(6,)

h433 = 0.00065759 COS(04) + 0.0062982 sin(94)

Los valores de los demas términos h;x,,, S€ encuentran en la ecuacion (285).
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Anexo |. MATRICES DE TRANSFORMACION °A, ROBOT PUMA

cos(fy) sin(fy) cos(fy) cos(fz) —sin(fy) ls cos(6r) sin(fy)
ox | sin(6y)sin(f2) cos(6y) sin(f;) cos(fy) I sin(6;) sin(6s)
Ay = CcOS (92) — sin (Qz) 0 I + 1y 008(92) (313)

0 0 0 1

cos(fy + 03) cos(fy) —sin(6y) sin(fy + 03) cos(0y) Iy cos(6y) sin(6s)
04. — cos(fy + 03) sin(0y)  cos(61)  sin(fy + 63)sin(fy) Iy sin(6;) sin(6s)
5 =

— sin(6y + 65) 0 cos(fz + 05) Iy + Iy cos(6s)
0 0 0 1
(314)
= (O G % %) (315)
donde
cos(0y + 63) cos(61)
0o _ | cos(2+03) sin(6;)
s = — sin(92 + 93)
0
—sin(6,)
0 — cosé&l)
0
sin(fy + 03) cos(6,)
0o- _ | sin(f2+ 03) sin(6,)
" = cos(6s + 63)
0
ly cos(67) sin(6s)
0- __ lg sin(@l) sin(Og)
P3 = I1 + Iy cos(6>)
1
Ay = (% i %ay i) (316)
donde
cos(fy + 03) cos(61) cos(fy) — sin(f) sin(fy)
- cos(#y) sin(fy) + cos(0y + 03) cos(f4) sin(H;
o _ | cost
4 —sin(fy + 03) cos(by)
0

169



—sin(6y + 03) cos(6,)

0— __ — sin(92 + 03) sin(@l)
o1 = — cos(6y + 03)
0
—cos(04) sin(fy) — cos(fa + 03) cos(6;) sin(6y)
0o~ cos(61) cos(f4) — cos(b + b3) sin(f;) sin(6y)
4 = sin(fy + 63) sin(6y)
0
cos(01) (ls sin(fs) + I3 sin(02 + 03))
0— __ SiH(&l) (12 Siﬂ(@g) -+ l3 sin(02 + 93))
b = li + 1y cos(83) + I3 cos(f2 + 03)
1
%As11 As12 "As13 "As 1
. Asor "Asan *Asas “As o 317
A p—
° Assi "Assy *Asss “Asa (317)
0 0 0 1
donde
%451, = —cos(fs) [sin(6;) sin(0y) — cos(fs + 03) cos(6,) cos(8,)]

—sin(6y + 03) cos(6;) sin(0s)
%4551 = cos(05) [cos(61) sin(fy) + cos(fy + 83) cos(fy) sin(6,)]
— sin(fy + 03) sin(6,) sin(0s)
0455, = —cos(fy + 03) sin(f5) — sin(f, + 03) cos(6,) cos(fs)
%4515 = —cos(fy) sin(f1) — cos(y + 03) cos(6;) sin(6,)
045490 = cos(0;) cos(,) — cos(B + 03) sin(f;) sin(6,)
04535 = sin(fy + 03) sin(fy)
%4515 = sin(f2 + 03) cos(61) cos(0s)
—sin(0;) [sin(6;) sin(0y) — cos(fz + 03) cos(b1) cos(64)]
04595 = sin(fs) [cos(fy) sin(fy) + cos(f; + 03) cos(fy) sin(6;)]
+ sin(fy + 03) cos(fs) sin(6,)
04535 = cos(fy + 03) cos(f5) — sin(fy 4 03) cos(6) sin(6s)
%4514 = cos(01) (I sin(By) + I3 sin(fy + 63))
%50, = sin(0;) (I sin(fs) + I3 sin(Gy + 63))
%453, = 11 + 1y cos(fy) + I3 cos(fy + 65)

La matriz °4¢ se muestra en la ecuacion (99)
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Anexo J. MATRICES U;; ROBOT PUMA

—sin(f;) 0 —cos(f;)
cos(f1) 0 —sin(fy)

o O OO

U = 0 0 0 (318)
0 0 0
—sin(f;) sin(fy) —cos(6s) sin(f;) —cos(#y) —ly sin(6y) sin(fs)
Uy = COS(@l)Osin(Qg) 005(01)0008(02) - 818(91) ly 005(010) sin(65) (319)
0 0 0 0
cos(fy) cos(fy) —cos(6y) sin(fy) 0 Iy cos(6;) cos(fs)
Uno — cos(6s) sin(fy) —sin(fy) sin(fz) 0 Iy cos(hy) sin(6,) (320)
2 — sin(6y) — cos(6z) 0 —Iy sin(fs)
0 0 0 0
—cos(fy + 03) sin(0;) —cos(fy) —sin(fy + 63) sin(fy) —Iy sin(6;) sin(fs)
U cos(fy + 03) cos(fy) —sin(fy) sin(fy + 03) cos(fy) Iy cos(6y) sin(bs)
T 0 0 0 0
0 0 0 0
(321)
—sin(fy + 03) cos(61) 0 cos(fy + 03) cos(1) Iy cos(fy) cos(6s)
U — —sin(fy + 03) sin(fy) 0 cos(fz + 03) sin(fy) o cos(hs) sin(6,) (322)
2 —cos(6y + 03) 0 — sin(fy + 03) —ly sin(fs)
0 0 0 0
—sin(fy + 03) cos(61) 0 cos(fy + 63) cos(61) 0
| —sin(f2+03) sin(d;) 0 cos(2 + 65) sin(fy) 0
Uss = — cos(6y + 03) 0 — sin(fy + 03) 0 ()
0 0 0 0
U41 = ( U41a U41b U4QC ) (324)
donde
—cos(6y) sin(fy) — cos(fa + 63) cos(6,) sin(fy)  sin(fs + 03) sin(6;)
cos(fy + 03) cos(f1) cos(fy) — sin(6y) sin(6y)  —sin(fs + 05) cos(6y)
Una = 0 0
0 0
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cos(0y + 03) sin(60) sin(0y) — cos(01) cos(64)
I cos(8y) sin(fy) — cos(02 + 65) cos(61) sin(fy)
0
0

— sin(@l) (lg sin(@z) + 13 Sin(02 -+ 93))
cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + 63))
0
0

U410 =

Ug = ( Upa Usb ) (325)
donde

—sin(fy + 03) cos(6y) cos(fy) — cos(0y + 63) cos(6)
—sin(fy + 03) cos(6,) sin(fy) — cos(fy + 03) sin(6;)
—cos(fy + 03) cos(6y) sin(fy + 63)
0 0

U426L =

sin(y + 03) cos(f;) sin(fy) cos(61) (I cos(hz) + I3 cos(bs + 63))
Ush — sin(6y + 63) sin(y) sin(fy) sin(6y) (lo cos(0z) + I3 cos(fy + 63))
b =

cos(fs + 63) sin(6y) —ly sin(6s) — I3 sin(0y + 03)
0 0
U43 = ( U43(1 U43b ) (326)
donde
—sin(fy + 03) cos(6y) cos(fy) — cos(fy + 63) cos(6)
Una— | sin(0s + 03) cos(f4) sin(fy) — cos(fy + 63) sin(6;)
Ba= —cos(fy + 03) cos(f4) sin(fy + 63)
0 0
sin(fy + 03) cos(0y) sin(fy) I3 cos(fz + 03) cos(61)
Ui — sin(fy + 03) sin(6y) sin(04) 3 cos(fs + 03) sin(6y)
B3v cos(fy + 03) sin(0,) —l3 sin(fy + 03)
0 0
Uy = ( Uga Uygb ) (327)
donde

—cos(0y) sin(fy) — cos(fz + 63) cos(6;) sin(6y)
cos(61) cos(f4) — cos(O2 + 05) sin(6;) sin(fy)
sin(fy + 03) sin(6,)

0

U44G, =

o O O O
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donde

Uggb =

U51 12 =
U5122 -

U51 13 =

U51 23 —

U51 14

U51 24 =

sin(6) sin(fy) — cos(fz + 03) cos(fy) cos(6y) 0
— cos(6) sin(fy) — cos(b + 03) cos(f4) sin(6;) 0
sin(fy + 03) cos(y4) 0

0 0

U51 11 U51 12 U51 13 U51 14

U51 21 U51 22 U51 23 U51 24
Uss = (328)
0 0 0 0

0 0 0 0

sin(fs + 03) sin(6;) sin(fs)

—cos(f5) (cos(6y) sin(fy) + cos(f2 + 03) cos(b4) sin(6y))
—cos(05) (sin(6y) sin(fy) — cos(fy + 05) cos(0) cos(hy4))
—sin(0y + 03) cos(6;) sin(fs)

cos(fy + 03) sin(f;) sin(fy) — cos(61) cos(6y)

—cos(fy) sin(fy) — cos(0y + 63) cos(6y) sin(fy)

—sin(fs) (cos(01) sin(6,) + cos(fs + 03) cos(6,4) sin(6y))
— sin(fy + 03) cos(5) sin(6,)

sin(fy + 63) cos(61) cos(fs)

—sin(0s) (sin(fy) sin(fy) — cos(fy + 63) cos(01) cos(0y4))
—sin(fy) (ls sin(fs) + I3 sin(0s + 03))

cos(61) (lo sin(fs) + I3 sin(0s + 03))

U52 11 U52 12 U52 13 U52 14
U52 21 U52 22 U52 23 U52 24

Us2 = (329)
U52 31 U52 32 U52 33 U52 34

0 0 0 0
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donde

U53 11

U53 21
U53 31
U53 12
U53 22
U53 32
U53 13
U53 23
U53 33
U53 14
U53 24

U53 34

= SiD(QQ + 03) 5111(81

—cos(fy + 03) cos(6;) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(0;) cos
— cos(fy + 03) sin(6y) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(6,) cos
= sin(fy + 03) sin(f;

) — cos(fa + 03) cos(0y) cos(f5)
sin(fy + 03) cos(6) s n( 4)
sin(f,)
cos(y + 63) sin(fy)
cos(61) (I cos(fz) + I3 cos(b2 + 63))
sin(61) (2 cos(f2) + I3 cos(02 + 63))
—ly sin(fy) — I3 sin(fs + 03)

U53 11 U53 12 U53 13 U53 14

U53 21 U53 22 U53 23 U53 24
U 53 —

U53 31 U53 32 U53 33 U53 34

0 0 0 0

—cos(0y + 03) cos(0y) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(fy) cos

= —cos(fy + 03) sin(6y) sin(f5) — sin(hy + 03) cos(f,) cos

= sin(fy + 03) sin(0;) —

= sin(fy + 03) cos(f) sm( 1)
)

cos(fy + 63) cos(04) cos(6s)

)

sin(fy + 03) sin(f;) sin(f4)
) sin(64
)

cos(0y + 65
(

(04) cos(05)
(05) sin(@l)

(330)

(04) cos(0s)
(05) Sil’l(‘gl)

cos(fs + 03) cos(61) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(0y) cos(b,) sin(b5)

cos(6a + 03) cos(fs
—sin(fy + 03) cos(b5) — cos(bs + 03) cos(04) sin(65)
l3 cos(0y + 03) cos(6y)

I3 cos(f2 + 03) sin(6,)

—l3 sin(0y + 03)

U54 11 U54 12 U54 13

U U54 21 U54 22 U54 23
54 =
U54 31 U54 32 U54 33

0 0 0

e e e e
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)
)
) sin(6;) — sin(fz + 03) cos(f4) sin(6,) sin(bs)
0

(331)



donde

donde

U55 11

U55 21

U55 31

U55 13

U55 23

U55 33

—cos(f5) (cos(0y) sin(f1) + cos(02 + 03) cos(;) sin(6y))
cos(fs) (cos(01) cos(04) — cos(Bs + 03) sin(f;) sin(6,))
sin(6y + 63) cos(f5) sin(fy)

sin(6;) sin(6y) — cos(fy + 03) cos(6;) cos(by)

—cos(#q) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(f,) sin(6;)

sin(fy + 03) cos(fy)

—sin(fs) (cos(f4) sin(0y) 4 cos(d2 + 03) cos(0;) sin(6y))
sin(6s) (cos(6y) cos(fs) — cos(fa + 63) sin(6;) sin(6y))
sin(fy + 63) sin(fy) sin(6s)

(332)

=

ot

|
o o o o
o o o o

sin(65) (sin(fy) sin(fy) — cos(fz + 63) cos(01) cos(4))
— sin(fy + 03) cos(#y) cos(65)

—sin(05) (cos(0) sin(fy) + cos(0y + 03) cos(f,) sin(6y))
— sin(fy + 03) cos(05) sin(6,)

sin(fy + 03) cos(fy) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(s)
—cos(05) (sin(#;) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(f1) cos(6y))
— sin(fy + 03) cos(f;) sin(fs)

cos(fs) (cos(fy) sin(64) 4 cos(0s + 03) cos(04) sin(6y))
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs)

—cos(fy + 03) sin(f5) — sin(fs + 03) cos(04) cos(05)

Usi11 Usi12 Usi1z Usi1a
Uss = Usi21 Usi22 Usr2s Us124 (333)
0 0 0 0

0 0 0 0
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U61 21

Us1 12

U61 22

—cos(fg) [cos(05) (cos(0y) sin(by) + cos(fs + 03) cos(64) sin(6q))
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs)]

—sin(fg) (cos(fy) cos(fy) — cos(b2 + 03) sin(6;) sin(hy))
—cos(fg) [cos(05) (sin(fy) sin(fy) — cos(fs + 03) cos(0;) cos(y4))
+sin(fy + 03) cos(f1) sin(6s)]

—sin(fg) (cos(fy) sin(fy) + cos(fz + 63) cos(6y) sin(6y))

sin(fg) [cos(85) (cos(6y) sin(fy) + cos(fz + 03) cos(f4) sin(6y))
— sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs)]

—cos(fg) (cos(fy) cos(fy) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(hy))

sin(fg) [cos(05) (sin(fy) sin(fy) — cos(Oy + O3) cos(61) cos(64))
+sin(fy + 03) cos(61) sin(6s)]

—cos(fg) (cos(fy) sin(01) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))
—sin(05) (cos(#y) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(fy) sin(64))

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(6)

sin(fy + 03) cos(f1) cos(fs)

—sin(05) (sin(0;) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(f1) cos(6y))

= —ly{sin(f5) (cos(61) sin(fs) + cos(f2 + b5) cos(f4) sin(6;))

+sin(fy + 03) cos(05) sin(6q)} — sin(61) (I2 sin(s) + I3 sin(fy + 63))

= cos(0) (I sin(fy) + I3 sin(Oy + 63))

—14 [sin(f5) (sin(6y) sin(f,) — cos(Bs + 03) cos(f1) cos(6,))
—sin(fy + 03) cos(61) cos(6s)]

U62 11 U62 12 U62 13 U62 14
U62 21 U62 22 U62 23 U62 24

Uz = (334)
Us2s1 Us23z Us23s Us23a

0 0 0 0
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donde

U62 11

U62 21

U62 31

U62 12

U62 22

U62 32

U62 13

U62 23

U62 33

U62 14

U62 24

U62 34

sin(y + 03) cos(#;) sin(f,) sin(bg)

— cos(fg) (cos(0y + 03) cos(61) sin(fs) + sin(fy + 63) cos(fy) cos(fy) cos(f5))
sin(fy + 03) sin(f) sin(4) sin(bg)

—cos(fs) (cos(0y + 03) sin(fy) sin(f5) + sin(O2 + 03) cos(f4) cos(f5) sin(6;))
cos(fg) [sin(0s + 03) sin(f5) — cos(Oy + 03) cos(fy) cos(ds)]

+cos(fs + 03) sin(6y) sin(bs)

sin(fs) [cos(02 + b3) cos(6) sin(f5) + sin(fz + 03) cos(0;) cos(bs) cos(fs)]
+sin(fy + 03) cos(61) cos(bg) sin(6y)

sin(fs) [cos(02 + O5) sin(6;) sin(f5) + sin(fz + 03) cos(64) cos(ds) sin(6,)]
+sin(fy + 03) cos(fg) sin(f;) sin(6y)

cos(0y + 03) cos(fs) sin(f,)

—sin(6g) (sin(fs + 03) sin(f5) — cos(fa + 63) cos(6,) cos(fs))

cos(fs + 03) cos(61) cos(fs)

— sin(fy + 03) cos(01) cos(f4) sin(fs)

cos(fy + 03) cos(fs) sin(6,)

—sin(fy + 63) cos(04) sin(fy) sin(bs)

— sin(6y + 03) cos(fs)

—cos(fy + 03) cos(8y) sin(fs)

cos(61) (2 cos(f2) + I3 cos(02 + 65))

+1y (cos(fy + 03) cos(67) cos(bs) — sin(fs + 03) cos(01) cos(8y) sin(fs))
sin(6y) (I cos(fz) + I3 cos(02 + 03))

+1y (cos(fy + 03) cos(85) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(8,) sin(fy) sin(f5))
—ly sin(fy) — Iy (sin(fa + 03) cos(fs) + cos(fa + 65) cos(64) sin(fs))

—l3 sin(0s + 03)

U63 11 U63 12 U63 13 U63 14
U63 21 U63 22 U63 23 U63 24

Uss = (339)
U63 31 U63 32 U63 33 U63 34

0 0 0 0
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donde

U63 11

U63 21

U63 31

U63 12

U63 22

U63 32

U63 13

U63 23

U63 33

U63 14

U63 24

U63 34

= sin(fy + 03) cos(6;) sin(f,) sin(s)

— cos(fg) [cos(0z + 63) cos(f1) sin(f5) + sin(Os + 03) cos(01) cos(04) cos(65)]
sin(fy + 03) sin(f) sin(4) sin(bg)

—cos(fg) [cos(f2 + 03) sin(f;) sin(f5) + sin(fs + 03) cos(04) cos(65) sin(6)]
cos(fg) [sin(02 + 03) sin(f5) — cos(Oy + 63) cos(fy) cos(ds)]

+ cos(fy + 03) sin(6y) sin(bs)

sin(fg) [cos(02 + 03) cos(0;) sin(65) + sin(fs + 03) cos(01) cos(6,4) cos(bs)]
+sin(fy + 03) cos(61) cos(bg) sin(6y)

sin(fs) [cos(02 + O3) sin(fy) sin(f5) + sin(fz + 03) cos(64) cos(fs) sin(6,)]
+sin(fy + 03) cos(fg) sin(f;) sin(6y)

cos(0y + 03) cos(fs) sin(f,)

— sin(6g) [sin(0s + 03) sin(f5) — cos(fy + 63) cos(6,) cos(05)]

cos(fs + 03) cos(61) cos(fs)

— sin(fy + 03) cos(01) cos(f4) sin(fs)

cos(fy + 03) cos(fs) sin(6,)

—sin(fy + 63) cos(04) sin(fy) sin(bs)

—sin(fy + 03) cos(05) — cos(fa + 03) cos(64) sin(6;)

ly [cos(0y + 03) cos(6;) cos(f5) — sin(fy + 03) cos(01) cos(64) sin(fs)]

+l3 cos(fy + 03) cos(6y)

Iy [cos(0y + 03) cos(05) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(64) sin(fy) sin(fs)]

+l3 cos(fy + 03) sin(6;)

—l4 (sin(fz + 03) cos(05) + cos(Oa + 03) cos(fy) sin(fs)) — I3 sin(Oz + 03)

Usa1n Uss1z2 Uss1s Ussra
Uit — Uss2r Uss2z Uss2s Uss2a (336)
Usasi Usazz Usaszs Usasa

0 0 0 0
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donde

U64 11

U64 21

U64 31

U64 12
U64 22
U64 32
U64 13
U64 23
U64 33
U64 14

U64 24

Usa 34

donde

U65 11

U65 21

U65 31

U65 12

U65 22

U65 32

sin(6g) [sin(61) sin(s) — cos(f2 + 03) cos(61) cos(b4)]

—cos(f5) cos(fg) (cos(0y) sin(01) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))
cos(f5) cos(g) [cos(67) cos(fy) — cos(fs + 03) sin(6;) sin(fy)]
—sin(fg) (cos(y) sin(0y) + cos(02 + 03) cos(f4) sin(6y))

sin(0y + 03) cos(04) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(65) cos(fg) sin(fy)
cos(0g) [sin(67) sin(0y) — cos(fz + 03) cos(61) cos(64)]

+ cos(05) sin(fg) (cos(64) sin(0y) + cos(bs + 03) cos(0) sin(dy))
—cos(6s) [cos(01) sin(f4) + cos(Os + 65) cos(f4) sin(6;)]
—cos(f5) sin(fg) (cos(01) cos(0y) — cos(Oy + 03) sin(;) sin(6y))
sin(fs + 03) cos(64) cos(fs)

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(bg)

—sin(65) (cos(fy) sin(fy) + cos(fz + 63) cos(6;) sin(fy))

sin(fs) (cos(61) cos(fy) — cos(0z + 03) sin(6;) sin(6y))

sin(fy + 03) sin(f4) sin(fs)

—ly sin(f5) (cos(8y) sin(6y) + cos(f2 + 03) cos(6) sin(f,))

Iy sin(fs) (cos(01) cos(04) — cos(0y + 63) sin(h;) sin(6y))

l4 sin(fy + 03) sin(fy) sin(0s)

U65 11 U65 12 U65 13 U65 14

U65 _ U65 21 U65 22 U65 23 U65 24 (337)
U65 31 U65 32 U65 33 U65 34

0 0 0 0

cos(6g) {sin(fs) [sin(;) sin(fy) — cos(fy + b3) cos(0;) cos(04)]
—sin(fy + 03) cos(61) cos(fs)}

—cos(fg) {sin(fs) [cos(0) sin(b,) + cos(fs + 03) cos(6,) sin(6q)]
+sin(fy + 03) cos(8s) sin(6y)}

—cos(fg) (cos(0y + 03) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(64) sin(fs))
—sin(fg) {sin(f5) [sin(h;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(01) cos(f4)]
—sin(fy + 03) cos(61) cos(fs)}

sin(fs) {sin(f5) [cos(61) sin(By) + cos(fz + 03) cos(4) sin(6,)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6q)}

sin(fg) (cos(0z + 03) cos(05) — sin(0s + 63) cos(04) sin(s))

179



U65 13

U65 23

U65 33

U65 14

U65 24

U65 34

donde

U66 11 —

U66 21 —

U66 31 —

U66 12 —

U66 22 —

U66 32 —

= —cos(fs) (sin(6) sin(fy) — cos(02 + 03) cos(h1) cos(by4))

—sin(fy + 03) cos(6;) sin(fs)

= cos(f5) (cos(f;) sin(fy) + cos(02 + 03) cos(fy) sin(6y))

— sin(fy + 63) sin(#,) sin(fs)

= —cos(fy + 03) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(fy) cos(fs)
= —ly{cos(fs) [sin(#;) sin(f,) — cos(0s + 03) cos(f1) cos(f4)]

+sin(fy + 03) cos(6y) sin(fs)}

= 1y {cos(8s) [cos(#;) sin(f,) + cos(f2 + 03) cos(84) sin(6;)]

—sin(fy + 03) sin(0;) sin(fs)}

= —ly (cos(0y + 03) sin(05) + sin(fs + 63) cos(04) cos(fs))

U66 11 U66 12

Uss 21 Usp 22

U66 = (338)

Use 31 Uss 32
0 0

o o o O
o o o O

sin(fg) {cos(05) [sin(#;) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(61) cos(04)]
+sin(fy + 03) cos(fy) sin(bs)}

—cos(fg) (cos(0y) sin(01) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))

cos(fg) (cos(1) cos(fy) — cos(0y + 03) sin(fy) sin(6,))

—sin(fs) {cos(f5) [cos(61) sin(fy) + cos(b + O3) cos(f4) sin(6y)]
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs) }

sin(fg) [cos(0s + 03) sin(f5) + sin(s + 03) cos(04) cos(65)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y)

cos(0g) {cos(f5) [sin(f;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(f1) cos(f4)]
+sin(fy + 03) cos(6y) sin(fs)}

+sin(fg) (cos(fy) sin(0y) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))
—cos(fg) {cos(f5) [cos(0;) sin(0y) + cos(02 + 03) cos(fy) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs)}

—sin(6g) (cos(6y) cos(fs) — cos(fa + 65) sin(6;) sin(6y))

cos(bg) (cos(0y + 03) sin(O5) + sin(fs + 03) cos(04) cos(s))
—sin(fy + 03) sin(fy) sin(fs)

Up=Ui3 =V =Uis =U16 =Us3 = Uy = Uz =0

339
Uss = Usy = Uss = Usg = Uss, = Usg = Usg = 0 (339)
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Anexo K. MATRICES U ,;, ROBOT PUMA

—cos(fy) 0 sin(f;) O
—sin(#;) 0 —cos(fy) 0O
Ulll - O 0 0 O (340)
0 0 0 0
—cos(6y) sin(fy) —cos(f1) cos(fs) sin(fy) —Iy cos(fy) sin(6s)
—sin(#,) sin(fy) —cos(f) sin(6;) —cos(fy) —ly sin(f;) sin(6s)
Vo = 0 0 0 0
0 0 0 0
(341)
—cos(fy) sin(fy)  sin(fy) sin(f2) 0 —lIy cos(f2) sin(6y)
Uy = 005(91)0(:08(«92) — 005(913 sin(6s) 8 ly cos(@lg cos(6s) (342)
0 0 0 0
—cos(6y) sin(fy)  sin(fy) sin(f2) 0 —lIy cos(f2) sin(6y)
Usot = cos(91)0cos(<92) — 005(913 sin(6y) 8 ly cos(@lg cos(6s) (343)
0 0 0 0
—cos(fy) sin(fy) —cos(fy) cos(f2) 0 —lIy cos(fy) sin(62)
U — —sin(f) sin(fy) —cos(fs) sin(d;) 0 —Iy sin(6;) sin(fs) (344)
222 —cos(6y) sin(6z) 0 —ly cos(6s)
0 0 0 0
—cos(fy + 03) cos(6y) sin(f)  —sin(fy + 03) cos(fy) —Iy cos(;) sin(6s)
—cos(fy + 03) sin(0;) —cos(fy) —sin(fy + 03) sin(fy) —Iy sin(f;) sin(6z)
Ve = 0 0 0 0
0 0 0 0
(345)
sin(fy + 63) sin(f;) 0 —cos(fy + 63) sin(fy) —lz cos(62) sin(6)
—sin(fy + 03) cos(f1) 0  cos(fy + 03) cos(61) Iy cos(0) cos(fs)
Verp = 0 0 0 0
0 0 0 0

(346)
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sin(fy + 03) sin(fy) 0 —cos(fy + 03) sin(6)
cos(y + 03) cos(6,)

—sin(fy + 03) cos(fy) 0
0 0
0 0

U313 =

sin(fy + 63) sin(6,)
Uszn = 0
0

—cos(fy + 03) cos(6y)
— cos(fy + 03) sin(6,)
Uszo =

0

— cos(fz + 03) cos(
— cos(fy + 03) sin(
SiIl(@Q + 93)
0

sin(fy + 63) sin(6,)
—sin(fy + 03) cos(6,)
0
0

0
6
Uszs =

U331 =

0

0

0

0

0

0

— cos(fy + 03) cos(fy) 0
U — | cos(fy + 03) sin(f,) 0
332 sin(92 U 93) 0
0

0

0

0

0

0

— cos(fz + 03) cos(6y)
—cos(fz + 03) sin(6;)
sin(QQ I 93)

0

U333 =

U411 11 U411 12

Uniar Uspi2o
0 0

0 0

U411 =

182

o O O O

— cos(fy + 03) sin(6,)

0 —ly cos(fy) sin(6,)
—sin(fy + 03) cos(fy1) 0  cos(fy + 03) cos(61)

0

0

—sin(fy + 03) cos(6y)
—sin(fy + 03) sin(6)

0 —ly cos(f) sin(6y)
0

sin(6y + 03) 0 —cos(0y + 03)
0

—ly sin(f;) sin(62)
—ly cos(63)

1) 0 —sin(fs + 03) cos(6,)
1) 0 — Siﬂ(eg -+ 93) Sin(&l)
—cos(62 + 03)

— cos(fy + 03) sin(6,)
cos(0y + 03) cos(6,)

— sin(fy + 03) cos(61)
—sin(fy + 03) sin(6;)
—cos(0y + 03)

— sin(6y + 03) cos(6,)
—sin(fy + 03) sin(6;)
— cos(0y + 03)

o O OO o O OO o O O O o O OO

(347)

(348)

(349)

(350)

(351)

(352)

(353)

(354)



donde

Upi111 = sin(6y) sin(fy) — cos(0y + 63) cos(61) cos(0y4)
U121 = —cos(6y) sin(fy) — cos(fs + 63) cos(6y) sin(6;)
Upr12 = sin(fs + 03) cos(6:)
Upr22 = sin(fy + 03) sin(6,)
Upi1z = cos(0y4) sin(6y) + cos(f2 + 03) cos(6q) sin(64)
Uni2s = cos(fy + 03) sin(6,) sin(fs) — cos(61) cos(by)
Upi1a = —cos(6y) (Ig sin(fy) + I3 sin(bs + 63))
U2 = —sin(6y) (lg sin(fy) + I3 sin(f + 63))
Un211 Usnz12 Unz1s Uszua
Usts — Unz21 Usnz2e Unizos Usnan (355)
0 0 0 0
0 0 0 0
donde
Upann = sin(fz + 03) cos(dy) sin(6,)
Unaor = —sin(fy + 03) cos(fr) cos(by)
Unz12 = cos(fy + 63) sin(6,)
Upzoe = —cos(fy + 03) cos(th)
Upo13 = —sin(fy + 63) sin(6,) sin(fy)
Unzos = sin(fy + 603) cos(6q) sin(by)
Upo14a = —sin(fy) (I cos(bs) + I3 cos(0z + 63))
Unz2a = cos(01) (I cos(0z) + I3 cos(0y + 03))
Uns1n Unsziz Unsziz Usnsia
Usta — Uns2r Usnsz2e Unsas Usnszu (356)
0 0 0 0
0 0 0 0
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donde

U413 11 = sin(Gg + 93) COS(04) SiIl(Ql)

Unsoar = —sin(fs + 03) cos(fy) cos(64)
Upsz1a = cos(0y + 03) sin(6y)

Upzaz = —cos(fa + 63) cos(6,)

Upziz = —sin(fy + 03) sin(0,) sin(6y)
Upzes = sin(fy + 03) cos(6;) sin(fy)
Ungzia = —l3 cos(f+ 03) sin(6;)

U143 24 = lg COS(HQ + (93) COS((91)

Ugiann 0 Ugg13 0
Upia2r 0 Upiao3 0
Usia = 357
414 o 0 o0 o0 (357)
0 0 0 0
donde
Uspg11 = cos(fs + 03) sin(6;) sin(fy) — cos(61) cos(y4)
Upgor = —cos(fy) sin(fy) — cos(fy + 65) cos(6y) sin(fy)
Una1s = cos(6y) sin(fy) + cos(0, + 03) cos(64) sin(6,)
Usia2s = sin(fy) sin(fy) — cos(0s + 03) cos(01) cos(f,)
U111 Usi12 Us2i13 Usoi1a
Up121 Us2i22 U123 Uszi 04
Usp1 = (358)
0 0 0 0
0 0 0 0
donde
U421 11 = SiH(QQ + 93) 008(04) sin(@l)
U421 21 — — Sin(eg + 03) COS(@l) COS(€4)
U412 12 = COS<92 -+ (93) Siﬂ(&l)
U412 20 = — COS(92 + 93) COS(Ql)
U421 13 = — SiD(QQ + 03) sin(Ql) Sin(94>
U421 23 — Sil’l(92 + 93) COS<91> sin(94)
U114 = —sin(61) (o cos(f2) + I3 cos(02 + b3))
U124 = cos(fy) (la cos(0y) + I3 cos(fa + 63))
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U422 11 U422 12 U422 13 U422 14

U422 21 U422 22 U422 23 U422 24

Ve Us231 Uszasz Uszazzs Uszzsa )
0 0 0 0
donde
Uspo11 = —cos(fy + 03) cos(6) cos(fy)
Upoo1 = —cos(f 4 03) cos(fy) sin(6,)
Usppo 31 = sin(fy + 03) cos(6y)
Uiz 12 = sin(fy + 03) cos(61)
Ujpo 92 = sin(fy + 03) sin(6q)
Uspa32 = cos(fy + 03)
Ujp13 = cos(fs + 03) cos(6;) sin(6y)
Uspo23 = cos(fy + 03) sin(6;) sin(6y)
Uszazs = —sin(fy + 03) sin(fy)
Uspa1a = —cos(6y) (I sin(fy) + I3 sin(2 + 03))
Upoos = —sin(fy) (I sin(fy) + I3 sin(fy + 03))
Uposs = —lo cos(b2) — I3 cos(0y + 03)
Uiz 11 Usz1z Usz1z Usezia
Uy — Uss21 Usz2z Uszos Usozoa (360)
Usazs1 Uisssz Usaszss Uszza
0 0 0 0
donde
Uz = —cos(by + 603) cos(f1) cos(by)
Uspgo1 = —cos(fs + 03) cos(fy) sin(6;)

Uiz 31 = sin(fy + 03) cos(by)
Uiz 12 = sin(fy + 03) cos(61)

Uiz 22 = sin(fy + 03) sin(6,)

Uspzza = cos(fa +03)

Uspz1z = cos(fs + 03) cos(;) sin(6y)
Uiz s = cos(fs + 63) sin(6;) sin(6y)
Ujpszsz = —sin(fy + 03) sin(d,)

185



donde

donde

Us2s 14
Us2s 24

Uizs 34

U424 11

U424 21 —

U424 31

U424 13

U424 23 =

U424 33 =

—l3 sin(fy + 63) cos(6)
—lg sin(02 + 03) sin(@l)

= —l3 cos(fy + 03)

Uspa1n 0 Us2a13 0
Uspaor 0 Uiza23 0
12431 0 Uszasz 0
0 0 0 0

U431 11 U431 12 U431 i1k U431 14

U431 21 U431 22 U431 23 U431 24

U431 =

Uizi 11
Ugion =
Upr12 =
Uspr22 =
Ugiiz =
U123 =
Upiie =

U431 24 =

0 0 0 0
0 0 0 0

sin(fs + 03) cos(f4) sin(6,)
—sin(fy + 63) cos(f1) cos(y)
cos(fy + 03) sin(6,)

— cos(fz + 03) cos(6y)
—sin(fy + 63) sin(6;) sin(6,)
sin(fy + 63) cos(f;) sin(f,)
—l3 cos(fy + 63) sin(6,)

I3 cos(fs + 03) cos(6y)

U432 11 U432 12 U432 13 U432 14

U432 21 U432 22 U432 23 U432 24

U432 =

U432 31 U432 32 U432 33 U432 34

0 0 0 0
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(361)

(362)

(363)



donde

donde

U434 =

U432 11

= —cos(fy + 03) cos(6;) cos(by)

Uizaor = —cos(fy + 03) cos(fy) sin(6)
Uizaz1 = sin(fy + 63) cos(6y)

(
U432 12 = sm(6’2—|—«93 008(91

Ussp22 = sin

)

(62 + 05)

Usgz3o = cos(fs+ 03)
(02 + 03) cos(#1) sin(f4)

Ussa13 = cos

)
sin(6;)

Uiz oz = cos(fy + 03) sin(6;) sin(fy)

Uizazs = —sin(fy + 03) sin(fy)
Upoia = —l3 sin(0y + 03) cos(6,)
Uspseoa = —l3 sin(fy + 63) sin(6,)
Uspsas = —l3 cos(fy 4 03)

Usss1n Usss1z Usszizs Usssia

Usssor Ussz2o Uiszos Usszoa

Usss =
Ussss1 Usszsz Uiszss Usszaa
0 0 0 0

Upzs1n = —cos(fy+ 03) cos(6y) cos(by)
Upszor = —cos(fy + 03) cos(6,) sin(6,)

U433 31 — sm(@g + 93) COS(94)
U433 12 = sm(6’2—|—«93 COS<91

) )
U433 29 = Sln(eg —+ 63) Sln(91)
Uszza = cos(fa +03)
U433 13 = COS(QQ + 63) COS(@l) Sln(9 )

Ussgaz = cos(fs + 03) sin(6;) sin(fy)

Upszss = —sin(fs + 63) sin(6y)
Usgz1a = —l3 sin(fy + 65) cos(61)
Uissoa = —l3 sin(fy + 63) sin(6y)
Ussssa = —l3 cos(b+ 03)

sin(fy + 63) cos(fy) sin(fy) 0 sin(fy + 03) cos(6y) cos(6y)

sin(fy + 03) sin(f,) sin(fy)
cos(fy + 03) sin(f0,)
0

0 sin(fy + 63) cos(fy) sin(6,)
0 cos(6a + 03) cos(fy4)
0 0

187

o O O O

(364)
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Uainn 0 Uuiz 0
Ussizr 0 Upioz 0
Ui = (366)
0 0 0 0
0 0 0 0
donde
Uui11 = cos(fy + 03) sin(6y) sin(04) — cos(01) cos(04)
Upi01 = —cos(fy) sin(fy) — cos(0y + 03) cos(6y) sin(f,)
Uspi13 = cos(fy) sin(fy) + cos(0z + 63) cos(fy) sin(6;)
Uii2s = sin(fy) sin(f,) — cos(0s + 03) cos(01) cos(f,)
sin(fy + 63) cos(01) sin(fy) 0 sin(fs + 03) cos(61) cos(64) O
Ui — sin(fy + 03) sin(fy) sin(fy) 0 sin(6y + 03) cos(fy) sin(fy) 0 (367)
4z = cos(6y + 03) sin(fy) 0 cos(0y + 63) cos(y) 0
0 0 0 0
sin(y + 03) cos(f;) sin(fy) 0 sin(fy + 03) cos(fy) cos(y) 0
Ui — sin(fy + 63) sin(f,) sin(fy) 0 sin(f2 + 03) cos(fy) sin(f;) 0 (368)
s cos(fy + 63) sin(f,) 0 cos(0y + 63) cos(0y) 0
0 0 0 0
Uga11 0 Upaa13 0
Usaazn 0 Upaaos 0
Usas = (369)
0 0 0 0
0 0 0 0
donde
Ugpa11 = sin(fy) sin(fy) — cos(02 + 03) cos(01) cos(04)
Upao1r = —cos(fy) sin(0y) — cos(0z + 03) cos(fy) sin(6;)
Uspg1z = cos(fy) sin(fy) + cos(0z + 63) cos(0y) sin(fy)
U444 23 — COS(QQ + ‘93) sin(@l) sin(04) — COS(Ql) COS(04)
Usiinn Usiniz Usiniz Usinia
Usiiz1 Usinzz Usinos Usiioa
U511 = (370)
0 0 0 0
0 0 0 0
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donde

U511 11

U511 21

U511 12
U511 22

U511 13

U511 23

U511 14

U511 24

donde

U512 11
U512 21 —
U512 12 —
U512 22 —
U512 13
U512 23 =
U512 14 —

U512 24 =

= cos(05) (sin(fy) sin(fy) — cos(fy + b3) cos(6;) cos(6y))
+sin(fy + 03) cos(61) sin(fs)

= sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs)
—cos(f5) (cos(fy) sin(fy) + cos(02 4 03) cos(f4) sin(6y))
cos(0y) sin(0y) + cos(0z + 03) cos(61) sin(by)
cos(0y + 03) sin(60;) sin(0y) — cos(01) cos(64)
sin(f5) (sin(6y) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(6;) cos(by))
— sin(fy + 03) cos(#1) cos(65)

= —sin(#s) (cos(#1) sin(fs) + cos(b2 + 03) cos(f4) sin(6,))
—sin(0y + 03) cos(fs5) sin(6q)
—cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + 603))
—sin(#y) (ls sin(fs) + I3 sin(02 + 03))

U512 11 U512 12 U512 13 U512 14

Usizz1 Usiz22 Usiazs Usiaoa
Usia = (371)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fs + 03) sin(6y) sin(f5) + sin(fs + 63) cos(04) cos(fs) sin(6y)
—cos(fy + 03) cos(#y) sin(fs) — sin(fs + 03) cos(f1) cos(fs) cos(bs)
—sin(fy + 03) sin(6,) sin(fy)

sin(fs + 03) cos(6;) sin(6y)

sin(fy + 03) cos(f4) sin(6) sin(fs) — cos(62 + 03) cos(fs) sin(6,)
cos(fy + 03) cos(6;) cos(fs) — sin(fs + 03) cos(01) cos(64) sin(fs)
—sin(#y) (I cos(bs) + I3 cos(0z + 63))

cos(61) (o cos(f2) + I3 cos(O2 + 63))

Usisin Usis12 Usiz1z Usizia
Usizzn Usiz2a Usizes Usizoa
Usis = (372)
0 0 0 0

0 0 0 0
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donde

U513 11
U513 21 —
U513 12 =
U513 22 =
U513 13 =
U513 23 =
U513 14 ==
U513 24 =
donde
U514 11
U514 21
U514 12
U514 22
U514 13
U514 23
donde
U515 11
U515 21
U515 13
U515 23

cos(fs + 63) sin(6y) sin(f5) + sin(fs + 63) cos(04) cos(fs) sin(6y)

—cos(fy + 03) cos(67) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(by) cos(fs)
—sin(fy + 03) sin(6,) sin(fy)
sin(fy + 03) cos(61) sin(y)

sin(fy + 03) cos(fy) sin(f) sin(fs) — cos(fy + 63) cos(fs) sin(6;)
cos(fy + 03) cos(6;) cos(fs) — sin(fs + 03) cos(01) cos(6y) sin(f)

—lg COS(QQ -+ ‘93) sin(@l)
I3 cos(8s + 03) cos(6,)

Usia11 Usia12 Usig1z O
Usia21 Usia22 Usiaz O
Us1a =
0 0 0 0
0 0 0 0

—cos(05) (cos(y) cos(fy) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(fy))
—cos(fs) (cos(0y) sin(f1) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))
cos(6y) sin(fy) + cos(fa + 03) cos(6,) sin(6;)
sin(6;) sin(6y) — cos(fy + 03) cos(61) cos(64)
—sin(fs5) (cos(01) cos(04) — cos(0z + 03) sin(
—sin(65) (cos(6y) sin(fy) 4 cos(fz + 03) cos(

01) sin(64))
01) sin(64))

Usis11 0 Usia1z 0
Usi521 0 Usiaez 0
Usis =
0 0 0 0
0 0 0 0

sin(65) (cos(6y) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(8y) sin(6y))
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y)

sin(65) (sin(fy) sin(fy) — cos(fz + 63) cos(6;) cos(4))
—sin(fy + 03) cos(61) cos(fs)

sin(fy + 63) sin(#) sin(fs)

—cos(05) (cos(0y) sin(0y) + cos(02 + 03) cos(f4) sin(6y))
—cos(fs) (sin(fy) sin(6,) — cos(02 + 03) cos(01) cos(64))
— sin(fy + 03) cos(;) sin(fs)
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(373)

(374)



donde

U521 11
U521 21
U521 12
U521 22
U521 13
U521 23
U521 14

U521 24

donde

U522 11
U522 21
U522 31
U522 12
U522 22
U522 32
U522 13
U522 23
U522 33
U522 14
U522 24

U522 34

U521 11 U521 12 U521 13 U521 14

Usai21 Us2122 Usar2z Us2i 24
Usz = (375)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fs + 63) sin(6y) sin(f5) + sin(fs + 63) cos(04) cos(fs) sin(6y)
—cos(fy + 03) cos(07) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(by) cos(fs)
—sin(fy + 03) sin(6,) sin(fy)

sin(fy + 03) cos(61) sin(y)

sin(fy + 03) cos(fy) sin(f) sin(fs) — cos(fy + 63) cos(fs) sin(6;)
cos(fs + 03) cos(01) cos(fs) — sin(0y + 03) cos(f1) cos(04) sin(s)
—sin(61) (I cos(B2) + I3 cos(b + 63))

cos(61) (I2 cos(f2) + I3 cos(B2 + 63))

U522 11 U522 12 U522 13 U522 14

Usz221 Usze2z Uszaos Uszzoa
Usoo = (376)

U522 31 U522 32 U522 33 U522 34

0 0 0 0

sin(fy + 63) cos(61) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(6;) cos(by) cos(fs)
sin(fy + 03) sin(f;) sin(f5) — cos(fy + 03) cos(by) cos(fs) sin(6;)
cos(fy + 03) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(by) cos(fs)

cos(fy + 03) cos(6y) sin(f4)

cos(fy + 03) sin(f;) sin(f,4)

—sin(fy + 03) sin(0,)

—sin(fy + 03) cos(01) cos(fs) — cos(fy + 03) cos(61) cos(04) sin(fs)
—sin(fy + 03) cos(05) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(4) sin(h;) sin(fs)
sin(fy + 03) cos(fy) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(s)

—cos(61) (ls sin(fy) + I3 sin(fy + 03))

—sin(6y) (lg sin(fy) + I3 sin(b2 + 63))

—ly cos(fs) — I3 cos(fy + 603)

T T ~— ~—
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donde

U523 11
U523 21
U523 31
U523 12
U523 22
U523 32
U523 13
U523 23
U523 33
U523 14
U523 24

U523 34

donde

U523 11 U523 12 U523 13 U523 14

U U523 21 U523 22 U523 23 U523 24
523 —
U523 31 U523 32 U523 33 U523 34

0 0 0 0

sin(fs + 03) cos(6;) sin(fs) — cos(0z + 03) cos(#y) cos(64) cos(ds)
sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs) — cos(fs + 05) cos(64) cos(ds) sin(6,)
) )+
)

sin(fs s1n(92 + 03) cos(6y) cos(05)
cos(fy + 03) sin(6,) sm( )
—sin(0y + 63) sin(6,
—sin(fy + 03) cos(
— sin(fy + 03) cos(
sin(fy + 03) cos(fy) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(65)
—l3 sin(0y + 63) cos(6y)

—l3 sin(fy + 63) sin(6,)

—l3 cos(0y + 03)

U524 11 U524 12 U524 13

Usaa21 Usaa22 Usaa o3
Usos =
Usaa31 Us2a32 Usoass

0 0 0

o o o O

U52423 = sin(92+93 sin
U52433 = COS(92+03 sin(04) sin(95)

Ussa1n = sin(fz + 03) cos(61) cos(fs) sin(y)
Usaao1 = sin(fy + 63) cos(6s) sin(f;) sin(0y)
Ussazi = cos(fz + 03) cos(bs) sin(4)
Usaa12 = sin(fsy + 03) cos(01) cos(64)
Usaa9o = sin(fy + 03) cos(f4) sin(6,)
Usaazo = cos(0z + 03) cos(bs)
Usaa13 = sin(fs + 03) cos
)
)

(377)

)
01) cos(fs) — cos(fs + 03) cos(01) cos(6,) sin(fs)
05) sin(0;) — cos(fy + 03) cos(fy) sin(6;) sin(fs)

(378)



donde

U525 11
U525 21
U525 31
U525 13
U525 23

U525 33

donde

U531 11
U531 21
U531 12
U531 22
U531 13
U531 23
U531 14

U531 24

Usas11 0 Usas13 O
Usas21 0 Usas23 0
Usos = (379)
Usaszi 0 Usassz 0
0 0 0 0

sin(fs + 03) cos(61) cos(fy) sin(f5) — cos(fs + 03) cos(01) cos(fs)
sin(fy + 03) cos(fy) sin(f) sin(f5) — cos(0z + 03) cos(fs) sin(6;)
sin(fy + 03) cos(fs) + cos(fy + 03) cos(6,) sin(f5)

—cos(fy + 03) cos(#y) sin(fs) — sin(s + 03) cos(f1) cos(f4) cos(bs)
—cos(fy + 03) sin(f;) sin(fs) — sin(fa + 65) cos(64) cos(d5) sin(6,)
sin(fy + 63) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(04) cos(65)

U531 11 U531 12 U531 13 U531 14

Ussizi Ussiza Ussioz Uszioa
Uss1 = (380)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fy + 03) sin(fy) sin(fs) + sin(fy + 05) cos(04) cos(ds) sin(6,)
—cos(fy + 03) cos(67) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(by) cos(fs)
—sin(0y + 03) sin(6y) sin(d,)

sin(fy + 03) cos(61) sin(y)

sin(fy + 03) cos(fy) sin(f) sin(f5) — cos(fy + 63) cos(fs) sin(6;)
cos(fy + 03) cos(6;) cos(fs) — sin(fs + 03) cos(01) cos(6y) sin(f5)
—l3 cos(0y + 05) sin(6y)

I3 cos(fy + 03) cos(6;)

U532 11 U532 12 U532 13 U532 14
U532 21 U532 22 U532 23 U532 24
Uszo = (381)

532 31 U532 32 U532 33 U532 34

0 0 0 0
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donde

U532 11
U532 21
U532 31
U532 12
U532 22
U532 32
U532 13
U532 23
U532 33
U532 14
U532 24

U532 34

donde

U533 11
U533 21
U533 31
U533 12
U533 22
U533 32
U533 13
U533 23
U533 33
U533 14
U533 24

U533 34

= sin(fs + 03) cos(f;) sin(fs) — cos(bs + 03) cos(f1) cos(fy) cos(bs)

) )
sin(fy + 03) sin(#,) sin(f5) — cos(fy + 03) cos(by) cos(fs) sin(6;)
cos(fy + 03) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(6y) cos(fs)
cos(fy + 03) cos(6y) sin(fy)

cos(fy + 03) sin(f;) sin(0,)

—sin(fy + 03) sin(0,)

—sin(fy + 03) cos(6;) cos(fs) — cos(fs + 03) cos(01) cos(6,) sin(fs)
—sin(fy + 03) cos(05) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(4) sin(h;) sin(fs)
sin(fy + 03) cos(fy) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(s)

—l3 sin(0y + 03) cos(6;)

—l3 sin(fy + 03) sin(6,)

—l3 cos(0y + 03)

U533 11 U533 12 U533 13 U533 14

U533 21 U533 22 U533 23 U533 24
Usss = (382)
U533 31 U533 32 U533 33 U533 34

0 0 0 0

sin(fs + 03) cos(6;) sin(fs) — cos(0z + 03) cos(#y) cos(64) cos(ds)
sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs) — cos(fs + 05) cos(64) cos(f5) sin(6,)
cos(fy + 03) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(by) cos(fs)

cos(fs + 03) cos(6y) sin(y)

cos(fy + 03) sin(f;) sin(04)

—sin(fy + 03) sin(0,)

—sin(fy + 03) cos(61) cos(fs) — cos(fs + 03) cos(01) cos(6,) sin(fs)
—sin(fy + 03) cos(0s) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(6,) sin(fy) sin(fs)
sin(fy + 03) cos(fy) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(s)

—l3 sin(0y + 03) cos(6y)

—l3 sin(fy + 63) sin(6,)

—l3 cos(0y + 03)

194



donde

donde

U535 11
U535 21
U535 31
U535 13
U535 23

U535 33

Usss11 Usss12 Uszs1z O
Uszs21 Uszao2 Uszsng 0
Ussy = (383)
Uszs31 Uszazz Uszazs O
0 0 0 0
Ussa1n = sin(fs + 03) cos(01) cos(85) sin(fy)
Ussao1 = sin(fa + 63) cos(65) sin(6;) sin(fy)
Ussazi = cos(fy + 63) cos(65) sin(6y)
U534 12 = SID(QQ -+ 03) COS(Hl) 008(84)
U534 29 = SIH(HQ -+ ‘93) COS<94> Sin(el)
Ussazo = cos(0y + 03) cos(y)
U534 13 — sin(Qg + 03) 008(91) sin 94) Sln(05)
U534 23 — Sin(92 -+ (93) Sll’l(el) sin(94) sm(95)
Ussy 33 cos(fy + 03) sin(f,) sin(fs)
Usss11 0 Uszs1z O
Usss21 0 Uszs23 0
Uszs = (384)
53531 0 Usss3z O
0 0 0 0

sin(fy + 03) cos(61) cos(fy) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(61) cos(fs)
sin(fy + 03) cos(fy) sin(f) sin(f5) — cos(fy + 63) cos(fs) sin(6;)
sin(fy + 63) cos(fs) + cos(fy + 03) cos(8y) sin(6;)

— cos(f2 + 03) cos(6q
— cos(fy + 03) sin(6,
sin(fs + 03) sin(05) — cos

U541 =

) sin(05) — sin(fz + 03) cos(61) cos(6y) cos(b5)
) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(f4) cos(f5) sin(6q)
(05 + 03) cos(fy) cos(0s)

Usai1n Usariz Usaiiz O

Ussr21 Usar2z Usaroz O (385)
0 0 0 0
0 0 0 0
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donde

donde

U541 11
U541 21
U541 12
U541 22
U541 13

U541 23

—cos(05) (cos(y) cos(fs) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(fy))
—cos(fs) (cos(0y) sin(f1) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))

cos(6y) sin(fy) + cos(fz + 03) cos(6,) sin(6;)
sin(6;) sin(6y) — cos(fy + 03) cos(61) cos(64)

—sin(fs) (cos(01) cos(0y) — cos(fy + 63) sin
—sin(05) (cos(6y) sin(f1) 4 cos(fy + 63) cos

U542 =

U542 11
U542 21
U542 31
U542 12
U542 22
U542 32
U542 13
U542 23

U542 33

U543 =

(01)
(01)
U542 11 U542 12 U542 13
U542 21 U542 22 U542 23

U542 31 U542 32 U542 33

0 0 0

o O O O

U543 11 U543 12 U543 13 0
U543 21 U543 22 U543 23 0

Usaz 31 Usazzz Usazss 0
0 0 0 0
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(
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)

(386)

(387)



donde

donde

U544 11
U544 21
U544 31
U544 12
U544 22
U544 32
U544 13
U544 23

U544 33

Usiz1n = sin(fy + 03) cos(6;) cos(fs) sin(y)
Usazz1 = sin(fa + 63) (61)
Usazz1 = cos(fs + 03) cos(05) sin(6y)
Usaz12 = sin(fs + 03) cos(01) cos(6y)
Usazoz = sin(fs + 03) cos(64) sin(6q)
Usazza = cos(0s + 03) cos(6y)

Usaz1s = sin(fa + 63) cos(6;) sin(fy) sin(fs)
Usizos = sin(fy + 03) sin(6,) sin(fy) sin(6s)
Usazzs = cos(fa + 63) sin(6y) sin(fs)

U544 11 U544 12 U544 13 0

Ussa21 Usas22 Usaaos O
Usaqa = (388)
Ussaz1 Usaszz Usaazs O

0 0 0 0

cos(f5) (sin(6y) sin(fy) — cos(fs + 03) cos(01) cos(64))
—cos(f5) (cos(f;) sin(fy) + cos(f2 + 03) cos(84) sin(6y))
sin(fs + 03) cos(f4) cos(fs)

cos(fy) sin(6;) + cos(fs + 03) cos(6;) sin(6y)

cos(6a + 03) sin(f;) sin(fy) — cos(6;) cos(6y)

—sin(fy + 03) sin(6,)

sin(fs) (sin(6y) sin(04) — cos(fs + 63) cos(01) cos(dy))
—sin(0;) (cos(y) sin(fy) + cos(fa + 03) cos(8y) sin(6y))
sin(6y + 03) cos(f4) sin(6s)

U545 11 U545 12 U545 13

U545 21 U545 22 U545 23

Usas = (389)

Usas 31 Usassz Usasss
0 0 0

o o o O
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donde

U545 11
U545 21
U545 31
U545 13
U545 23
U545 33
donde
U551 11
U551 21
U551 13
U551 23
donde
U552 11 —
U552 21 —
U552 31 —
U552 13 =
U552 23 =
U552 33 =

= sin(fs) (cos(fs) sin(61) + cos(f2 + 65) cos(6;) sin(by))
= —sin(f5) (cos(01) cos(by) — cos(0s + 03) sin(6;) sin(by))
= —sin(fy + 03) sin(fy4) sin(fs)
= —cos(f5) (cos(f4) sin(6;) + cos(f2 + 03) cos(61) sin(f4))
= cos(05) (cos(y) cos(fy) — cos(fs + 05) sin(6;) sin(fy))
= sin(fy + 03) cos(fs) sin(6,)

Uss1 11 Uss1 13

Uss1 23
0

0

U551 21

(390)

o O O O
o O O O

= sin(fs) [cos(01) sin(6,) + cos(0s + 03) cos(04) sin(6y)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6)

= sin(0;) [sin(6;) sin(0y) — cos(fz + 03) cos(61) cos(64)]
—sin(fy + 03) cos(0) cos(bs)

= sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs)
—cos(f5) (cos(fy) sin(fy) + cos(02 4 03) cos(f4) sin(6y))

= —cos(fs5) [sin(6;) sin(fy) — cos(fs + 03) cos(01) cos(64)]
—sin(fy + 03) cos(#;) sin(6fs)

U552 11 U552 13

U552 21 U552 23

Ussz = (391)

Ussa 33
0

552 31

0

o o o O
o o O O

sin(fy + 03) cos(61) cos(fy) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(67) cos(fs)
sin(fy + 03) cos(fy) sin(f) sin(fs) — cos(fy + 63) cos(fs) sin(6,)
sin(fy + 03) cos(fs) + cos(fy + 03) cos(64) sin(6;)

—cos(fy + 03) cos(67) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(by) cos(fs)
—cos(0y + 03) sin(6;) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(fy) cos(b5) sin(6;)
sin(fy + 03) sin(fs) — cos(fs + 03) cos(04) cos(05)
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donde
U553 11
U553 21 —
U553 31 —
U553 13 =
U553 23 =
U553 33 =
donde
U554 11
U554 21
U554 31
U554 13
U554 23
U554 33
donde
U555 11
U555 21

Usssin 0 Ussziz 0
Usss21 0 Usszos 0O
Ussz = (392)
Uss3zi 0 Usszsz 0
0 0 0 0

sin(fs 4 03) cos(61) cos(fy) sin(f5) — cos(fs + 03) cos(01) cos(s)
sin(fy + 03) cos(f4) sin(6) sin(fs) — cos(02 + 03) cos(fs) sin(6,)
sin(fy + 03) cos(fs) + cos(fz + 63) cos(64) sin(b;)

—cos(0y + 03) cos(0) sin(fs) — sin(0y + 03) cos(#y) cos(64) cos(ds)
—cos(fy + 03) sin(6;) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(by) cos(fs) sin(6;)

(
sin(fy + 03) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(04) cos(65)

Ussa11 0 Ussarz 0
Ussazr 0 Ussaoz 0
Usss = (393)
Ussazi 0 Ussaszz 0
0 0 0 0
sin(fs) (cos(6y4) sin(0) + cos(02 + 63) cos(0;) sin(dy,))
= —sin(f5) (cos(01) cos(by) — cos(0s + 03) sin(6y) sin(by))
= —sin(fy + 63) sin(fy) sin(0s)
= —cos(f5) (cos(f4) sin(6y) + cos(f2 + 03) cos(61) sin(f4))
= cos(05) (cos(1) cos(fy) — cos(fa + 05) sin(6;) sin(y))
= sin(fy + 03) cos(65) sin(fy)
Usssii 0 Usss1z 0
Usss21 0 Ussse3 0
Usss = (394)
Usss31 0 Usssaz 0
0 0 0 0

= cos(fs) [sin(fy) sin(6) — cos(02 + 03) cos(01) cos(64)]
+sin(fy + 03) cos(6,) sin(fs)

= sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs)
— cos(f5) [cos(61) sin(f4) + cos(02 + b5) cos(f4) sin(6y)]
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U555 31

U555 13

U555 23

U555 33

donde

U611 1 —

U611 21 —

U611 12 —

U611 22 —

U611 13 —

U611 23 —

U611 14 —

U611 24 —

= cos(fy + 03) sin(0s) + sin(fy + 03) cos(64) cos(f5)

= sin(fs) [sin(6;) sin(fy) — cos(fs + 03) cos(01) cos(64)]
—sin(fy + 03) cos(#1) cos(8s)

= —sin(f5) [cos(6;) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(6,) sin(6,)]
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(6)

= sin(fy + 03) cos(f4) sin(fs) — cos(b + 03) cos(fs)

U611 11 U611 12 U611 13 U611 14

U611 21 U611 22 U611 23 U611 24
Usiy = (395)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(0g) {cos(f5) [sin(f;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(01) cos(04)]
+sin(fy + 03) cos(f,) sin(bs)}

+sin(fg) (cos(f4) sin(fy) + cos(fa + 65) cos(6;) sin(fy))
—cos(fg) {cos(f5) [cos(0;) sin(0y) 4 cos(f2 + O3) cos(f4) sin(6y)]
—sin(fy + 03) sin(f,) sin(fs)}

—sin(fg) (cos(fy) cos(fs) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(hy))
cos(0g) [cos(64) sin(f7) + cos(fs + 03) cos(6;) sin(6y)]
—sin(fg) {cos(fs) [sin(h;) sin(f) — cos(0s + 03) cos(h1) cos(f4)]
+sin(fy + 03) cos(#1) sin(fs)}

sin(fg) {cos(05) [cos(61) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(by) sin(;)]
—sin(fy + 03) sin(f,) sin(fs)}

—cos(6g) (cos(f1) cos(fs) — cos(bs + 05) sin(6;) sin(y))
sin(f5) [sin(61) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(61) cos(f,)]

—sin(fy + 03) cos(#1) cos(bs)

—sin(fs) [cos(0;) sin(64) + cos(b2 + 03) cos(f4) sin(6y)]
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(6)

I4{sin(fs) [sin(#;) sin(f,) — cos(02 + 03) cos(f1) cos(f4)]
—sin(fy + 03) cos(6y) cos(fs)}

—cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + 63))

—l4 {sin(05) (cos(f;) sin(fy) + cos(fz + b5) cos(64) sin(f;))
+sin(0y + 03) cos(fs) sin(61)}

—sin(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f + 653))
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donde

U612 11

U612 21

U612 12
U612 22
U612 13
U612 23

U612 14

U612 24

donde

U613 11

U613 21

U613 12

U612 11 U612 12 U612 13 U612 14

Usi221 Usi1222 Usi223 Us1224
Us12 = (396)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fg) [cos(0y + 03) sin(f) sin(05) + sin(fy + 03) cos(04) cos(05) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(#;) sin(f,) sin(bs)

sin(fy + 63) cos(#y) sin(fy) sin(bg)

—cos(fg) [cos(0y + 03) cos(6y) sin(fs)

+sin(fy + 03) cos(#1) cos(fy) cos(b5)]

—sin(fg) [cos(O2 + 03) sin(f;) sin(fs) + sin(fs + 65) cos(64) cos(fs5) sin(6,)]
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(by)

sin(fg) [cos(02 + 03) cos(61) sin(fs) + sin(fy + O3) cos(f1) cos(0s) cos(fs)]
+ sin(0y + 03) cos(fy) cos(bg) sin(6y)

sin(6y + 63) cos(04) sin(f;) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(5) sin(6;)

cos(0y + 03) cos(6y) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(6;) cos(fy) sin(fs)
—sin(6#y) [l cos(fs) + I3 cos(0y + 63)]

—ly (cos(0y + 03) cos(fs) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(fy) sin(h;) sin(fs))
cos(61) [l2 cos(f2) + I3 cos(2 + 65)]

+1y (cos(0y + 03) cos(0y) cos(05) — sin(fy + 03) cos(61) cos(04) sin(s))

U613 11 U613 12 U613 13 U613 14

U613 21 U613 22 U613 23 U613 24
U613 = (397)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fg) [cos(fy + O3) sin(6q) sin(fs) + sin(fz + 03) cos(fs) cos(f5) sin(61)]
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(f4) sin(fg)

sin(fy + 03) cos(6;) sin(04) sin(fg)

—cos(fs) [cos(02 + 05) cos(6r) sin(f5) + sin(fa + 03) cos(f1) cos(by) cos(6s)]
—sin(fs) [cos(s + b3) sin(f;) sin(bs) + sin(fz + 03) cos(bs) cos(fs) sin(6;)]
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(f,) sin(by)
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U613 22 —

U613 13 —

U613 23 —

U613 14 —

U613 24 —

donde
U614 11
U614 21
U614 12
U614 22
U614 13
U614 23

U614 14

U614 24

sin(fg) [cos(0s + 03) cos(0) sin(b5) + sin(fy + 03) cos(01) cos(by) cos(fs)]
+sin(fy + 03) cos(6;) cos(fg) sin(fy)

sin(fy + 63) cos(fy) sin(6;) sin(65)

—cos(fy + 03) cos(65) sin(6)

cos(0s + 03) cos(01) cos(fs)

— sin(fy + 03) cos(#y) cos(fy) sin(bs)

—ly [cos(0y + 63) cos(05) sin(fy) — sin(fy + 63) cos(fy) sin(h;) sin(65)]
—l3 cos(fy + 05) sin(6;)

Iy [cos(fs + 03) cos(01) cos(05) — sin(fs + 03) cos(01) cos(6y) sin(fs)]

+l3 cos(0y + 03) cos(f;)

U614 11 U614 12 U614 13 U614 14

U614 21 U614 22 U614 23 U614 24
U614 = (398)
0 0 0 0

0 0 0 0

= sin(fs) [cos(61) sin(fs) + cos(f2 + b3) cos(by) sin(6y)]

— cos(05) cos(fg) (cos(01) cos(0y) — cos(Oy + 03) sin(f;) sin(6y))
= sin(fg) [sin(6;) sin(fy) — cos(0s + 03) cos(01) cos(64)]

—cos(f5) cos(fs) (cos(8y) sin(f1) + cos(b + 03) cos(f;) sin(by))
= cos(fg) [cos() sin(64) 4 cos(02 + 03) cos(04) sin(6y)]

+ cos(05) sin(fg) (cos(01) cos(fy) — cos(0y + 03) sin(fy) sin(b,))
= cos(bg) [sin(6y) sin(0y) — cos(fy + 63) cos(6;) cos(4)]

+ cos(f5) sin(fg) (cos(fy) sin(61) + cos(02 + 03) cos(f;
= —sin(fs) (cos(1) cos(fy) — cos(fs + 03) sin(6y) sin(by))
= —sin(f#s) (cos(fs) sin(fy) + cos(bs + 63) cos(;) sin(fy))
= —l4 sin(05) (cos(fy) cos(fy) — cos(fs + 03) sin(6;) sin(fy))
= —l4 sin(f5) (cos(f4) sin(hy) + cos(fa + 03) cos(6;) sin(b,))

sin(6,))

~— ~—

U615 11 U615 12 U615 13 U615 14
U615 21 U615 22 U615 23 U615 24
U615 = (399)
0 0 0 0

0 0 0 0
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donde

U615 11

U615 21

U615 12

U615 22

U615 13

U615 23

U615 14

U615 24

donde

U616 11

U616 21

U616 12

U616 22

cos(fs) {sin(fs) [cos(61) sin(fs) + cos(ba + 03) cos(fy) sin(6)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6q)}

cos(fg) {sin(f5) [sin(6;) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(6;) cos(by)]
—sin(fy + 03) cos(#1) cos(6s)}

—sin(fg) {sin(fs) [cos(#;) sin(f4) + cos(fz + b5) cos(64) sin(6;)]
+sin(fy + 03) cos(0s) sin(fy)}

—sin(fg) {sin(fs) [sin(h;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(f1) cos(f4)]
—sin(fy + 03) cos(61) cos(bs)}

sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs)

—cos(05) (cos(f;) sin(fy) + cos(f2 + 03) cos(8y) sin(64))
—cos(05) [sin(fy) sin(fy) — cos(fy + b3) cos(07) cos(04)]
—sin(fy + 03) cos(6;) sin(6fs)

—ly {cos(05) (cos(fq) sin(fy) + cos(0z + 03) cos(fy) sin(6;))
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs) }

—ly {cos(05) [sin(f) sin(fy) — cos(Oz + b3) cos(f1) cos(04)]
+sin(fy + 03) cos(#y) sin(fs)}

U616 11 U616 12

Usi621 Usi6 22
0 0

0 0

Usi6 = (400)

o o O O
o o O O

sin(fs) {cos(f5) [cos(61) sin(fs) + cos(b + 03) cos(fy) sin(6q)]
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs) }

—cos(0g) (cos(f1) cos(0y) — cos(02 + 03) sin(6y) sin(f,))
sin(6g) {cos(5) [sin(fy) sin(fy) — cos(fa + O3) cos(0;) cos(04)]
+sin(fy + 03) cos(61) sin(bs)}

—cos(fg) (cos(fy) sin(f1) + cos(02 + 03) cos(h;) sin(6y))
cos(fg) {cos(0s) [cos(0y) sin(by) + cos(fs + 03) cos(6,) sin(6)]
—sin(fy + 03) sin(6y) sin(fs) }

+sin(fg) (cos(fy) cos(04) — cos(Oy + 03) sin(#y) sin(y))
cos(6g) {cos(f5) [sin(f;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(01) cos(f4)]
+sin(fy + 03) cos(6;) sin(fs)}

+sin(fg) (cos(fy) sin(fy) + cos(fa + 05) cos(6y) sin(fy))
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donde

U621 11

U621 21
U621 12
U621 22
U621 13
U621 23

U621 14

U621 24

donde

U622 11

U622 21

U622 31

U621 11 U621 12 U621 13 U621 14

U621 21 U621 22 U621 23 U621 24
Ugor = (401)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(0g) [cos(B2 + 03) sin(f;) sin(65)

+sin(f2 + 03) cos(f4) cos(bs) sin(6;)]

—sin(fy + 03) sin(6y) sin(f4) sin(fg)

sin(fy + 63) cos(#1) sin(f4) sin(dg) — cos(6g)

(cos(fs + 03) cos(6;) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(61) cos(by) cos(fs))
—sin(fg) (cos(fz + 03) sin(f) sin(fs) + sin(fs + 65) cos(64) cos(fs) sin(6,))
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(by)

sin(fg) (cos(f2 + 03) cos(6q) sin(fs) + sin(fa + O3) cos(f1) cos(f4) cos(ds))
+sin(0y + 03) cos(fy) cos(bg) sin(6y)

sin(6y + 63) cos(f4) sin(f;) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(5) sin(6;)

cos(0y + 03) cos(61) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(61) cos(fy) sin(fs)
—sin(6y) (ls cos(03) + I3 cos(fs + 03))

—ly [cos(0y + 03) cos(f5) sin(fy) — sin(Oy + 03) cos(f,) sin(h;) sin(fs)]
cos(01) (la cos(fs) + I3 cos(fz + 63))

+1y [cos(0y + 03) cos(61) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(61) cos(by) sin(fs)]

U622 11 U622 12 U622 13 U622 14

U622 21 U622 22 U622 23 U622 24
U622 = (402)
U622 31 U622 32 U622 33 U622 34

0 0 0 0

cos(fg) [sin(fs + 03) cos(0) sin(05) — cos(02 + 03) cos(01) cos(04) cos(65)]
+ cos(f2 + 03) cos(#1) sin(fy) sin(bg)

cos(fg) [sin(0s + 03) sin(6y) sin(fs) — cos(fs + 03) cos(04) cos(b5) sin(6q)]
+ cos(f2 + 03) sin(f;) sin(f4) sin(bg)

cos(Bg) [cos(02 + 03) sin(f5) + sin(bs + 03) cos(0y) cos(65)]

—sin(fy + 03) sin(f,) sin(fg)
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U622 12
U622 22
U622 32
U622 13
U622 23
U622 33
U622 14

U622 24

U622 34

donde

U623 11

U623 21

U623 31

U623 12

U623 22

U623 32

U623 13

U623 23

cos(fy + 03) cos(6y) cos(fs) sin(fy)

—sin(fg) (sin(fy + 63) cos(f1) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(fy) cos(fy) cos(s))
cos(0y + 03) cos(fg) sin(f;) sin(6y)

—sin(fg) (sin(fy + 63) sin(f;) sin(f5) — cos(fz + 03) cos(fy) cos(f5) sin(6;))
—sin(fs) [cos(02 + 85) sin(fs) + sin(b + 03) cos(f4) cos(6s)]

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y)

—sin(fy + 03) cos(6;) cos(fs5) — cos(bs + 03) cos(01) cos(6y) sin(fs)

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) — cos(02 + 03) cos(f4) sin(6) sin(fs)

sin(s + 03) cos(f4) sin(fs) — cos(bs + 03) cos(fs)

—cos(6y) [ls sin(0y) + I3 sin(0y + 03)]

—ly (sin(fz + 63) cos(6y) cos(f5) 4 cos(fa + 03) cos(6;) cos(y) sin(fs))
—sin(6) [ls sin(fy) + I3 sin(bs + 03)]

—ly (sin(0y + 03) cos(05) sin(6y) + cos(0y + 03) cos(fy) sin(6;) sin(f5))

—ly cos(bs) — Iy [cos(02 4 03) cos(f5) — sin(s + 03) cos(04) sin(fs)]

—l3 cos(0y + 03)

U623 11 U623 12 U623 13 U623 14

U623 21 U623 22 U623 23 U623 24
Us2s = (403)
U623 31 U623 32 U623 33 U623 34

0 0 0 0

cos(fg) (sin(02 + 03) cos(0;) sin(05) — cos(02 + 03) cos(fy) cos(04) cos(6s))
+ cos(0y + 03) cos(#y) sin(dy) sin(bg)

cos(fg) (sin(Oz + 03) sin(h;) sin(f5) — cos(0y + O3) cos(fy) cos(fs) sin(6y))
+ cos(fs + 03) sin(6;) sin(fy) sin(fs)

cos(fg) (cos(fy + 03) sin(f5) + sin(fs + 03) cos(04) cos(s))

—sin(fy + 03) sin(f4) sin(fs)

cos(fy + 03) cos(fy) cos(fs) sin(fy)

—sin(fg) (sin(fy + 03) cos(f1) sin(05) — cos(fs + 63) cos(01) cos(fy) cos(b5))
cos(0y + 03) cos(fs) sin(fy) sin(6y)

—sin(fg) (sin(fy + 63) sin(f;) sin(f5) — cos(f2 + 03) cos(fy) cos(fs) sin(6;))
—sin(fg) (cos(fy + 03) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(by) cos(fs))

(02 + 63) cos(fs) sin(By)

(02 + 63) cos(01) cos(fs) — cos(fy + 03) cos(6;) cos(fy) sin(fs)

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) — cos(02 + 03) cos(fy) sin(6) sin(fs)

—sin

—sin
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U623 33

U623 14 =

U623 24 —

U623 34 —

donde

U624 11

U624 21

U624 31

U624 12

U624 22

U624 32
Us24 13
U624 23
Us24 33
Us24 14
U624 24

U624 34

sin(6y + 03) cos(04) sin(fs) — cos(bs + 03) cos(bs)

—ly (sin(fy + 63) cos(61) cos(fs) + cos(fy + 03) cos(61) cos(fy) sin(fs))
—l3 sin(fy + 03) cos(6y)

—ly (sin(fy + 63) cos(05) sin(hy) + cos(fa + 63) cos(fy) sin(h;) sin(fs))
—l3 sin(fy + 63) sin(6;)

—ly (cos(fa + 03) cos(05) — sin(fy + 03) cos(b,) sin(fs)) — I3 cos(fz + 63)

U624 11 U624 12 U624 13 U624 14

Us2a21 Us2a22 Us2a23 Us2424
Ugos = (404)

U624 31 U624 32 U624 33 U624 34

0 0 0 0

sin(fy + 03) cos(61) cos(04) sin(fg)

+sin(fy + 03) cos(#1) cos(b5) cos(g) sin(6y)

sin(fy + 63) cos(fy) sin(f;) sin(bg)

+ sin(fy + 03) cos(f5) cos(bg) sin(fy) sin(dy)

cos(0y + 03) cos(04) sin(fs)

+ cos(f2 + 03) cos(f5) cos(bg) sin(6y)

sin(fy + 03) cos(61) cos(0y) cos(bg)

—sin(fy + 03) cos(f1) cos(fs) sin(fy) sin(bg)

sin(fy + 63) cos(fy) cos(fs) sin(6;)

—sin(fy + 03) cos(85) sin(fy) sin(f4) sin(bg)

cos(0y + 03) cos(fy) cos(fs) — cos(B2 + 03) cos(fs) sin(fy) sin(bs)
sin(fy + 63) cos(01) sin(f4) sin(65)

sin(0y + 03) sin(f;) sin(f4) sin(fs)

cos(6z + 03) sin(f4) sin(fs)

ly sin(fy + 03) cos(6;) sin(fy) sin(fs)

l4 sin(0y + 03) sin(f;) sin(fy) sin(6fs)

ly cos(fz + 03) sin(fy) sin(fs)

U625 11 U625 12 U625 13 U625 14
U625 21 U625 22 U625 23 U625 24
Usgos = (405)

U625 31 U625 32 U625 33 U625 34

0 0 0 0
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donde

U625 11
U625 21
U625 31
U625 12
U625 22
U625 32
U625 13
U625 23
U625 33
U625 14
U625 24

U625 34

donde

U626 11

U626 21

U626 31

U626 12

U626 22

U626 32

—cos(fg) (cos(fy + 03) cos(61) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(6;) cos(fy) sin(fs))
—cos(0g) (cos(fy + 03) cos(05) sin(0y) — sin(fz + 03) cos(fy) sin(6;) sin(6;))
cos(fg) (sin(Oz + 03) cos(fs) + cos(Oy + 03) cos(fy) sin(fs))

sin(fg) (cos(02 4 03) cos(fy) cos(f5) — sin(fz + 03) cos(#y) cos(fy) sin(b5))
sin(fg) (cos(02 + 03) cos(05) sin(0;) — sin(0s + 03) cos(04) sin(6y) sin(fs))
—sin(fs) (sin(f + 6s) cos(f5) + 008(92 + 603) cos(6,) sin(6s))

—cos(fy + 03) cos(6;) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(6y) cos(fs)

— cos(fy + 03) sin(fy) sin(fs) — sm(QQ + 603) cos(64) cos(B5) sin(f,)

sin(fy + 03) sin(f5) — cos(fa + 03) cos(64) cos(b5)

—ly (cos(0y + 03) cos(fy) sin(fs) + sin(Oy + 03) cos(6;) cos(04) cos(fs))

—ly (cos(fa + 03) sin(6y) sin(05) + sin(fy + 03) cos(fs) cos(bs) sin(6y))

= Iy (sin(fy 4 03) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(f4) cos(fs))

U626 11 U626 12

U626 21 U626 22

Usos = (406)

Us26 31 Us2e 32
0 0

o o o O
o O O O

sin(fg) (cos(0z + 03) cos(fy) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(f1) cos(04) cos(ds))
+sin(fy + 03) cos(fy) cos(fg) sin(by)

sin(fs) (cos(f2 + 03) sin(6) sin(fs) + sin(fz + 03) cos(0s) cos(ds) sin(6y))
+sin(0y + 03) cos(fg) sin(f;) sin(6y)

cos(6s + 03) cos(fg) sin(fy)

—sin(fg) (sin(fy + 03) sin(f5) — cos(fy + 05) cos(6,) cos(f5))

cos(f0g) (cos(By + 63) cos(fy) sin(fs) + sin(0s + 03) cos(f1) cos(04) cos(b5))
—sin(fy + 03) cos(61) sin(fy) sin(6g)

cos(fg) (cos(fz + 03) sin(f;) sin(05) + sin(fs + 03) cos(64) cos(65) sin(6y))
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(f4) sin(6g)

—cos(fg) (sin(fy + 03) sin(fs) — cos(fs + 03) cos(64) cos(bs))

—cos(fy + 03) sin(f,) sin(fs)

207



donde

U631 11
U631 21
U631 12
U631 22
U631 13
U631 23

U631 14

U631 24

donde

U632 11

U632 21

U632 31

U632 12

U631 11 U631 12 U631 13 U631 14

U631 21 U631 22 U631 23 U631 24
Ussy = (407)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fg) (cos(fy + 03) sin(f;) sin(f5) + sin(fs + 03) cos(04) cos(05) sin(67))
—sin(fy + 03) sin(6y) sin(f,) sin(bg)

sin(y + 03) cos(f;) sin(f4) sin(bg)

—cos(fg) (cos(fy + 03) cos(6y) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(6;) cos(fy) cos(fs))
—sin(0g) (cos(fy + 03) sin(6q) sin(0s5) + sin(fy + 03) cos(fy) cos(d5) sin(fy))
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(by)

sin(fg) (cos(fy + 03) cos(6q) sin(fs) + sin(fz + O3) cos(01) cos(f4) cos(ds))
+sin(0y + 03) cos(0y) cos(bg) sin(6y)

sin(fy + 63) cos(f4) sin(f;) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(5) sin(f;)

cos(fy + 03) cos(6y) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(6;) cos(fy) sin(fs)

—ly (cos(fy + 05) cos(05) sin(f1) — sin(fy + 03) cos(64) sin(6;) sin(f5))

—l3 cos(fy + 03) sin(6;)

Iy (cos(fs + 03) cos(01) cos(5) — sin(fs + 03) cos(01) cos(6y4) sin(fs))

+13 cos(fz + 05) cos(6y)

U632 11 U632 12 U632 13 U632 14

U632 21 U632 22 U632 23 U632 24
Ussa = (408)
U632 31 U632 32 U632 33 U632 34

0 0 0 0

cos(0g) (sin(fy + 03) cos(#) sin(fs) — cos(0s + 03) cos(h1) cos(by) cos(6s))
+ cos(0y + 03) cos(#y) sin(fy) sin(6g)

cos(fg) (sin(Oz + 03) sin(h;) sin(05) — cos(0z + 03) cos(fy) cos(fs5) sin(6y))
+ cos(fy + 03) sin(6;) sin(fy) sin(fs)

cos(fg) (cos(fz + b3) sin(fs) + sin(fz + 05) cos(0s) cos(5))

—sin(fy + 03) sin(fy) sin(fs)

cos(fs + 03) cos(671) cos(fg) sin(by)

—sin(fg) (sin(fy + 63) cos(f1) sin(f5) — cos(Oz + 03) cos(61) cos(fy) cos(s))
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U632 22
U632 32
U632 13
U632 23
U632 33
U632 14

U632 24

U632 34

donde

U633 11
U633 21
U633 31
U633 12
U633 22
U633 32
U633 13
U633 23

U633 33

U633 14

cos(fy + 03) cos(fg) sin(f;) sin(6y)

—sin(fg) (sin(fy + 63) sin(f;) sin(f5) — cos(fz + 63) cos(fy) cos(f5) sin(6y))
—sin(fs) (cos(Os + 05) sin(fs) + sin(f + 63) cos(f4) cos(65))

—sin(fy + 03) cos(bg) sin(fy)

—sin(fy + 03) cos(fy) cos(b5) — cos(0a + 03) cos(f1) cos(by) sin(bs)
—sin(fy + 03) cos(05) sin(f;) — cos(fs + 03) cos(6y4) sin(6;) sin(fs)
sin(fy + 63) cos(f,) sin(f5) — cos(fy + 03) cos(fs)

—ly (sin(fy + 63) cos(6;) cos(05) 4 cos(fa + 03) cos(6;) cos(y) sin(fs))
—l3 sin(03 + 03) cos(6;)

—ly (sin(0y + 03) cos(05) sin(f;) + cos(0y + 03) cos(fy) sin(6;) sin(f5))
—l3 sin(fy + 05) sin(6;)

—ly (cos(fa + 03) cos(05) — sin(fy + 03) cos(by) sin(bs)) — I3 cos(fz + 63)

U633 11 U633 12 U633 13 U633 14

U633 21 U633 22 U633 23 U633 24
Usss = (409)
U633 31 U633 32 U633 33 U633 34

0 0 0 0

cos(fg) (sin(02 + 03) cos(0;) sin(05) — cos(02 + 03) cos(fy) cos(04) cos(6s))
+ cos (b + 03) cos(6;) sin(fy) sin(fs)

cos(fg) (sin(fz + 03) sin(h;) sin(f5) — cos(0y + 03) cos(fy) cos(fs) sin(6y))
+ cos(fz + 03) sin(f;) sin(6,) sin(bg)

cos(fg) (cos(0y + 03) sin(O5) + sin(fs + 03) cos(04) cos(s))

—sin(fy + 03) sin(fy) sin(fs)

cos(fy + 03) cos(f1) cos(fs) sin(fy)

—sin(fg) (sin(fy + 03) cos(f1) sin(05) — cos(bs + 63) cos(01) cos(fy) cos(bs))
cos(0a + 03) cos(fs) sin(f,) sin(6y)

—sin(fg) (sin(fy + 63) sin(f;) sin(f5) — cos(fz + 03) cos(fy) cos(f5) sin(6y))
—sin(fg) (cos(fy + 03) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(by) cos(fs))

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y)

—sin(fy + 03) cos(6;) cos(fs5) — cos(bs + 03) cos(01) cos(6,) sin(fs)

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) — cos(02 + 03) cos(fy) sin(6) sin(bs)

sin(y + 03) cos(f4) sin(fs) — cos(b + 03) cos(fs)

—ly (sin(fy + 63) cos(61) cos(fs) + cos(fy + 03) cos(6;) cos(fy) sin(fs))

—l3 sin(fy + 03) cos(61)

209



U633 24 =

U633 34 =

donde

U634 11

U634 21

U634 31

U634 12

U634 22

U634 32
U634 13
U634 23
U634 33
U634 14
U634 24

U634 34

donde

U635 1 =

U635 21 —

U634 11 U634 12 U634 13 U634 14

U U634 21 U634 22 U634 23 U634 24
634 —
U634 31 U634 32 U634 33 U634 34

0 0 0 0

sin(fy + 63) cos(#,) cos(fy) sin(bg)
+sin(fy + 03) cos(61) cos(fs) cos(bg) sin(fy)
sin(0y + 63) cos(fy) sin(f;) sin(bg)
+ sin(fy + 03) cos(fs) cos(bg) sin(fy) sin(d,)

cos(0y + 03) cos(fy) sin(fs) + cos(0s + 03) cos(05) cos(fs) sin(by)

sin(fy + 03) cos(f1) cos(f4) cos(bs)
—sin(0y + 03) cos(fy) cos(bs) sin(4) sin(fg)
sin(0s + 03) cos(f4) cos(bs) sin(6;)
—sin(fy + 03) cos(05) sin(fy) sin(fy) sin(6g)

cos(fs + 03) cos(4) cos(fg) — cos(0y + 03) cos(fs) sin(6y4) sin(fg)

sin(y + 03) cos(f;) sin(fy) sin(fs)
sin(fy + 63) sin(f;) sin(f4) sin(65)
cos(fs + 03) sin(f,) sin(fs)

ly sin(fy + 03) cos(#y) sin(fy) sin(bs)
ly sin(fy + 03) sin(6;) sin(fy) sin(fs)
Iy cos(fs + 03) sin(6,) sin(fs)

U635 11 U635 12 U635 13 U635 14

U U635 21 U635 22 U635 23 U635 24
635 —

U635 31 U635 32 U635 33 U635 34

0 0 0 0
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—ly (sin(fy + 63) cos(05) sin(fy) + cos(0a + 63) cos(fy) sin(h;) sin(fs))
—lg sin(92 + 03) sin(é’l)
—ly (cos(fa + 03) cos(05) — sin(fy + 03) cos(b,) sin(0s)) — I3 cos(fz + 63)

(410)

(411)

—cos(fg) (cos(fy + 03) cos(67) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(67) cos(fy) sin(fs))
—cos(fg) (cos(0y + 03) cos(f5) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(fy) sin(f;) sin(fs))



U635 31
U635 12
U635 22
U635 32
U635 13
U635 23
U635 33
U635 14
U635 24

U635 34

donde

U636 11

U636 21

U636 31

U636 12

U636 22

U636 32

cos(fg) (sin(fy + 03) cos(fs) 4 cos(fz + 03) cos(4) sin(fs))

sin(fg) (cos(02 + 03) cos(01) cos(05) — sin(fy + 63) cos(fr) cos(f4) sin(bs))
sin(fg) (cos(02 + 03) cos(05) sin(0;) — sin(0s + 03) cos(04) sin(6;) sin(fs))
—sin(6g) (sin(fy + 03) cos(fs) + 608(92 + 03) cos(by) sin(6s))

—cos(fy + 03) cos(6;) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(6,) cos(bs)
—cos(fy + 03) sin(f;) sin(fs) — sm(62 + 03) cos(fy) cos(fs) sin(6;)

sin(fy + 63) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(by) cos(fs)

—ly (cos(fy + 03) cos(6y) sin(f5) + sin(fy + 03) cos(61) cos(04) cos(f5))
—ly (cos(0y + 03) sin(6y) sin(fs) + sin(fy + 63) cos(fy) cos(fs) sin(6y))

Iy (sin(0y + 03) sin(fs) — cos(Oy + O3) cos(fy) cos(fs))

U636 11 U636 12

U636 21 U636 22

Usss = (412)

Usss 31 Usse 32
0 0

o o O O
o o O O

sin(fg) (cos(f2 + b3) cos(61) sin(f5) + sin(f, + O3) cos(f1) cos(fs) cos(bs))
+sin(fy + 03) cos(#y) cos(bs) sin(by)
sin(fg) (cos(fy + 03) sin(6;) sin(fs) + sin(fs + 03) cos(04) cos(bs) sin(64))
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y) sin(by)
cos(0s + 03) cos(fg) sin(fy)
—sin(0g) (sin(fy + 03) sin(fs) — cos(Oy + 03) cos(fy) cos(b5))
cos(fs) (cos(fy + 03) cos(6q) sin(fs) + sin(fa + O3) cos(f1) cos(f4) cos(bs))
—sin(fy + 03) cos(6;) sin(f4) sin(bg)
cos(0g) (cos(0y + 63) sin(h;) sin(5) 4 sin(fs + 03) cos(04) cos(b5) sin(61))
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fy) sin(6g)

(06) (sin(Oy 4 03) sin(f5) — cos(bs + 03) cos(04) cos(5))
(02 + 03) sin(fy) sin(fs)

— COS

— COS

U641 11 U641 12 U641 13 U641 14
U641 21 U641 22 U641 23 U641 24
U(541 = (41 3)
0 0 0 0

0 0 0 0
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donde

U641 11

U641 21

U641 12

U641 22

U641 13
U641 23
U64l 14

U641 24

donde

U642 11

U642 21

U642 31

U642 12

U642 22

Usa2 32
Usa2 13
Usaz 23
Usa2 33
Usa2 14
Usa2 24

U642 34

sin(fg) (cos(fy) sin(fy) + cos(fz + 03) cos(6,) sin(61))
— cos(f5) cos(fs) (cos(01) cos(0y) — cos(Oy + 03) sin(f;) sin(6y))
sin(fg) (sin(6;) sin(fy) — cos(fs + 03) cos(61) cos(64))
—cos(f5) cos(fs) (cos(8y) sin(f1) + cos(b + 03) cos(;) sin(by))
cos(fg) (cos(fy) sin(64) 4 cos(0s + 03) cos(04) sin(6y))
+ cos(05) sin(fg) (cos(01) cos(fy) — cos(0y + 03) sin(f,) sin(b,))
cos(0g) (sin(fy) sin(fy) — cos(fa + 65) cos(0y) cos(04))
+ cos(05) sin(fg) (cos(fy) sin() + cos(02 + 03) cos(6;)
—sin(05) (cos(#y) cos(64) — cos(fs + 03) sin(f;) sin(6y))
—sin(6s) (cos(6y) sin(fy) 4 cos(fz + 03) cos(61) sin(6y))
—ly sin(B5) (cos(01) cos(64) — cos(02 + 03) sin(f;) sin(6,))
—ly sin(05) (cos(64) sin(fy) + cos(fs + 03) cos(67) sin(d,))

sin(fy))

U642 11 U642 12 U642 13 U642 14

U642 21 U642 22 U642 23 U642 24
Usaz = (414)

U642 31 U642 32 U642 33 U642 34

0 0 0 0

sin(fy + 03) cos(61) cos(04) sin(fg)
+sin(fy + 03) cos(#1) cos(b5) cos(g) sin(by)
sin(fy + 63) cos(fy) sin(f;) sin(bg)
+ sin(0y + 03) cos(f5) cos(bg) sin(6y) sin(dy)

= cos(fy + 03) cos(f4) sin(fs) + cos(fz + 65) cos(65) cos(fg) sin(fy)
= sin(fs + 63) cos(fy) cos(fs) cos(bs)

—sin(0y + 03) cos(0y) cos(bs) sin(f4) sin(fg)
sin(fy + 03) cos(f4) cos(bs) sin(6;)
—sin(fy + 03) cos(05) sin(f,) sin(f4) sin(6g)

= cos(fy + 03) cos(0y) cos(0g) — cos(fs + 03) cos(05) sin(fy) sin(fg)

sin(0y + 63) cos(#1) sin(f4) sin(65)
sin(fy + 63) sin(f;) sin(4) sin(65)
cos(fy + 03) sin(f,) sin(fs)

ly sin(fy + 03) cos(67) sin(fy) sin(fs)
Iy sin(0y + 03) sin(6;) sin(f,) sin(0s)
l4 cos(02 + 03) sin(fy) sin(f5)
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donde

U643 11

U643 21

U643 31

U643 12

U643 22

U643 32
U643 13
U643 23
U643 33
U643 14
U643 24

U643 34

donde

U644 11

U644 21

U644 31

U644 12

U643 11 U643 12 U643 13 U643 14

U643 21 U643 22 U643 23 U643 24
Usss = (415)
U643 31 U643 32 U643 33 U643 34

0 0 0 0

sin(0y + 63) cos(#1) cos(fy) sin(bg)

+sin(fy + 03) cos(6;1) cos(fs) cos(bg) sin(fy)

sin(s + 03) cos(f4) sin(fy) sin(bg)

+sin(fy + 03) cos(05) cos(bg) sin(fy) sin(fy)

cos(fy + 03) cos(fy) sin(fs) + cos(0z + 63) cos(f5) cos(fs) sin(by)
sin(6y + 03) cos(01) cos(f4) cos(bs)

—sin(fy + 03) cos(6;) cos(fs) sin(fy) sin(bg)

sin(fy + 03) cos(04) cos(0g) sin(6d)

—sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(f,) sin(bg)

cos(0y + 03) cos(fy) cos(fs) — cos(02 + 03) cos(f5) sin(fy) sin(bs)
sin(fy + 03) cos(6;) sin(4) sin(fs)

sin(6s + 03) sin(f;) sin(f4) sin(fs)

cos(fy + 03) sin(f4) sin(fs)

Iy sin(0y + 03) cos(f) sin(f,) sin(fs)

Iy sin(fy + 03) sin(6;) sin(f,) sin(fs)

ly cos(0y + 03) sin(fy) sin(f5)

U644 11 U644 12 U644 13 U644 14

Ussa21 Ussa22 Ussa2s Usaaa
Usas = (416)
Usia31 Usaasz Usaass Usaaza

0 0 0 0

sin(fg) (cos(6y4) sin(0y) + cos(02 + 03) cos(;) sin(dy,))

+ cos(f5) cos(fs) (sin(fy) sin(f,) — cos(02 + 03) cos(h1) cos(b,))
—sin(fg) (cos(01) cos(0y) — cos(Oz + 03) sin(f;) sin(6y))

— cos(f5) cos(fg) (cos(01) sin(8y) + cos(fs + 03) cos(6,4) sin(67))
sin(fy + 03) cos(fy) cos(fs) cos(fs) — sin(fy + 03) sin(fy) sin(g)
cos(0g) (cos(04) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(0) sin(by))

— cos(6s) sin(fg) (sin(6;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(01) cos(64))
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U644 22

U644 32
U644 13
U644 23
U644 33
U644 14
U644 24

U644 34

donde

U645 11
U645 21
U645 31
U645 12
U645 22
U645 32
U645 13
U645 23
U645 33
U645 14
U645 24

U645 34

cos(05) sin(fg) (cos(6y) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(fy) sin(6,))
—cos(fg) (cos(#r) cos(0y) — cos(fy + 03) sin(6y) sin(y))

—sin(fy + 03) cos(6g) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(64) cos(bs) sin(fg)
sin(f5) (sin(6y) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(1) cos(by))

—sin(fs) (cos(0y) sin(04) + cos(02 + 03) cos(04) sin(6y))

sin(6y + 63) cos(f4) sin(fs)

Iy sin(05) (sin(6q) sin(04) — cos(fs + 03) cos(01) cos(d,))

—1y sin(f5) (cos(01) sin(fs) + cos(f2 + b3) cos(6y) sin(6y))

ly sin(fy + 03) cos(f4) sin(f5)

U645 11 U645 12 U645 13 U645 14

Usss21 Usas 22 Usas 2z Usas 24
Usss = (417)

U645 31 U645 32 U645 33 U645 34

0 0 0 0

cos(fg) sin(f5) (cos(fy) sin(6y) + cos(fy + 03) cos(61) sin(6y))
— cos(0g) sin(f5) (cos(f1) cos(fy) — cos(0s + 63) sin(hy) sin(hy))
— sin(fy + 03) cos(bg) sin(fy) sin(0s)

—sin(f5) sin(fg) (cos(fy) sin(6;) + cos(fs + 03) cos(6;) sin(6y))
sin(65) sin(fg) (cos(f1) cos(fy) — cos(bs + 03) sin(fy) sin(hy))
sin(fy + 63) sin(f4) sin(f5) sin(bg)

—cos(05) (cos(fy) sin(fy) + cos(0y + 03) cos(61) sin(6y))
cos(05) (cos(1) cos(fy) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(hy))

sin(fs + 03) cos(f5) sin(fy)

—1y cos(05) (cos(f4) sin(61) + cos(B2 + b3) cos(61) sin(by))

ly cos(B5) (cos(fy) cos(fs) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(y))

ly sin(fy + 03) cos(65) sin(fy)

U646 11 U646 12

U646 21 U646 22

Ussg = (418)

Usas 31 Usas 32
0 0

o o O O
o O O O
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donde

U646 11

U646 21

U646 31

U646 12

U646 22

U646 32

donde

U651 11

U651 21

U651 12

U651 22

U651 13

U651 23

U651 14

U651 24

cos(0g) (sin(fy) sin(fy) — cos(fy + 63) cos(6;) cos(fy4))

+ cos(fs) sin(fg) (cos(04) sin(1) 4 cos(0s + 03) cos(0) sin(6y))
—cos(fg) (cos(0y) sin(y) + cos(02 + 03) cos(0y) sin(6y))

—cos(f5) sin(fs) (cos(f1) cos(0y) — cos(Oz + 03) sin(f;) sin(6y))
sin(y + 03) cos(04) cos(fs) — sin(fs + 05) cos(05) sin(fy) sin(fs)
cos(f5) cos(0g) (cos(6y) sin(f;) + cos(fs + 03) cos(6;) sin(by))
—sin(fg) (sin(fy) sin(6,) — cos(6z + 63) cos(f1) cos(04))

sin(6g) (cos(6y) sin(0y) + cos(fz + 03) cos(fy) sin(6y))

— cos(fs) cos(fg) (cos(01) cos(04) — cos(O2 + 03) sin(f;) sin(6y))
—sin(0y + 03) cos(y) sin(fg) — sin(fy + 03) cos(fs) cos(g) sin(fy)

U651 11 U651 12 U651 13 U651 14

Ussiz1 Ussi22 Ussioz Ussioa
Uss1 = (419)
0 0 0 0

0 0 0 0

cos(fs) {sin(fs) [cos(61) sin(hs) + cos(b + 03) cos(fy4) sin(6)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6q)}

cos(fg) {sin(f5) [sin(0;) sin(fy) — cos(fy + O3) cos(f1) cos(04)]
—sin(fy + 03) cos(#1) cos(6s)}

—sin(fg) {sin(fs) [cos(#;) sin(fs) + cos(fz + b5) cos(6,) sin(6y)]
+sin(fy + 03) cos(05) sin(6y)}

—sin(fg) {sin(fs) [sin(h;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(01) cos(f4)]
—sin(fy + 03) cos(61) cos(bs)}

sin(fy + 03) sin(6;) sin(f5)

—cos(f5) (cos(#y) sin(0y) + cos(02 + 03) cos(fy) sin(6y))
—cos(05) [sin(fy) sin(fy) — cos(fy + b3) cos(;) cos(04)]

— sin(fy + 03) cos(#) sin(fs)

—ly {cos(05) [cos(#1) sin(Oy) + cos(Oz + 03) cos(fy) sin(6y)]
—sin(fy + 03) sin(6y) sin(6s) }

—ly {cos(05) [sin(f) sin(Oy) — cos(Oz + b3) cos(61) cos(04)]
+sin(fy + 03) cos(#y) sin(fs)}
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donde

U652 11
U652 21
U652 31
U652 12
U652 22
U652 32
U652 13
U652 23
U652 33
U652 14
U652 24

U652 34

donde

U653 11
U653 21
U653 31
U653 12
U653 22
U653 32
U653 13
U653 23
U653 33

U653 14

U652 11 U652 12 U652 13 U652 14

U652 21 U652 22 U652 23 U652 24
Ussa = (420)
U652 31 U652 32 U652 33 U652 34

0 0 0 0

—cos(fg) (cos(fy + 03) cos(61) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(6;) cos(fy) sin(fs))
—cos(0g) (cos(fs + 03) cos(05) sin(fy) — sin(fs + 03) cos(04) sin(fy) sin(bs))
cos(fs) (sin(fs + 65) cos(fs) +

sin(fg) (cos(02 + 03) cos(0y) cos(05) — sin(fy + 03) cos(fy) cos(f4) sin(65))
sin(fg) (cos(02 + 03) cos(05) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(dy) sin(6;) sin(fs))
—sin(fs) (sin(fs + 85) cos(fs) + cos(02 + b3) cos(f4) sin(6;))

—cos(fy + 03) cos(0;) sin(fs) — sin(f + 03) cos(01) cos(6,) cos(bs)
—cos(0y + 03) sin(;) sin(fs) — sin(Oy + 03) cos(fy) cos(0s) sin(6;)

sin(fy + 03) sin(f5) — cos(fy + 03) cos(64) cos(b5)

—ly (cos(0y + 03) cos(6y) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(fy) cos(fy) cos(fs))

—ly (cos(fy + 03) sin(fy) sin(f5) + sin(fy + 63) cos(fy) cos(fs) sin(6y))

Iy (sin(fy + 03) sin(f5) — cos(fa + 03) cos(6,) cos(fs))

cos(6y + 03) cos(f4) sin(6s))

U653 11 U653 12 U653 13 U653 14

U653 21 U653 22 U653 23 U653 24

Usss = (421)
Ussss1 Ussssz Usszss Usssaa
0 0 0 0
—cos(0g) (cos(fs + 03) cos(01) cos(fs) — sin(Oy + 03) cos(0y) cos(fy) sin(fs))

) (
—cos(fg) (cos(fy + 03) cos(fs) sin(fy) — sin(fy + 03) cos(fy) sin(h;) sin(fs))
cos(fg) (sin(fy + 03) cos(fs) 4 cos(fz + 03) cos(4) sin(fs))
sin(fg) (cos(02 + 03) cos(01) cos(05) — sin(fy + 63) cos(f1) cos(f4) sin(b5))
sin(fg) (cos(02 + 03) cos(05) sin(0;) — sin(0s + 03) cos(04) sin(6;) sin(fs))
—sin(fg) (sin(fy + 03) cos(fs) + 0s(92 + 03) cos(6y) sin(6s))
—cos(fs + 03) cos(6;) sin(fs) — sin(fy + 03) cos(01) cos(6,) cos(bs)
—cos(fy + 03) sin(f;) sin(fs) — 8111(62 + 03) cos(fy) cos(fs) sin(6;)
sin(fy + 63) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(by) cos(f5)
—ly (cos(fy + 03) cos(67) sin(fs) + sin(Oy + 03) cos(f1) cos(fy) cos(fs))
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U653 24

donde

Ussa 11
U654 21
Ussa 31
Ussa 12
U654 22
Ussa 32
Ussa 13
Uss4 23
U654 33
U654 14
U654 24

U654 34

donde

U655 11

U655 21

U655 31

U655 12

U655 22

—ly (cos(0y + 03) sin(6y) sin(fs) + sin(fy + 63) cos(fy) cos(fs) sin(6;))
Usssza = L4 (sin(fy + 03) sin(fs) — cos(0y + 03) cos(fy) cos(f5))

U654 11 U654 12 U654 13 U654 14

U654 21 U654 22 U654 23 U654 24
U654 = (422)
U654 31 U654 32 U654 33 U654 34

0 0 0 0

cos(fg) sin(fs) (cos(6y) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(6;) sin(fy))
— cos(fg) sin(f5) (cos(01) cos(64) — cos(fs + 03) sin(6y) sin(by))
— sin(fy + 03) cos(bg) sin(fy) sin(0s)

—sin(fs) sin(fg) (cos(64) sin(hy) + cos(fa + 03) cos(61) sin(b4))
sin(f5) sin(g) (cos(61) cos(fy) — cos(fs + 03) sin(6;) sin(by))
sin(fy + 63) sin(f4) sin(5) sin(bg)

—cos(05) (cos(0y) sin(fy) + cos(0y + 03) cos(61) sin(by))
cos(05) (cos(f1) cos(fy) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(y))

sin(fy + 03) cos(f5) sin(f,)

—ly cos(05) (cos(fy) sin(6y) + cos(fy + 03) cos(f1) sin(6y))

Iy cos(05) (cos(f1) cos(fy) — cos(Bs + 03) sin(fy) sin(y))

ly sin(fy + 03) cos(05) sin(fy)

U655 11 U655 12 U655 13 U655 14

U655 21 U655 22 U655 23 U655 24
Usss = (423)
U655 31 U655 32 U655 33 U655 34

0 0 0 0

cos(6g) {cos(f5) [sin(f;) sin(fy) — cos(bs + 03) cos(01) cos(64)]
+sin(fy + 03) cos(#1) sin(fs)}

—cos(fg) {cos(fs) [cos(01) sin(04) 4 cos(02 + O3) cos(04) sin(6y)]
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs) }

cos(fg) (cos(fz + 03) sin(fs) + sin(fy + 03) cos(fy) cos(fs))
—sin(fg) {cos(fs) [sin(0;) sin(f) — cos(0s + O3) cos(01) cos(64)]
+sin(fy + 03) cos(#1) sin(fs)}

sin(fg) {cos(f5) [cos(#y) sin(fy) + cos(fs + b5) cos(6y) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(f,) sin(fs)}
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U655 32

U655 13

U655 23

U655 33

U655 14

U655 24

U655 34

donde

U656 11

U656 21

U656 31

U656 12

U656 22

U656 32

—sin(fg) (cos(fs + b3) sin(fs) + sin(f, + 03) cos(f4) cos(bs))

= sin(fs) [sin(6;) sin(fy) — cos(0s + 03) cos(01) cos(64)]

—sin(f2 + 03) cos(#y) cos(65)
—sin(fs) [cos(0) sin(by) + cos(fs + 03) cos(6y) sin(6y)]
—sin(fy + 03) cos(fs) sin(6;)

= sin(fs + 03) cos(4) sin(fs) — cos(bs + 03) cos(bs)

Iy {sin(f5) [sin(#;) sin(fs) — cos(0s + O3) cos(01) cos(f4)]
— sin(fy + 03) cos(#1) cos(6s)}

—l4 {sin(05) [cos(6;) sin(By) + cos(fz + 03) cos(f4) sin(6y)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6;)}

—l4 (cos(fy + 63) cos(65) — sin(fy + 03) cos(fy) sin(fs))

U656 11 U656 12

U656 21 U656 22

Usss = (424)

Usse 31 Usse 32
0 0

o o o O
o o o O

— sin(0g) {sin(f5) [sin(;) sin(fy) — cos(fy + b3) cos(6;) cos(04)]
—sin(6y + 03) cos(0) cos(bs)}

sin(fs) {sin(f5) [cos(61) sin(fs) + cos(fz + 03) cos(y) sin(6)]
+sin(fy + 03) cos(f5) sin(6q)}

= sin(fg) (cos(fy + 03) cos(fs5) — sin(fy + 03) cos(fy) sin(bs))

—cos(0g) {sin(f5) [sin(h;) sin(fy) — cos(b + 03) cos(01) cos(f4)]
—sin(fy + 03) cos(f1) cos(fs)}

cos(8s) {sin(f5) [cos(61) sin(f4) + cos(bs + O3) cos(f4) sin(6y)]
+sin(fy + 03) cos(f5) sin(6y)}

cos(fg) (cos(Oy + 03) cos(fs) — sin(fy + 63) cos(fy) sin(fs))

Uss111 Ussi12 0 0
Uss121 Usgi22 0 0
Usgr = 425
661 0 0 o (425)
0 0 0 0

218



donde

U661 11

U661 21

U661 12

U661 22

donde

U662 11 —

U662 21 —

U662 31 —

U662 12 —

U662 22 —

U662 32 —

= sin(fg) {cos(fs) [cos(0;) sin(6,) + cos(fs + 03) cos(6y4) sin(6y)]
—sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs)}
—cos(6g) (cos(6y) cos(fy) — cos(fs + 03) sin(6;) sin(hy))

= sin(fg) {cos(f5) [sin(f;) sin(fy) — cos(fa + 05) cos(0;) cos(04)]
+sin(fy + 03) cos(f1) sin(6s)}
—cos(fg) (cos(fy) sin(1) + cos(02 + 03) cos(f;) sin(6y))

= cos(fg) {cos(05) [cos(0y) sin(by) + cos(fs + O3) cos(6,) sin(6,)]
— sin(fy + 03) sin(f,) sin(fs)}
+sin(fg) (cos(f1) cos(fy) — cos(bs + 65) sin(6;) sin(y))

= cos(fg) {cos(fs) [sin(0;) sin(Oy) — cos(0z + 03) cos(01) cos(b4)]
+sin(fy + 03) cos(f1) sin(bs)}
+sin(fg) (cos(f4) sin(fy) + cos(fa + 65) cos(6;) sin(fy))

U662 11 U662 12

U662 21 U662 22
U662 =
U662 31 U662 32

0 0

(426)

o o o O
o O O O

sin(fg) [cos(02 + 03) cos(0y) sin(fs) + sin(0s + 03) cos(01) cos(fy) cos(05)]
+sin(fy + 03) cos(61) cos(bg) sin(6y)

sin(fs) [cos(02 + b3) sin(fy) sin(6s) + sin(fz + O3) cos(bs) cos(fs) sin(6;)]
+ sin(fy + 03) cos(fg) sin(6;) sin(6y)

cos(0y + 03) cos(fg) sin(f,)

—sin(fg) [sin(fs + O3) sin(f5) — cos(fy + b3) cos(6,) cos(0s)]

cos(fg) [cos(Bz + 03) cos(f) sin(f5) + sin(0s + O3) cos(01) cos(04) cos(65)]
— sin(fy + 03) cos(61) sin(fy) sin(fg)

cos(fg) [cos(02 + 03) sin(f;) sin(65) + sin(fs + 03) cos(04) cos(b5) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(f;) sin(f4) sin(bs)

—cos(fg) [sin(O2 + 03) sin(f5) — cos(Oz + b3) cos(fy) cos(s)]

—cos(fy + 03) sin(6,) sin(fg)
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donde

U663 11 —

U663 21 —

U663 31 —

U663 12 —

U663 22 —

U663 32 —

donde

U664 11

U664 21

Usea 31

U664 12

U664 22

U664 32

U663 11 U663 12

U663 21 U663 22

Uses = (427)

Uses 31 Uses 32
0 0

o o o O
o O O O

sin(fg) [cos(02 + 03) cos(61) sin(fs) + sin(fs + O3) cos(01) cos(fs) cos(6s)]
+sin(fy + 03) cos(6;1) cos(bg) sin(fy)

sin(fg) [cos(O2 + 03) sin(61) sin(fs) + sin(fz + b5) cos(0s) cos(f5) sin(6;)]
+sin(fy + 03) cos(6g) sin(6y) sin(fy)

cos(fs + 03) cos(fg) sin(f,)

— sin(6g) (sin(s + 63) sin(f5) — cos(fy + 63) cos(6y) cos(6s))

cos(fg) [cos(02 + 03) cos(0) sin(f5) + sin(fs + 03) cos(01) cos(04) cos(65)]
—sin(fy + 03) cos(6;) sin(fy) sin(fs)

cos(fg) [cos(By + O3) sin(6q) sin(bs) + sin(fz + 03) cos(fs) cos(fs) sin(61)]
—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fy) sin(fg)

—cos(bg) [sin(fy + 03) sin(fs) — cos(fy + 03) cos(6,) cos(bs)]

— cos(fz + 03) sin(f,) sin(fs)

Ussa 11 Uspa 12

Ussa 21 Uspa 22

Uses = (428)

Usea 31 Usea 32
0 0

o o o O
o o o O

= cos(fg) [sin(6y) sin(f,) — cos(0s + 03) cos(01) cos(64)]
+cos(85) sin(fg) (cos(fy) sin(61) + cos(02 + b3) cos(6y) sin(by))
= —cos(fg) [cos(0;) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(by) sin(6,)]
—cos(fs) sin(fg) (cos(01) cos(0y) — cos(Oy + 63) sin(h;) sin(6y))
= sin(fy + 03) cos(fy) cos(fs) — sin(fy + 03) cos(bs) sin(fy) sin(bg)
= cos(fs) cos(fg) [cos(04) sin(fy) + cos(fs + O3) cos(6;) sin(by)]
—sin(fg) (sin(fy) sin(04) — cos(0s + 03) cos(f1) cos(0y4))
= sin(fs) [cos(#:) sin(fs) + cos(fy + b3) cos(by) sin(61)]
— cos(05) cos(bg) (cos(01) cos(fy) — cos(0y + 03) sin(f) sin(b,))
= —sin(fy + 63) cos(fy) sin(fg) — sin(Oy + 03) cos(f5) cos(fg) sin(6,)
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donde

U665 11

U665 21

U665 31

U665 12

U665 22

U665 32

donde

U666 11

U666 21

U666 31

U666 12

U665 11 U665 12

U665 21 U665 22

Uses = (429)

Uses 31 Uses 32
0 0

o o o O
o O O O

—sin(fg) {sin(f5) [sin(6;) sin(f,) — cos(fy + 03) cos(61) cos(by)]
—sin(6y + 03) cos(f) cos(fs)}

sin(fs) {sin(fs) [cos(61) sin(fs) + cos(fz + 03) cos(fy) sin(6)]
+sin(fy + 03) cos(05) sin(6q)}

= sin(fg) (cos(B2 + 03) cos(f5) — sin(fy + 63) cos(6,) sin(fs))

—cos(0g) {sin(f5) [sin(h;) sin(fy) — cos(fs + 3) cos(01) cos(f4)]
— sin(6y + 03) cos(f) cos(fs)}

cos(fg) {sin(f5) [cos(6;) sin(fy) + cos(fs + 03) cos(64) sin(6;)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(61)}

cos(6g) (cos(By 4 03) cos(fs) — sin(fs + 03) cos(6y) sin(fs))

U666 11 U666 12

U666 21 U666 22

Usss = (430)

Uses 31 Uses 32
0 0

o o o O
o o o O

cos(6g) {cos(f5) [sin(f;) sin(fy) — cos(b + 03) cos(01) cos(f4)]
+sin(fy + 03) cos(6;) sin(fs)}

+sin(fg) (cos(f4) sin(fy) + cos(fa + 65) cos(6y) sin(fy))
—cos(fg) {cos(f5) [cos(0;) sin(0y) 4 cos(02 + 03) cos(04) sin(6;)]
—sin(fy + 63) sin(6y) sin(fs) }

—sin(fg) (cos(f1) cos(fy) — cos(s + 03) sin(y) sin(hy))

cos(Bg) [cos(02 4 03) sin(f5) + sin(fs + 03) cos(0y) cos(65)]
—sin(0y + 03) sin(fy4) sin(fg)

cos(0g) [cos(04) sin(fy) + cos(fa + 03) cos(6y) sin(64)]

—sin(fg) {cos(f5) [sin(h;) sin(fy) — cos(0s + 03) cos(h1) cos(f4)]
+sin(fy + 03) cos(61) sin(6s)}
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Usss 22 = sin(fg) {cos(05) [cos(0;) sin(4) 4 cos(bs + 03) cos(04) sin(6y)]
—sin(fy + 03) sin(f;) sin(fs)}
—cos(0g) (cos(6y) cos(fy) — cos(bs + 03) sin(6;) sin(y))
Usss 32 = —sin(fg) [cos(02 + 03) sin(f5) + sin(bs + 03) cos(0y) cos(65)]
(02 4 03) cos(fs) sin(by)

—sin

Unig = Uiz = Uiy = Upis = Ui = U1 =
Uiz = Uigz = Uioy = U5 = U6 = U1 =
Uizg = Uiz = Uizg = Uszs = Uz = U1 =
Urag = Urgz = Uygg = Urgs = Urge = U151 =
Uisa = Uisz = Uisa = Uiss = Uise = U161 =
Uiz = U1 = Uies = Ures = Ures = Uazz =
Uzzq = Uzzs = Upgs = Usszy = Uszy = Uszz =

Uzzs = Uazs = Upze = Ugs1 = Usyy = Usgz = 0000
Uzgs = Uggs = Upge = Uas1 = Ussy = Ussz = 0000 (431)
Usss = Usss = Uzse = Use1 = Uzga = Uzgz = 0000
Uses = Uzgs = Uzes = Uszs = Uszs = Uszeg = 0000

Usgr = Usgo = Uszyz = Usyy = Usys = Usge =
Uss1 = Ussa = Ussz = Usss = Usss = Usse =
Ussr = Usea = Usez = Usgs = Usgs = Uses
Usss = Usge = Uss1 = Ussy = Ugsz = Uysy =
Usss = Usse = User = User = Usgs = Usps =
Uses = Usse = Usse = Use1 = Usea = Usez =
Uses = Uses = Uses =
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Anexo L. TERMINOS #,,,, ROBOT PUMA

Términos h;.,, paramétricos

h112

imy (=1sin(26) di® + 2 cos(262) di lo + sin(265) 1?)
+1mg (=1 sin(262 +263) do® + 2 cos(205 + 03) da lo + sin(265) »?)
+my (I3 cos(bs) + I3 cos(02 + 03)) (I2 sin(fz) + I3 sin(f2 + 03))
+mg [lo cos(B2) + I3 cos(0y + 03) + 1y cos(B2 + 03) cos(6s)
—ly sin(fy + 03) cos(f,) sin(fs)]
[lz sin(é’g) + lg SiH(QQ + 93)
+ly sin(fy + 03) cos(0s) + 14 cos(0y + b3) cos(fy) sin(05)]
+ds I3 ms sin(fy) + ly* ms cos(fy) sin(6s)
—d32 ms COS(QQ + 93) SiIl(@g + 93) + d42 ms COS(eg + 93) SiH(QQ oty 93)
+132 ms cos(By + 03) sin(By + 03) + dy* ms cos(64) cos(f5) sin(fs)
+la I3 ms cos(0s + 03) sin(0y) + I I3 ms sin(fy + 03) cos(6z)
-2 dg l3 msg COS(@Q + 03)2 sin(«94) + d32 msy COS(@Q -+ 03) SiD(QQ + 03) COS<94)2
—ds> ms cos(By + 03) sin(fy + 03) cos(05)* — dy lsms cos(6y) cos(6s)
—dg dyms sin(fy) sin(05) + 2 dy l3ms cos(02 + 93)2 cos(fy) cos(fs)
+2ds dy ms cos(0; + 03)° sin(6,) sin(05)
—2 d4 l3 ms COS(QQ + 03) Sin(02 + 03) Sin(95)
—dy>ms cos(0y + 03) sin(fy + 03) cos(6s)* cos(65)?
—2dy* ms cos(By + 0s)” cos(f,) cos(f5) sin(6s)
—d3 Iy ms cos(0s + 03) cos(0y) sin(fy) — dyla ms cos(fz + 63) sin(fy) sin(6s)
—d4 l2 ms sin(92 + 03) COS(@Q) sin(6’5)
—f-dg lg ms Sin(02 + 93) Sin(eg) sin((94)
+dy Iy ms cos(0y + 63) cos(fy) cos(fy) cos(Bs)
—dy ly ms sin(fs + 65) cos(04) cos(05) sin(6s)
+2d3 dy ms cos(0y + 03) sin(fy + 03) cos(6y) cos(fs) sin(y)
(432)
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h113

h114

me [l3 cos(0y + 03) + 14 cos(0y + 03) cos(05)

—l4 sin(fy + 63) cos(64) sin(fs)]

[lg Sin(QQ) + l3 Sin(92 + Qg) + l4 Sin(QQ + 93) COS(95>

+1y cos(fy + 03) cos(6,) sin(fs)]

—%dg ms (lg COS(93) — lz COS(2 92 + 93) + dg sin(2 92 + 2 03))
+d3 l3 ms Sin(04) — d32 ms COS(QQ + Qg) Sin(eg + 93)

—|—d42 ms COS(QQ -+ 03) Sin(gg + 03) -+ l32 ms COS(QQ + 83) Sin(02 + 63)
+l3my cos(0y + 63) (Iz sin(fs) + I3 sin(6y + 63))

+dy® ms cos(84) cos(85) sin(s) + Iy I3 ms cos(fs + O3) sin(6s)
—2ds I3 cos(By + 05)* sin(6,)

+-ds® ms cos(fy + 03) sin(6y + 03) cos(04)2

—ds? ms cos(0y + 65) sin(f, + 03) cos(05)*

—dy l3ms cos(0y) cos(05) — ds dyms sin(fy) sin(65)

+2dy I3 ms cos(Bs + 03)% cos(8,) cos(05)

+2 ds dyms cos(Ba + 05)° sin(6y) sin(65)

—2dyl3ms cos(f + 03) sin(fy + 03) sin(fs)

—ds> ms cos(0y + 03) sin(fy + 63) cos(8,)” cos(65)*

—2d,% ms cos(fy + 03)* cos(8,) cos(85) sin(fs)

—dy ly ms cos(0y + 03) sin(fy) sin(65)

+ds Iy ms sin(0y + 03) sin(fy) sin(6y)

—dylyms sin(fs + 65) cos(04) cos(f5) sin(6s)

+2ds dy ms cos(0y + 63) sin(fy + 03) cos(6y) cos(fs) sin(y)

(433)

2ds dyms cos(94)2 cos(05) — ds* ms cos(6) sin(fy)

—ds dyms cos(fs) + ds® ms cos(y + 03)2 cos(6y) sin(6y)

+ds dy ms cos(By + 03)° cos(05) + dy® ms cos(By) cos(s)” sin(6,)
+1,2 mg cos(,) sin(fy) sin(fs)?

—d4* ms cos (6, + 93)2 cos(fy) Cos(95)2 sin(6y)

—l42 meg COS(QQ + 03)2 COS(€4> sin(94) sin(«95)2

—ds I3 my cos(0y + 03) sin(0y + 03) cos(d,)

—2ds dyms cos(By + 05)* cos(84)” cos(5) (434)
—dslyms cos(0y + 03) cos(0y) sin(6s)

—l3 l4 Mg COS(92 + 93) Sin(92 + 93) Sin(94) sin(05)

—dy lyms cos(0z + 03) cos(05) sin(fy) sin(6y)

+d4* ms cos(By + 03) sin(By 4 03) cos(s) sin(f,) sin(fs)

—ly lymg cos(fs + 03) sin(62) sin(fy) sin(fs)

—14> mg cos(fy + 03) sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(ds)

+ds dyms cos(0z + 03) sin(fy + 63) cos(6y) sin(fs)

—dy l3ms cos(0s + 03) sin(fy + 63) cos(fs) sin(6,)
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= Iymeg{ly[sin(f5) (sin(f;) sin(fy) — cos(0s + 03) cos(h1) cos(by))

—sin(fy + 03) cos(f) cos(s)]

—cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f2 + 03))}

{cos(05) [sin(61) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(61) cos(f,)]

+sin(fy + 03) cos(6;) sin(fs)}

—dyms {l3 cos(05) — I3 cos(0y + 05) cos(6s)

+1y sin(fy + 63) cos(s) sin(fy) + dy cos(fy + 03)* cos(f5) sin(fs)
—dy cos(0y + 03) sin(fy + 03) cos(f,) + ds cos(04) sin(hy) sin(6s)
—dy cos(64)? cos(05) sin(fs)

—ds3 cos(0y + 03) sin(fy + 03) cos(fs) sin(6,)

+l3 cos(fs + 03) sin(Oz + 03) cos(f4) sin(fs)

+dy cos(By + 03)% cos(8,)” cos(B5) sin(f5)

+2dy cos(fy + 03) sin(fs + 03) cos(y) cos(fs)?

+ly cos(0s + 03) cos(fy) sin(fy) sin(bs)

—ds cos(By + 03)° cos(fy) sin(fy) sin(f5)}

+lyme {14 [sin(05) (cos(6y) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(by) sin(6,))
+sin(fz + 03) cos(f5) sin(6;)]

+sin(01) (le sin(fs) + I3 sin(02 + 03))}

{cos(05) [cos(01) sin(by) + cos(02 + O3) cos(f4) sin(6;)]

—sin(fy + 03) sin(6;) sin(fs)}

(435)
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h121

%mg (—1 SiH(Q 62) d12 + 2 COS(Q 02) d1 lg + sin(2 92) l22)

—I—%mg (-1 Sin(2 92 + 293) d22 + 2 COS(Q 02 + 03) d2 lQ + sin(2 02) l22)

+my (I cos(fs) + I3 cos(0z + 03)) (lo sin(fs) + I3 sin(62 + 03))

)
+mg {ly cos(03) + I3 cos(fy + 03) + 1y cos(fy + 03) cos(65)
—ly sin(fy + 65) cos(64) sin(f5)}

{lg sin(02) + l3 SiH(GQ + 93) + l4 sin(@z + 93) COS<95)

+ly cos(0s + 03) cos(04) sin(fs)}

+d3 lg ms sin(94) + l22 ms 008(02) sin(Hg)

—dy® ms cos(fy + 03) sin(fy + 03)

+dy* ms cos(6y + 03

+d4® ms cos(

+ds® ms cos(fy + 63) sin(fy + 0s) cos(6y)?

—ds2 my cos(fy + 03) sin(fy + 65) cos(s)”

—d4 13 msg COS(€4> COS(05) — d3 d4 ms sin(€4) sin(95)
+2dy I3 ms cos(fa + 05)” cos(fy) cos(85)

+2ds dy ms cos(fy + 03)2 sin(f4) sin(6s)

—2dy l3ms cos(0s + 03) sin(fy + 03) sin(05)

—d,? ms cos(0y + 05) sin(fy + 03) cos(0,)* cos(05)*
—2dy* ms cos(By + 05)” cos(6,) cos(f5) sin(6s)

—ds3 Iy ms cos(0z + 03) cos(fy) sin(by)

—dy lyms cos(0y + 03) sin(fy) sin(bs)

—dy Iy ms sin(02 + 03) cos(03) sin(65)

+d3 Iy ms sin(0y + 03) sin(fy) sin(6,)

+dy Iy ms cos(Oz + 03) cos(fz) cos(by) cos(O5)

—d4 lQ msg sin(6’2 + ‘93) COS<94> COS(05) Sin(82>
+2d3 dyms cos(fy + 03) sin(fs + 03) cos(04) cos(fs) sin(by)

226

) SiD(QQ + 93) + 132 ms COS(92 + 93) sin(@z + 93)
64) cos(05) sin(fs) + o I3 ms cos(02 + 03) sin(6s)
+ly I3 ms sin(fy + 03) cos(02) — 2ds I3 ms cos(0y + 93)2 sin(f,)

(436)



hise = dzlzms sin(fy + 03) cos(fy) — ds dyms cos(0z + 03) cos(0s)
+-ds Iy ms cos(f,) sin(fy) — ds® ms cos(fy + 03) cos(fy) sin(6,)
+14% mg cos(By + 05) cos(f,) sin(6,)
+2ds dyms cos(By + 03) cos(8,)® cos(6s)
+dy ly ms cos(05) sin(fs) sin(6y)
—dy> ms sin(f, + 03) cos(6s) sin(fy) sin(6s)
+15 1y mg sin(0s) sin(f4) sin(fs) (437)
+142 mg sin(f, + 03) cos(6s) sin(6y) sin(fs)
+ds> ms cos(fy + 03) cos(By) cos(B5)? sin(fy)
—1,2mg cos(By + B3) cos(By) cos(B5)? sin(6y)
—d3 dy mg sin(fy + 65) cos(64) sin(fs)
+dy l3ms sin(0s + 03) cos(fs) sin(d)
+l3 1y mg sin(fy + 03) sin(6,) sin(fs)

h123 = -1 ms COS(HQ + 93) sin(6’4) d32 COS(04>
+2ms5 cos(fy + 03) dsdy cos(8,)” cos(65)
—1my sin(fy + 03) sin(fs) ds dy cos(6y)
—1ms cos(0z + 03) dsdy cos(8s) + I3 ms sin(fy + 03) ds cos(04)
+ms cos(fy + 03) sin(6,) dy? cos(y) cos(s)’
—1my sin(fy 4 03) sin(fy) sin(fs) ds* cos(6s) (438)
+l3mp sin(fz + 03) sin(fy) dy cos(fs)
—1mg cos(fy + 03) sin(0y) 14* cos(6,) Cos(95)2
+mg cos(fy + 03) sin(fy) 14* cos(6,)
+mg sin(fy + 03) sin(fy) sin(fs) 1, cos(6s)
+l3 mg sin(s + 03) sin(6y) sin(fs) Iy

hioa = —1mg ((:08(04)2 —1) (008(05)2 - 1) ,
{sin(0z) + sin(f3) + 2 sin(6s) (cos(%) - 1)
+2 Sin(eg) (COS(%Q)2 - 1)} (439)

132 — ms (cos(fy) sin(f3) + cos(63) sin(fy))
{ds® cos(04)* + 2 sin(6,) ds dy cos(64) cos(05)
—dy? cos(84)” cos(85)” + dy® cos(85)°}

hizs = mg sin(6y) [—1 cos(fy + 03) cos(fs)?
+sin(fy + 03) cos(f4) sin(fs) cos(5) + cos(Oz + 03)]
14 + dyms [ds cos(0) + dy cos(0s) sin(6y)]
(cos(fs + 03) cos(05) — sin(Oy + 03) cos(fy) sin(bs))

(440)

227



h131

me [l3 cos(0y + 03) + 14 cos(0y + 03) cos(05)

—l4 sin(fy + 63) cos(64) sin(fs)]

[lg Sin(QQ) + l3 Sin(92 + Qg)

+1y sin(fy + 03) cos(0s) + 14 cos(0y + 63) cos(f,) sin(f5)]
—%dg ms (lg COS(93) — lz COS(2 92 + 93) + dg sin(2 92 + 2 03))
+d3 l3 ms Sin(04) — d32 ms COS(QQ + Qg) Sin(eg + 93)

—|—d42 ms COS(QQ -+ 03) Sin(gg + 03) -+ l32 ms COS(QQ + 83) Sin(02 + 63)
+l3my cos(0y + 63) (Iz sin(fs) + I3 sin(6y + 63))

+d4* ms cos(6,) cos(fs) sin(fs)

+ly I3 my cos(02 + 03) sin(6y)

-2 dg l3 ms COS(QQ -+ 03)2 sin(94)

+ds? my cos(fy + 03) sin(fy + 63) cos(6,)” (441)
—dy*> ms cos(fy + 03) sin(fy + 05) (30s(95)2

—dy l3ms cos(0y4) cos(05) — ds dy ms sin(y) sin(65)

+2dy I3 my cos(By + 03)% cos(8,) cos(65)

+2dy dyms cos(By + 03)° sin(f,) sin(0s)

-2 d4 l3 ms COS(QQ + 03) Sin(92 + Qg) Sin(95)

—dy*>ms cos(fy + 03) sin(fy + 3) cos(6s)? cos(65)?

—2dy* ms cos(By + 05)” cos(f) cos(f5) sin(fs)

—dy ly ms cos(b; + 03) sin(fs) sin(6s)

+d3 Iy ms sin(6, + 03) sin(f) sin(64)

—dy Iy ms sin(0y + 63) cos(f4) cos(5) sin(6s)

+2ds dyms cos(0y + 63) sin(fy + 03) cos(fy) cos(fs) sin(fy)

h132 = -1 ms COS(92 + 93) sin(94) d32 COS(94)
+2ms cos(fy + 03) ds dy cos(64)® cos(fs)
—1ms sin(fs + 03) sin(fs) ds dy cos(04)
—1ms cos(0s + 03) dsdy cos(0s)
+13ms sin(fy + 03) d3 cos(6y)
+ms cos(By + 03) sin(6y) ds® cos(,) cos(fs)?
—1my sin(fy 4 03) sin(fy) sin(6s) ds? cos(6s)
+l3 ms sin(92 + 93) Sin(94) d4 COS(05)
—1mg cos(fy + 03) sin(6y) 14> cos(By) cos(f5)
+myg cos(fy + 03) sin(6y) 14% cos(6,)
+myg sin(fy + 03) sin(6,) sin(fs) 1, cos(6s)
+l3 mg sin(fz + 03) sin(fy) sin(bs) Iy

(442)
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h133

h134 =

= —1ms cos(fy + 03) sin(6y) ds* cos(6y)

( )
+2ms5 cos(fy + 03) dsdy cos(8,)” cos(6s)
—1ms sin(fs + 03) sin(fs) ds dy cos(0y)

—1ms cos(02 + 03) dsdy cos(0s) + I3 ms sin(fy + 03) ds cos(6,)

+ms cos(fy + 0s) sin(y) ds? cos(8,) cos(fs)?

—1ms sin(fy + 03) sin(6y) sin(fs) dy* cos(6s) (443)
+l3ms sin(fy + 03) sin(fy) dy cos(0s)

—1mg cos(By + 03) sin(6y) 142 cos(y) cos(s)”

+mg cos(fy 4 03) sin(fy) 14> cos(6,)

+mg sin(fy 4 03) sin(f,) sin(fs) 1,* cos(fs)

+13 mg sin(0s + 03) sin(6y) sin(fs) Iy

—1mg (005(94)2 — 1) (005(95)2 — 1) , ,
(sin(@z) + sin(f3) 4 2 sin(6s) (COS(%) - 1) + 2 sin(f3) (cos(%?) - 1))
132 — ms (cos(fy) sin(f3) + cos(f3) sin(fy))
[ds? cos(04)” + 2 sin(0,) ds dy cos(8,) cos(65)
—ds? cos(04)? cos(05)* + dy® cos(s)?]
(444)

hiss = mg sin(fy) [—1 cos(fs + 03) cos(05)?
+sin(fy + 03) cos(f4) sin(fs) cos(5) + cos(0z + 03)]
142 + dyms (ds cos(0y) + dy cos(fs) sin(6,)) (445)
[cos(62 + 03) cos(B5)
—sin(fy + 03) cos(f4) sin(6s)]
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hit = 2dsdymscos(8y)” cos(0s) — ds? ms cos(6y) sin(6,)
—ds dyms cos(05) 4 ds® ms cos(B + 03)° cos(6y) sin(6y)
+d3 dy ms cos(fs + 93)2 cos(0s)
+d4? ms cos(0,) cos(Bs)° sin(6,)
+1,2 myg cos(By) sin(fy) sin(f5)
—dy* ms cos(By + 03)° cos(By) cos(85)” sin(fy)
—1,2 mg cos(By + 03)* cos(f) sin(fy) sin(fs)?
—d3l3ms cos(02 + 03) sin(0y + 63) cos(6y)
—2ds dy ms cos(0y 4 05)° cos(04)* cos(6s) (446)
—ds Iy my cos(0y + 03) cos(fy) sin(fs)
—l3 1y mg cos(fa + 03) sin(fs + 03) sin(fy) sin(fs)
—dy lyms cos(02 + 03) cos(05) sin(6s) sin(fy)
+d4* ms cos(By + 03) sin(fy + 03) cos(fs) sin(f,) sin(6s)
—ly Iy mg cos(fy + 63) sin(fs) sin(fy) sin(fs)
—14° mg cos(fy + 03) sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(6s)
+ds dyms cos(fz + 03) sin(fy + 63) cos(6,) sin(fs)
—dy l3ms cos(0s + 03) sin(fy + 63) cos(fs) sin(,)

huss = mg sin®(6,) sin?(6s)
(sin(f) + sin(fs) — 2 sin(fs) sin® (%) — 2 sin(63) sin® (2))
142 — ms (cos(fy) sin(fs) + cos(fs) sin(6,)) (447)
[ds? cos(04)” + 2 sin(0,) ds dy cos(8,) cos(65)
—dy? cos(84) cos(05)” + dy” cos(05)?]
h143 = Mg Sin2(64) Sin2(95)
[— sin(fy) — sin(fs) + 2 sin(fy) sin? (%3) + 2 sin(63) sin2(%2)] 0
ms [cos(fy) sin(f3) + cos(03) sin(fs)] (448)

{ds® cos(04)* + 2 sin(6,) ds dy cos(04) cos(05)
—dy? cos(8)” cos(05)® + dy* cos(05)°

hiaa = —my (ds cos(0y) + dy cos(05) sin(by))
(lg Sin(eg) + lg sin(92 + 93) — d4 sin(92 + 93) sin(95))
—lymg sin(0y) sin(6fs)
(lg Sin<92) alx l3 Sin(92 iy 93) aly l4 sin(92 alx 93) COS(95))

(449)

h145 = l4 me COS(95) {lg SiH(QQ + 93) COS(94)
+ly cos(0 + 03) sin(5) + Iy cos(fy) sin(bs)
+l4 sin(fs + 03) cos(04) cos(fs)}
—dyms {dy sin(0y + 03) cos(6y) cos(95) (450)
+dy cos(fs + 03) sin(05) cos(65)
—dy sin(0y + 65) cos(64) + I3 sin(fs + 65) cos(6,4)
sin(05) + la cos(f4) sin(fy) sin(fs)}
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h151

Iy me {14 {sin(f5) [sin(6;) sin(f,) — cos(fz + 03) cos(6r) cos(by)]
—sin(fy + 03) cos(f) cos(fs)}

—cos(61) [l2 sin(fs) + I3 sin(f2 + 03)]}

{cos(05) [sin(f1) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(61) cos(by)]
+sin(fy + 03) cos(6y) sin(fs) }

—dyms {l3 cos(05) — I3 cos(0y + 05)° cos(6s)

+1y sin(fy + 63) cos(s) sin(fy) + dy cos(0y + 63)°

cos(05) sin(f5) — dy cos(f2 + 03) sin(fy + 03)

cos(fy) + d32 cos(fy) sin(f4) sin(65)

—dy cos(04)” cos(fs) sin(fs)

—ds3 cos(0y + 03) sin(fy + 03) cos(0s) sin(by) (451)
+13 cos(fy + 03) sin(0s + 03) cos(04) sin(6s)

+dy cos(By + 03)% cos(8,)” cos(B5) sin(65)

+2dy cos(fy + 03) sin(s + 03) cos(by) 008(95)2

+ly cos(0s + 03) cos(04) sin(fy) sin(6s)

—ds cos(fy + 63)° cos(6,) sin(fy) sin(fs)}

+lyme {14 {sin(05) [cos(0;) sin(by) + cos(fy + O3) cos(6,) sin(6;)]
+sin(fy + 03) cos(f5) sin(6y)}

+sin(6q) (I2 sin(f2) + I3 sin(fs + 63))}

{cos(05) [cos(01) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(6,) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(6y) sin(fs)}

hiss = mg sin(6,) {— cos(fy + 03) cos?(05)
+sin(fy 4 03) cos(fy) sin(fs) cos(65) + cos(fz + 03)}
14 4 dyms [ds cos(0s) + dy cos(65) sin(6,)]
[cos(0a + 03) cos(f5) — sin(fa + 65) cos(64) sin(65)]

(452)

hiss = mg sin(6,) {— cos(0y + 03) cos?(05)
+sin(fy 4 03) cos(f4) sin(fs) cos(65) + cos(fz + 03)}
13> + dyms [ds cos(84) + dy cos(6s) sin(6y)]
[cos(0y + 03) cos(f5) — sin(fy + 03) cos(6,) sin(f5)]

(453)

h154 = l4 Mg COS(Q{,) {13 sin(@z + 93) COS(04)
+1y4 cos(0y + 03) sin(f5) + I cos(fy) sin(bs)
+l4 sin(fy + 65) cos(04) cos(fs)}
—dyms {dy sin(f; + 03) cos(6y) cos?(05)
+dy cos(0y + 03) sin(fs) cos(65)
—dy sin(fy + 05) cos(64)
+l3 sin(0y + 03) cos(4) sin(fs)
+1y cos(fy) sin(fy) sin(bs)}

(454)
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h155

h211

%l4 me [cos(04 + 05) — cos(0y — 05)) (I sin(bs) + I3 sin(fy + 03)]
—dyms {ds sin(f + 63) cos(f4) sin(6s)

—d3 cos(fy + 03) cos(05) + l3 sin(fy + 03) cos(65) sin(6y)

+1y cos(fs) sin(fy) sin(64)}

(455)

ds® ms cos(0y + 03) sin(fy + 03)

—%mg |:— SiIl(Q 92 + 2 93) d22 + 2 COS(2 62 aly 93) dg lQ aly SiIl<2 (92) l22}
—1MMy (lg COS(QQ) + l3 COS(QQ + 03))

(ZQ sin(Qg) + lg sin(02 + 03))

—mg {ly cos(03) + I3 cos(fy + 03) + 1y cos(fy + 03) cos(65)
—l4 sin(fy + 65) cos(64) sin(f5)}

{lg sin(92) e lg SiH(QQ alx 93)

+ly sin(fy + 05) cos(05) + 1y cos(fa + 63) cos(6,) sin(65)}
—d3 l3 msg Sil’l(¢94) — 122 msy COS(QQ) Sin(eg)

—1my (—1sin(26s) di* +2 cos(262) di l» + sin(265) 1°)
—dy® ms cos(By + 03) sin(fy + 03)

—13% ms cos(By + 03) sin(0y + 03)

—d4*> ms cos(6y) cos(fs) sin(fs)

—ly l3ms cos(fs + 03) sin(6y)

—ly I3y sin(fs + 03) cos(62)

+2 d3 I3 ms; cos(0y + 63)2 sin(fy) (456)
—d3®ms cos(fy + 03) sin(fy + 05)

cos?(0,) + dy® ms cos(fy + 03) sin(fy + 05) cos?(0s)

+dy I3 ms cos(04) cos(05) + ds dy ms sin(y) sin(65)

—2dy I3 ms cos?(02 + 03) cos(f4) cos(65)

—2dg dy ms cos? (02 + 03) sin(y) sin(05)

+2 d4 l3 ms COS(QQ + 93) sin(QQ + 93) Sin(05)

+dy* ms cos(By + 03) sin(fy 4 03) cos?(0,) cos®(05)

+2dy* ms cos? (0 + 03) cos(f4) cos(fs) sin(fs)

+ds Iy ms cos(0y + 03) cos(fy) sin(by)

+dy Iy ms cos(0z + 03) sin(fy) sin(65)

+dy Iy ms sin(02 + 03) cos(03) sin(6s)

—dg Iy ms sin(0y + 03) sin(6y) sin(6,)

—dy lyms cos(0a + 03) cos(fz) cos(by) cos(05)

+dy Iy ms sin(02 + 03) cos(04) cos(5) sin(6z)

—2dsdyms cos(0y + 03) sin(fs + 03) cos(04) cos(fs) sin(by)
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h215

h214 = d32 ms sin(Hg + (95) — d32 ms sin(92 + 93) COS2(94)
+142 mg sin(6, + 03) cos>(6,)
+d3 I3 ms cos(0y + 03) sin(fy)
+dy* ms sin(fy + 03) cos?(64) cos?(05)
—14% mig sin(fy + s) cos?(6y) cos?(6s)
+d3 Iy ms cos(6s) sin(6y)
—dy lyms cos(6s) cos(by) cos(fs)
+dy*> ms cos(By + 03) cos(fy) cos(fs) sin(fs)
—ly lymg cos(fs) cos(fy) sin(fs)
—14°> Mg cos(fy + 03) cos(0,) cos(fs) sin(fs)
—dyl3ms cos(0a + 03) cos(0y) cos(fs)
—dg3 dyms cos(0y + 03) sin(f4) sin(65)
—l31y mg cos(0s + 03) cos(04) sin(fs)
—2ds dyms sin(0s + 03) cos(0y) cos(f5) sin(64)

= dymg{—ds sin(fs + 03) sin(5) cos*(6,)
—dy sin(0y + 03) sin(d,) sin(05) cos(0y) cos(bs)
+dy cos(0y + 03) sin(6y) cos®(05)
—dy cos(0z + 03) sin(fy) + ds sin(0s + 03) sin(f5)
+l3 cos(fy + 03) sin(fy) sin(fs) + la cos(0s) sin(fy) sin(f5)}
—lymg cos(05) sin(6y) {ly cos(s)
+l3 cos(fa + 03) + 1y cos(fa + 03) cos(65)
—ly sin(fy + 63) cos(fy) sin(fs)}

(457)

(458)

hoos = —lams{l3 sin(f3) — d3 cos(f3) sin(6,)

h224 =

h225

—dy sin(03) sin(0;3) + dy cos(f3) cos(64) cos(05)}
—lymg [l3 sin(03) + 1y cos(fs) sin(f3) + Iy cos(f3) cos(fy) sin(fs)]
—d2 lQ ms COS(Qg) — l2 l3 my Sin(03)

(459)

ms {sin(0y) ds* cos(fy) — 2ds dy cos?(0,) cos(65)

+ds dy cos(0s) + Iy sin(f3) ds cos(fy) — sin(fy) dy® cos(6,) cos?(0s)

+l5 sin(f3) sin(04) dy cos(6s)} (460)
+1ymg sin(6y4) sin(fs)

(—214 sin(0s) cos(%“)2 + ly sin(f3) + Iy sin(95)>

—lyme {14 cos(0s) sin(fs) cos?(04) + Iy cos(f5) sin(fs) cos(f4)

+l3 sin(fs) + I cos(63) sin(fs) + Iy cos(05) sin(bs)}

—dyms {l3 cos(05) + Iy cos(f3) cos(fs) — dy cos(f5) sin(65) (461)
—ds3 cos(6y) sin(6,) sin(f5) — Iy cos(fy) sin(f3) sin(6;)

+dy cos(64)? cos(05) sin(fs)}
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h232 = —lz ms {13 Siﬂ(&g) — d3 COS(03) Sin(94> — d4 Siﬂ(&g) sin((%)
+dy cos(03) cos(fy) cos(fs)}

—lymg (I3 sin(f3) + 4 cos(0s) sin(f3) + Iy cos(f3) cos(6,) sin(f5)) (462)
—dg l2 ms COS(93) — lQ l3 my Sin(93)

h233 = —l2 ms [lg sin(93) — d3 COS(93) sin(94) — d4 sin(93) Sil’l(¢95)
+dy cos(03) cos(0y) cos(fs)] (463)

—lymg [l3 sin(f3) + Iy cos(f5) sin(f3) + Iy cos(f3) cos(fy) sin(fs)]
—d2 12 ms COS(63) — l2 13 my Sin(93)

hoss = ms{sin®(04) ds cos(0s) — 2ds dy cos®(04) cos(6s)
+ds dy cos(f5) + l2 sin(f3) ds cos(fy)
—sin(fy) dy® cos(8y) cos?(0s) + Iy sin(f3) sin(f,) dy cos(f5)} (464)
+1y mg sin(6y) sin(fs)
(—214 sin(65) 0082(%4) + I sin(03) + Iy sin(6s))

hass = —lyme[—ly cos(fs) sin(f5) cos?(64) + lo cos(fs) sin(f3) cos(b,)
+l3 sin(f5) + Iy cos(63) sin(fs) + Iy cos(05) sin(fs)]
—dyms [l cos(05) + I cos(03) cos(f5) — dy cos(fs) sin(fs) (465)
—dg cos(fy) sin(fy) sin(fs) — Iy cos(fy) sin(f3) sin(6s)
+dy cos(04)? cos(05) sin(6s)]

h241 = d32 ms Sin(eg + 93) - d32 msg Sin(ez 9 93) C082(94)
+142 mg sin(f, + 03) cos?(64) 4 ds I3 ms cos(fy + 63) sin(6,)
+dy% ms sin(f, + 03) cos?(64) cos?(65)
—142 mg sin(0, + 03) cos?(04) cos?(05) + ds ly ms cos(6y) sin(fy)
—dy Iy my cos(03) cos(fy) cos(0s)
+dy® ms cos(fs + 03) cos(6,) cos(fs) sin(8s)
—ly lymg cos(fs) cos(fy) sin(fs)
—14%> mg cos(By + 0s) cos(fy) cos(05) sin(fs)
—dy l3ms cos(0y + 03) cos(0y) cos(05)
—d3 dy my cos(fy + 05) sin(f,) sin(fs)
—l3 1y mg cos(fs + 03) cos(y) sin(fs)
—2ds dyms sin(0y + 03) cos(0y) cos(f5) sin(6y)

(466)

hoss = ms{sin(f,) ds® cos(fy) — 2ds dy cos?(0,) cos(6s)
+ds dy cos(0s) + s sin(f3) ds cos(6y)
—sin(fy) dy® cos(8y) cos?(0s) + Iy sin(f3) sin(,) dy cos(fs)} (467)
+1y mg sin(6y) sin(fs)
(=214 sin(05) cos® (%) + Iy sin(63) + Iy sin(65))

234



h251

h252

h253

h255 =

hoss = ms {sin(fy) ds® cos(fs) — 2ds dy cos?(0,) cos(6s)

+d3 d4 COS<(95) +

ly sin(f3) d3 cos(fy)

—sin(fy) dy® cos(6y) cos?(6s)
+ly sin(f3) sin(6y) dy cos(fs)}
+l4 meg sin(94) Sil’l(¢95)

< 214 sin(65) COS(04) + 1y sin(03) + Iy sin(95)>

hogs = my [d3 sin(6y) — dy cos(6y) cos(65)]
I3 + I3 cos(03) — dy sin(65)]
—lymg cos(0yq) sin(fs) (Is + o cos(f3) + Iy cos(6s))

hoss = dymg sin(fy) sin(0s) (I3 + o cos(03) — dy sin(fs))
—lymg cos(B5) sin(fy) (Is + o cos(f3) + Iy cos(6s))

= d4 msy {—dg sin(92 + 93) sin(€5) COS (94)

—d4 sin(Gg + 93) Sin(¢94)
+dy cos(fy + 03) sin(6,) co

sm(95) cos(fy) cos(fs)
cos?(0s) — dy cos(fy + 03) sin(6y)

+d3 sin(fy + 03) sin(fs) + l3 cos(fy + 03) sin(f,) sin(fs)
+1y cos(fy) sin(fy4) sin(bs)}

—lymg cos(05) sin(6y)

{ly cos(02) + I3 cos(fy + 05) + 14 cos(Oz + 03) cos(fs)
—ly sin(0y + 03) cos(f,) sin(f5)}

= —lymg{—14 cos(fs) sin(f5) cos?(04)
+ly cos(fs) sin(03) cos(04) + I3 sin(f5)
+1ls cos(03) sin(fs) + Iy cos(fs) sin(05)}
05)

—d4 ms {l3 COS(95) + 12

(
—dy cos(05) sin(fs) — d3 cos(f4) sin(64
—ly cos(0y) sin(3) sin(fs) + dy cos(0y)

—lymeg {14 cos(05) sin(fs) cos?(6,)

cos(f3) cos

3 sm( )

+ly cos(05) sin(f3) cos(64) + I3 sin(f5)

+15 cos(f3) sin(fs) + Iy cos(fs) sin(fs) }

—dyms {l3 cos(05) + I cos(f3) cos(f5) — dy cos(fs) sin(65)
—d3 cos(fy) sin(f4) sin(65)

—1, cos(6y) sin(fs) sin(fs) + dy cos(04)” cos(s) sin(f5)}

h254 = d4 ms sin(6’4) sin(05) [lg + lg COS(93) — d4 sin(«95)]
—lymg cos(05) sin(fy) [ls + Iy cos(03) + Iy cos(65)]

—dymg {l3 cos(0y) cos(fs)
+ly cos(f3) cos(4) cos(fs)}

— d3 sin(fy) sin(fs) — Iy sin(f3) sin(fs)

—lymg [la cos(0s) sin(03) + I3 cos(fy) sin(fs)

+ly cos(63) cos(6y) sin(05)]
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(468)

(469)

(470)

(471)

(472)

(473)

(474)

(475)



h311

h315

d32 ms COS(QQ + 93) sin(92 + 63) — d3 l3 ms sin(04)

—mg [l cos(fs + 03) + 1y cos(fy + 03) cos(65)

—l4 sin(fy + 65) cos(6y) sin(fs)]

[lg Sin(92> aly l3 SiIl(@Q al 93) alx l4 Sin(92 iy 93) COS<95)

+1y cos(fy + 03) cos(6,) sin(fs)]

—dy® ms cos(fy + 03) sin(fy + 03) — 3% ms cos(fy + 3) sin(Hy + 05)
—f-dg ms Sin(eg + 03) [lQ Sin(eg) + d2 COS(QQ + 63)]

—13 my COS(02 + 93) [ZQ sin(é’g) + lg SiH(QQ + 93)]

—ds> ms cos(84) cos(f5) sin(fs) — Iy I3 ms cos(Bs + B3) sin(6s)
+2d3 I3 ms cos? (0 + 03) sin(04)

—ds®ms cos(6; + 05) sin(f, + 03) cos?(6)

+d4> ms cos(By + 03) sin(fy + 03) cos?(65)

+dy I3 ms cos(0y) cos(05) + ds dy ms sin(fy) sin(65)

—2dy I3 ms cos(0y + 03)° cos(8,) cos(05)

—2ds dy ms cos(By 4 05)* sin(,) sin(6s)

+2dy l3ms cos(s + 03) sin(fy + 03) sin(fs)

+dy* ms cos(By + 03) sin(fy + 03) cos?(0,) cos?(05)

+2dy* ms cos?(0y + 03) cos(fy) cos(fs) sin(fs)

+dy ly ms cos(02 + 03) sin(6s) sin(fs)

—d3 l2 ms sin(02 + Qg) Sin(eg) sin((94)

+dy Iy ms sin(fy + 63) cos(fy) cos(f5) sin(6z)

—2d3 dyms cos(02 + 03) sin(fy + 03) cos(fy) cos(ds) sin(6y)

(476)

Ry = —ms sin(fy + 0s) ds? cos?(0,) + ms sin(f; + 05) ds?
—2ms sin(fs + 03) sin(6y) ds dy cos(6y) cos(fs)
—my cos(fy + 03) sin(6,) sin(0;) dsdy
+l3 ms COS(QQ + 03) Sin(94) dg
+my sin(fy + 03) dy* cos?(6,) cos?(05)
+mys cos(fy + 03) sin(fs) dy* cos(6,) cos(8s) (477)
—l3mg cos(0y + 03) dy cos(0y) cos(fs)

—Mg sin(Qg + 93) l42 COSQ(04) COSQ(¢95)

+mg sin(fy + 03) 14% cos?(6,)

—mg cos(fy + 03) sin(fs) 14> cos(6,) cos(fs)
—l3 meg COS(QQ + 93) sin(05) l4 COS(¢94)

= —dyms{d3 sin(0y + 03) sin(5) cos?(6)
+dy sin(0s + 03) sin(fy) sin(fs) cos(fs) cos(bs)
—d4 COS(QQ -+ 63) Sin(94) COSQ(¢95)
+dy cos(fy + 03) sin(6,) — ds sin(fy + 03) sin(fs) (478)
—l3 cos(fs + 03) sin(6y) sin(f5)}
—lymg cos(05) sin(04) {l3 cos(fz + 03)
+l14 cos(0y + 03) cos(f5) — 1y sin(0y + 03) cos(f4) sin(fs)}
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h322

h324

lo ms {l3 sin(f3) — d3 cos(03) sin(6,)

—dy sin(03) sin(0;5) + dy cos(f3) cos(64) cos(05)}

+lamg (I3 sin(03) + 14 cos(85) sin(3) + Iy cos(f3) cos(by) sin(bs))
—|—d2 lg ms 008(93) + lg lg my sin(Qg)

—%l42 meg sin(2 94) Sin2(05) — %m5
[—sin(2064) ds® +2 cos(20y4) ds dy cos(05) + sin(264) ds® cos?(05)]

hiss = —dyms{dy cos(05) sin(fs) cos?(6,)

—d3 sin(0y) sin(6s) cos(04) + I3 cos(fs) — dy cos(fs) sin(fs)}
—lymg sin(f5) [—l4 cos(65) cos(04) +1s + Iy cos(65s)]

hgss = —%l42 mg sin(26,) sin?(fs) — Lms

2
[—sin(204) ds® + 2 cos(204) ds dy cos(05) + sin(20,) dy* 008(95)2]

h335 = —d4 msg {d4 COS 05) Sil’l(65) 0082(64)

h342

h3a3

(
—dj3 sin(f,) sin(6 5) cos(0y) + 13 cos(95) — dy cos(05) sin(fs)}
—lymg sin(6s) [ 4 cos(fs) 608(94) +il3+ 1y COS((%,)}

h341 = —MmMs5 sm(@g + 93) d3 COS2<94) + ms sin(@z + 93) d32
-2 msg sin(é’g + ‘93) Sin(04) d3 d4 COS(04) COS(Q5>
—my cos(0y + 03) sin(fy) sin(0s) ds dy
+l3ms cos(0y + 03) sin(0y) ds
+my sin(fy + 03) dy® cos?(6,) cos?(05)
+ms5 cos(fy 4 03) sin(fs) dy® cos(fy) cos(6s)
—l3ms cos(0y + 63) dy cos(0y) cos(O5)
—mg sin(fy + 03) 14* cos?(6,) cos?(05)
+mg sin(fy + 03) 14% cos®(6,)
—mg cos(fy 4 03) sin(f5) 14> cos(h,) cos(6s)
—l3mg cos(0y + 03) sin(f5) 14 cos(dy)

—%l42 mg sin(2604) sin?(6s) — %mg)
[—sin(204) ds® + 2 cos(20y4) ds dy cos(05) + sin(26,) ds® cos?(05)]

— 11, mg sin(26,) sin®(65) — Sms

[—sin(2064) ds® + 2 cos(206y4) ds dy cos(05) + sin(264) ds® cos?(65)]

hsas = ms (I3 — dy sin(0s)) [ds sin(6s) — dy cos(64) cos(6s)]
—lymg cos(84) sin(s) [ls + Iy cos(85)]
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(479)

(480)

(481)

(482)

(483)

(484)

(485)

(486)

(487)



h345 = d4 msy Sil’l<94) sin(05) [13 — d4 sin(€5)]

—l4 meg COS(65) sin(94) [l3 e l4 COS(‘95)] (488)

hasi = —dyms{ds sin(f; + 03) sin(f5) cos?(0,)
+dy sin(0y + 03) sin(fd,) sm(05) cos(6y) cos(fs)
—dy cos(0y + 03) sin(fy) cos?(0s)
+dy cos(0y + 03) sin(fy) — ds sin(fy + 03) sin(fs)
—l3 cos(fy + 03) sin(f,) sin(05)
—l4 meg COS<95> Sil’l(64)
[l3 cos(0z + 03) + 1y cos(0a + O3) cos(05)
—ly sin(fy + 63) cos(fy) sin(fs)]

hiss = —dyms{dy cos(fs) sin(f5) cos?(64)
—d3 sin(fy) sin(fs) cos(04) + I3 cos(0s)
—dy cos(f5) sin(fs)}
—lymg sin(fs) [~y cos(05) cos?(04) + I3 + Iy cos(65)]

(489)

(490)

hiss = —dyms{dy cos(0s) sin(f5) cos?(0,)
—1d3 sin(fy4) sin(fs) cos(8y) + I3 cos(05) — dy cos(05) sin(65)} (491)
—lymg sin(05) [—14 cos(0s) 008(94)2 + I3+ 1y 008(05)}

hssa = dyms sin(fy) sin(fs) [ls — dy sin(05)]

—lymg cos(05) sin(fy) [ls + 14 cos(05)] (492)

hsss = —dsms [l3 cos(04) cos(05) — ds sin(fy) sin(fs)]
—l3 l4 meg COS<64> sin((%)

(493)

h411 = d3 d4 msy COS(05) + d32 ms COS(84> sin(94)
—2ds dyms cos?(0,) cos(Bs) — ds® ms cos?(0y + 05) cos(fy) sin(6,)
—ds dy ms cos?(0y + 03) cos(0s) — dy*> ms cos(6,) cos?(05) sin(6,)
—14°> mg cos(f,) sin(6,) sin?(0s)
+d4® ms cos? (B + 03) cos(fy) cos?(0s) sin(fy)
+14° mg cos? (B + 03) cos(0y) sin(fy) sin?(05)
+dg I3 ms cos(0y + 03) sin(fy + 03) cos(6y)
+2ds dy ms cos? (02 + 03) cos?(64) cos(05)
+d3 lg msg COS(QQ + 93) COS(94) Sin(eg)
+l3 1y mg cos(0z + 03) sin(0y + 03) sin(f,) sin(65)
+dy Iy ms cos(0y + 03) cos(0s) sin(fy) sin(64)
—dy® ms cos(By + 0s) sin(fy + 03) cos(0s) sin(fy) sin(fs)
+ly Ly mg cos(s + 03) sin(fy) sin(by) sin(fs)
+14% mg cos(fy + 03) sin(fy + 03) cos(fs) sin(fy) sin(6s)
—d3 dyms cos(0z 4 03) sin(fy + 63) cos(6,) sin(fs)
+dy I3 ms cos(0s + 03) sin(fy + 03) cos(fs) sin(6,)

(494)
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h,412

h413 =

h415

h421

d32 msg sin(02 + 93) COS2(94) — d32 ms sin(92 + 93)

—142 mg sin(f, + 03) cos?(64) — dslsms cos(fy + 63) sin(fy)
—dy*> ms sin(By + 03) cos?(6,) cos?(05)

+142 mg sin(f; + 03) cos?(84) cos?(5)

—ds Iy my cos(03) sin(fy) + dy lo ms cos(02) cos(fy) cos(0s)
—dy*> ms cos(By + 05) cos(fy) cos(05) sin(fs)

+ly Ly mg cos(6s) cos(fy) sin(fs)

+14% mg cos(By + 05) cos(y) cos(05) sin(fs)

+dy I3 ms cos(0y + 03) cos(fy) cos(0s)

+d3 dyms cos(fy + 03) sin(f,) sin(f5)

+l3 1y mg cos(0a + 03) cos(fy) sin(fs)

+2ds dyms sin(02 4 03) cos(f4) cos(5) sin(6y)

(495)

ms sin(02 + 63) d32 COSQ<04) — My Sin(eg + 93) d32

+2mg sin(0s + 63) sin(64) ds dy cos(fy) cos(fs)

+ms cos(fy + 03) sin(6y) sin(5) ds dy

—I3ms cos(fy 4 03) sin(fy) ds — ms sin(fy + 05) dy” cos?(,) cos?(6s)
—m cos(By 4 63) sin(fs) ds® cos(f,) cos(6s)

+l3ms cos(0y + 63) dy cos(0y) cos(05)

+mg sin(fy + 03) 14* cos?(04) cos?(s)

—mg sin(fy 4 63) 14% cos(64)

+mg cos(fy 4 03) sin(fs) 14> cos(hy) cos(6s)

+13mg cos(0y + 03) sin(fs) Iy cos(by)

(496)
= 14°mg {sin(f, + 03) cos(8,) cos?(0s)
+ cos(fy + 03) sin(f5) cos(fs) — sin(0s + 03) cos(04)} (497)
—dyms cos(05) [dy cos(0s + 63) sin(6s)
—d3 sin(fy + 03) sin(6y) + dy sin(fy + 63) cos(f,) cos(fs)]
d32 ms sin(92 + 93) COSZ(04) — d32 ms sin(92 + 93)
—142 mg sin(f, + 03) cos?(64) — dslsms cos(fy + 03) sin(6y)
—dy> ms sin(f, + 03) cos?(64) cos?(65)
+14% mg sin(fy + 03) cos?(6,) cos?(05)
—ds Iy ms cos(0) sin(6y) + dyly ms cos(02) cos(8y) cos(fs)
—dy> ms cos(fy + 03) cos(6,) cos(f5) sin(8s) (498)

+ly Ly mg cos(bs) cos(fy) sin(fs)

+14% mg cos(By + 05) cos(y) cos(05) sin(fs)
+dy I3 ms cos(0y + 03) cos(0y) cos(0s)

+d3 dyms cos(fy + 03) sin(f,) sin(f5)

+l3 1y mg cos(a + 03) cos(fy) sin(fs)

+2d3 dyms sin(fs + 03) cos(04) cos(fs) sin(by)
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h422

h423 -

h451

= —ms {sin(0,) ds* cos(fy) — 2ds dy cos?(,) cos(6s)

+ds dy cos(05) + Iz sin(f3) ds cos(6y)

—sin(0y) d4® cos(64) cos?(05) + Iy sin(f3) sin(0y) dy cos(fs)}

—lymg sin(6y) sin(fs)
[—2l4 sin(f5) COS(%“)2 + Iy sin(f3) + Iy sin(95)]

(499)

%mg, [— sin(26y) ds® + 2 cos(20,) dsdy cos(0s) 4 sin(20y) dy* COS2(95):|
)

+%l42 meg sin(2 94 Sin2(95)

hyos = dyms cos(0s) [ds cos(04) + dy cos(05) sin(fy)]
+14% mg sin(64) sin?(0)

hyst = ms sin(fy + 03) ds® cos?(04) — ms sin(fy + 05) ds®
+2 ms sin(@z + 93) sin(94) d3 d4 COS(¢94) COS<95)
+my cos(0y + 03) sin(0y) sin(fs) ds dy
—l3ms cos(0y + 03) sin(fy) ds
—my sin(fy 4 03) dy* cos®(64) cos?(65)
—my cos(fy 4 03) sin(fs) ds® cos(,) cos(6s)
+l3ms cos(0a + 63) dy cos(0y) cos(B5)
+myg sin(fy + 03) 14* cos?(6) cos?(6s)
—mg sin(fy 4 63) 14% cos?(64)
+mg cos(fy 4 03) sin(f5) 14> cos(hy) cos(6s)
+l3mg cos(0y + 03) sin(05) 14 cos(0y)
h432 = %mg, [— sin(2 94) d32
+2 c08(204) dzdy cos(s) +sin(26,) dy® cos?(65)]
+11° mg sin(26,) sin®(65)

h433 = %mg, [— sin(2 94) d32
+2 c08(204) dzdy cos(s) + sin(26,) ds® cos?(65))]
+%l42 mg sin(26) sin(6s)

hass = dyms cos(05) [ds cos(04) + dy cos(f5) sin(by)]
+14%2 mg sin(6y) cos?(0s

h445 = —% Sil’l(2 85) (d42 my — l42 m6)

= 14> mg {sin(6, + 05) cos(84) cos?(6s)

+ cos(fy + 03) sin(65) cos(f5)

—sin(fy + 03) cos(04)}

—dyms cos(05) {dy cos(0y + 03) sin(05)

—ds3 sin(y + 03) sin(0y) + dy sin(bs + 03) cos(04) cos(fs)}
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(500)

(501)

(502)

(503)

(504)

(505)

(506)

(507)



hyse = dyms cos(0s) [ds cos(04) + dy cos(05) sin(fy)]
+14% mg sin(64) sin?(0)

]’L453 = d4 ms COS(95) [d3 005(04) + d4 COS(€5> sin(04)]
+l42 meg sin(04) sin2(05)

h454 = —% sin(2 05) (d42 mgs — l42 me)

h455 = dg d4 ms COS(95)

hsin = {sin(f5) [sin(h;) sin(f,) — cos(0s + 3) cos(f1) cos(f4)]
—sin(fy + 03) cos(61) cos(fs)}
{ds® ms {cos(05) [sin(6,) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(61) cos(6,)]
+sin(fy + 03) cos(#y) sin(05)}
+ds dyms [cos(0y) sin(01) + cos(02 + 03) cos(0;) sin(64)]
—dyms cos(01) (ly sin(fy) + I3 sin(fs + 03))}
+{sin(fs) [cos(#;) sin(fy) + cos(f2 + O3) cos(84) sin(6;)]
+sin(fy + 03) cos(f5) sin(6;)}
{ds® ms {cos(05) [cos(6) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(fy) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(6y) sin(fs)}
+ds3 dyms [cos(0y) cos(By) — cos(By + 63) sin(fy) sin(04)]
+dyms sin(fy) (lo sin(fs) + I3 sin(62 + 03))}
—lymeg {14 {sin(05) [sin(6;) sin(0y) — cos(fy + O3) cos(61) cos(4)]
— sin(fy + 03) cos(f;) cos(fs)}
—cos(61) (I2 sin(f2) + I3 sin(f2 + 03))}
{cos(05) [sin(#y) sin(fy) — cos(fy + 03) cos(61) cos(f,)]
+sin(fy + 03) cos(6y) sin(6s)}
—lymg {1y {sin(05) [cos(0;) sin(fy) + cos(fy + O3) cos(6y) sin(6;)]
+sin(fy + 03) cos(fs) sin(6y)}
+sin(61) (I3 sin(0s) + I3 sin(fy + 63)) }
{cos(05) [cos(01) sin(fy) + cos(fy + 03) cos(6,) sin(6;)]
—sin(fy + 03) sin(6y) sin(fs) }

hsia = lymg cos(0s) sin(0y) {ly cos(6s) + I3 cos(fy + 63)
+4 cos(By + 03) cos(05) — 1y sin(By + 03) cos(f4) sin(fs)}
—d4 ms {—dg SiH(QQ + 03) sin(95) COS2(04)
—dy sin(0y + 03) sin(0,) sin(05) cos(0y) cos(bs)
+dy cos(0y + 03) sin(0y) cos®(05) — dy cos(fy + 03) sin(6,)
+d3 sin(fy + 03) sin(fs) + I3 cos(f2 + 03) sin(f4) sin(fs)
+ly cos(6z) sin(6y) sin(f5)}
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(508)

(509)

(510)

(511)

(512)

(513)



h513

= d4 msy {dg sin(92 + 63) Sil’l(95) COS2(94>

+dy sin(fs + 03) sin(6y) sin(fs) cos(fs) cos(6s)

—dy cos(fy + 03) sin(0y) cos®(05) + dy cos(fy + 63) sin(6,)
—d3 sin(fy + 03) sin(fs) — I3 cos(fy + 63) sin(f,) sin(f5)}
+1y mg cos(05) sin(6y)

[l cos(B2 + 03) + 14 cos(bs + 03) cos(b5)

—ly sin(fy + 63) cos(64) sin(65)]

hsis = dyms cos(05) [dy cos(0s + 03) sin(05) — ds sin(0s + 03) sin(fy)

h521

+dy sin(fy + 03) cos(04) cos(65)]
—14% Mg [sin(0, + 03) cos(,) cos?(0s)
+ cos(fs + 03) sin(f5) cos(05) — sin(ds + 03) cos(04)]

= Ilymg cos(0s) sin(6y) [l cos(02) + I3 cos(bs + 03)

+l4 cos(Bs + 03) cos(05) — 1y sin(fs + 03) cos(6,) sin(fs)]
—dyms [—ds sin(fy + 03) sin(6s) cos?(6,)

—dy sin(fy + 03) sin(6,) sin(fs) cos(f4) cos(fs)

+dy cos(0y + 03) sin(0y) cos®(05) — dy cos(fy + 03) sin(6,)
+d3 sin(fy + 03) sin(fs) + I3 cos(f2 + 03) sin(f,) sin(fs)
+ly cos(6s) sin(fy) sin(05)]

hsas = lymeg[—ls cos(0s) sin(6s) cos?(0,) + Iy cos(0s) sin(63) cos(6y)
]

+3 sin(fs) + la cos(63) sin(fs) + Iy cos(bs) sin(fs)
+dyms [l3 cos(05) + Iy cos(f3) cos(f5) — dy cos(f5) sin(05)
—d3 cos(f0y) sin(0y) sin(5) — Iy cos(fy) sin(f3) sin(65)
+dy cos(64)* cos(f5) sin(6s)]

hsas = dyms[dy cos(05) sin(0s) cos?(0,) — 1ds sin(y) sin(05) cos(f4)

h531

+l3 cos(fs) — dy cos(05) sin(65)]
+lymg sin(f5) [l cos(Bs) cos?(0,) + I3 + 14 cos(0s)]

hsos = —ls®> mg sin(fy) sin?(65)
—dyms cos(05) [ds cos(8y) + dy cos(0s5) sin(6,)]

dyms {ds sin(f, + 03) sin(05) cos®(6,)

+dy sin(0y + 03) sin(y) sin(fs) cos(f,) cos(6s)

—dy cos(y + 03) sin(0,) cos?(05) + dy cos(fy + 03) sin(6,)
—d3 sin(fy + 03) sin(fs) — I3 cos(0y + 03) sin(f,) sin(f5)}
+1y mg cos(05) sin(f,)

[l cos(B2 + 03) + 14 cos(bs + 65) cos(b5)

—ly sin(fa + 65) cos(64) sin(f5)]
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(514)

(515)

(516)

(517)

(518)

(519)

(520)



cos?(04) — ds sin(6,) sin(f5) cos(f4)
S0

+lymg sin(05) [—ly cos(0s) cos®(0y) + I3 + Iy cos(05)]

hssa = dymg[dy cos(8s) sin(6;) c
)
(

hsss = dyms|dy cos(0s) sin(95§ cos?(04) — ds sin(6,) sin(f5) cos(f4)
(

+l3 cos(05) — dy cos(6;

+l3 cos(f5) — dy cos(f5) sin(fs ]
+1ymg sin(05) [l cos(8s) cos?(0y) + I3 + Iy cos(0s)]

hssa = —ls®>mg sin(f,) sin?(65)
—dyms cos(05) [ds cos(fy) + dy cos(05) sin(6y)]

hsst = dyms cos(0s) [dy cos(0z + 03) sin(fs) — d3 sin(fy + 63) sin(,)
+dy sin(fy + 03) cos(04) cos(fs)]
—14° Mg [sin(6y + 03) cos(,) cos?(0s)
+ cos(fy + 03) sin(fs) cos(65) — sin(fy + 03) cos(64)]

sin?(0s

[d3 cos

h542 = —l42 meg sin
—dy ms cos

4

= 6,) + dy cos(fs) sin(6,)]

(04) s )

(05) (

hssis = —I42 mg sin(f,) sin?(65)
—dyms cos(05) [ds cos(fy) + dy cos(05) sin(6y)]

h544 = %Sln(Z 05) (d42 mys — l42 mg)

hlll = h116 = h126 = h136 = h146 = h156 = h161 = h162 = h163 = h164 =0
h165 = h166 = h212 = h213 = h216 = h221 = h222 = h226 = h231 = h236 =0
h246 = h256 = h261 = h262 = h'263 = h264 = h265 = h'266 = h312 = h313 =0
h316 = h321 = h323 = h326 = h331 = h332 = h333 = h336 = h346 = h356 =0
h361 = h’362 = h363 = h364 = h365 = h366 = h414 = h416 = h424 = h426 =0
h434 = h436 = h441 = h442 = h443 = h444 = h446 = h456 = h461 = h462 =0
h463 = h464 = h465 = h466 = h515 = h516 = h525 = h526 = h535 = h536 =0
h545 = h546 = h551 = h552 = h'553 = h554 = h555 = h'556 = h561 = h562 =0
h563 = h564 = h565 = h566 = hﬁll = h612 = h613 = h614 = h615 = h616 =0
h621 = h622 = h623 = h624 = h625 = h626 = h631 = h632 = h633 = h634 =0
h635 = h636 = h641 = h642 = h643 = h644 = h645 = h646 = h651 = h652 =0
h653 = h654 = h655 = h656 = h661 = h662 = h663 = h664 = h665 = h666 =0

243

(521)

(522)

(523)

(524)

(525)

(526)

(527)

(528)



Anexo M. PROGRAMAS PARA EL ROBOT SCARA

Traslacionen Z

function [T] = trasZ(dz)

T=1[1, 0, 0, 0;...
0, 1, 0, 0;...
0, 0, 1, dz;...
0, 0, 0, 11;

Rotacionen Z

function [T] = rotZ(angZ)

T = [cos(angZ), -sin(angZ), 0, O;...
sin(angZ), cos(angZ), 0, O;...
0, 0, 1, 0;...
0, 0, 0, 11;

Traslacion en X

function [T] = trasX(dx)

T =[1, 0, 0, dx;
0, 1, 0, 0;.
0, 0, 1, 0;.
0, 0, 0, 11;

Rotacion en X

function [T] = rotX(angX)
T=1[1, 0, 0, O;...
0, cos(angX), -sin(angX), O;...
0, sin(angX), cos(angX), 0;...
0, 0, 0, 11;
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Parametros de D - H

function DH = DenavitH()

syms
syms
syms
syms
syms
syms
thetal
theta?
thetal

DH

e e =

_1
_2
_3
_4
_b
_6

sym(’ ‘&theta;_1¢7);
sym(’ ‘&theta;_2¢°);
sym(’ ‘&theta;_3’);
[1_1, 0, O, O;...

1_2, thetal, 1_3, 0;...
0, theta2, 1_4, 0;...
-1.5, 0, 0, O;...

-1_6, theta3, 0, 0];

Matriz de transformacion

function M = MatrixT(V)

M = trasZ(V(1))*rotZ(V(2))*trasX(V(3))*rotX(V(4));

Cinematica Directa

function T_05 = CD_SCARA()

DH = DenavitH;

T_01 = simplify(MatrixT(DH(1,:)));

T_12 = simplify(MatrixT(DH(2,:)));

T_23 = simplify(MatrixT(DH(3,:)));

T_34 = simplify(MatrixT(DH(4,:)));

T_45 = simplify(MatrixT(DH(5,:)));

T_05 = simplify(T_01%T_12+T_23%T_34%T_45);
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Cinematica Inversa

function [T1, T2, 15, T3, mtz, res] = CI_SCARA()

Syms nx ny nz
Syms OX Oy 0z
Syms ax ay az
Syms pxX py pz
syms 1_b theta_1l theta_2 theta_3

n --> orientacidén en X

0 --> orientacidén en Y

a --> orientacidn en Z

p --> posicidn

Z --> vector de ceros
n = [nx; ny; nzl;
o = [ox; oy; oz];
a = [ax; ay; azl;
p = [px; py; pzl;
z = [0, 0, 0];
M= [n, o, a, p; z, 11;
T = CD_SCARA(Q);

Solucidn para I5 (variable priamatica)

Se resuelve a partir de la igualacién de las posiciones (3,4)
de la matriz M y la simbdlica T_05

15 = solve(pz == T(3,4), 1.5);

Solucién para theta 2

Se toman las posiciones (1,4) y (2,4) de las matrices M (numérica)

y T_05 (simbdlica), se elevan al cuadrado las expresiones para

luego sumarlas, obteniendo una expresidén para theta 2, la cual tiene
dos soluciones, ya que al final resulta un ACOS

PX = T(1,4)"2;

PY = T(2,4)"2;

el = simplify (PX+PY);

e2 = px~2 + py~2;

T2 = solve(e2 == el, theta_2);
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Solucidn para theta 1

Conociendo el valor de theta 2, se toman las mismas posiciones de
tomadas en el paso anterior, hallando un sistema de dos ecuaciones con
dos incdgnitas, que expresdndolo de forma matricial se llega a la
solucién, hay que realizar el resultado para cada respuesta de theta 2

syms cosT1 sinT1

PX = expand(T(1,4));

PY = expand(T(2,4));

PPX = simplify(subs(PX, [cos(theta_1), sin(theta_1)], [cosT1, sinT1]));
PPY = simplify(subs(PY, [cos(theta_1), sin(theta_1)], [cosT1, sinT1]));
[mtz, res] = equationsToMatrix([PPX == px, PPY == py], [sinT1, cosT1]);
sl = simplify(mtz\res);

T1(1) = simplify(atan(s1(1)/s1(2)));

Solucidn para theta 3

Inicialmente se debe calcular un angulo beta a partir de las
posiciones (1,1) y (2,1) de la Matriz M, éste angulo es la suma
de theta 1, theta 2 y theta 3, para luego con una operacidn
aritmética hallar el valor de theta 3.

beta = atan(T(2,1) / T(1,1));
T3 = beta - T1 - T2;
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OBTENCION DEL MODELO DINAMICO DEL ROBOT SCARA 4 GDL MEDIANTE
LA FORMULACION DE LAGRANGE-EULER

Yok ok ko sk ok ok ko ok ok ok o ok K ok ko
b Algoritmo computacional

L-E 1. Asignar a cada eslabdn un sistema de referencia de acuerdo a las nor-
mas de D-H.

clear all
clc

[DH, q] = DenavitH;

L-E 2. Obtener las matrices de transformacion TOi para cada elemento i

T_12 = simplify(MatrixT(DH(1, :)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(2, :)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(3, :)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(4, :)));

T_02 = T_12;

T_03 = simplify(T_02+T_23);
T_04 = simplify(T_03%T_34);
T_05 = simplify(T_04%T_45);

Tij(:, :, 1) = T_02;
Tij(:, :, 2) = T_03;
Tij(:, :, 3) = T_04;
Tij(:, :, 4) = T_05;

L-E 3. Obtener las Matrices Uij

Uij(1,1) = struct(’matriz’, T_02);
for i=1:4
for j=1:4
Uij(i,j) .matriz = diff(Tij(:, :, 1), q(j));
end
end
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L-E 4. Obtener las Matrices Uijk

Uijk(1,1,1) = struct(’matriz’, T_02);
for i=1:4
for j=1:4
for k=1:4
Uijk(i,j,k) .matriz = diff(Uij(i,j) .matriz, q(k));
end
end
end

L-E 5. Obtener las Matrices de Pseudoinercia J para cada elemento

syms d
syms d
syms m
sSyms m
syms m_3
syms m_4

M=[m1, m2, m 3, m4];

JC:,:,1)

[d_1"2%m_1, 0, O, d_1*m_1;...
0, 0, 0, O0;...

0, 0, 0, 0;...

d_1*m_1, 0, 0, m_1];
[d_2"2*m_2, 0, O, d_2*m_2;...
0, 0, 0, 0;...

0, 0, 0,

J(C:,:,2)

[

0, m_2];

[oN)
N
*
=

-
-

[O,
0,

Ja ¢

\.
w
~
1l

-
-
©0o

-
-
e

-

J(:,:,4) = [0,

-
-

-
-

-
-

B O O OB OO OO OO

o
O O O O O O O O
O O O O O O O OoN
|
.
—_ .

-
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L-E 6. Obtener la matriz de inercias D

for i=1:4
for j=1:4
clear temp
for k=(max(i,j)):4
temp (k) = simplify(trace(Uij(k,j) .matrizx...
J(C:, k) *(Mtrans (Uij(k,1i) .matriz))));
end
D(i,j) = simplify(sum(temp));
end
end

L-E 7. Obtener los elementos h_ikm

h(1,1,1) = struct(’e’, d_1);

for i=1:4
for k=1:4
for m=1:4
clear temp
for j=(max(max(i,k),m)):4
temp(j) = simplify(trace(Uijk(j,k,m) .matriz*...
J(C:,:,j)*(Mtrans (Uij(j,1i) .matriz))));
end
h(i,k,m).e = simplify(sum(temp));
end
end
end

L-E 8. Obtener la matriz de fuerza de coriolis y centripeta H

syms dot_theta_1

syms dot_theta_2

syms dot_1_5

syms dot_theta_3

gp = [dot_theta_1, dot_theta_2, dot_1_5, dot_theta_3];

for i=1:4

for k=1:4
for m=1:4
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temp(m) = simplify(h(i,k,m).e*qp(k)*qp(m));
end
B(k) = simplify(sum(temp));
end
hi(i) = simplify(sum(B));
end
H = Mtrans(hi);

L-E 9. Obtener la matriz de fuerzas de gravedad C

syms g
G = [0, 0, -g, 01;
r = [d_1, 0, 0, 1;
d_2, 0, 0, 1;.
0, 0, 0, 1;.
0, 0, 0, 11;
for i=1:4
for j=1:4
c(j) = simplify(-M(j)*G*Uij(j,i) .matriz*Mtrans(r(j,:)));
end

ci(i) = simplify(sum(c));
end
C = Mtrans(ci);

L-E 10. ECUACION DINAMICA DEL SISTEMA

syms ddot_theta_1

syms ddot_theta_2

syms diff(1_5)

syms ddot_theta_3

qqp = [ddot_theta_1; ddot_theta_2; diff(1_5); ddot_theta_3];

tao = simplify(D*qqp + H + C);
%**************************************************************************
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Anexo N. PROGRAMAS PARA EL ROBOT ANTROPOMORFICO

SOLUCION SIMBOLICA DE LA CINEMATICA DIRECTA DEL ROBOT
ANTROPOMORFICO

Parametros de D - H

syms
syms
syms
syms 1_4
syms theta_1
syms theta_2
syms theta_3
syms theta_4
syms theta_b
DH = [1_1, theta_1, 0, pi/2;...
0, theta_2+pi/2, 1.2, 0;...
0, theta_3, 1.3, 0;...
0, theta_4+pi/2, 0, pi/2;...
1_4, theta_5, 0, 0];

[

_1
_2
_3

Matriz de Transformacion

function M = MatrixT(V)
M = trasZ(V(1))*rotZ(V(2))*xtrasX(V(3))*rotX(V(4));

Cinematica Directa

function [T_05] = CD_ANTROPO()

DH = DenavitH; %  Parédmetros de Denavit-Hartemberg
T_01 = simplify(MatrixT(DH(1,:)));

T_12 = simplify(MatrixT(DH(2,:)));

T_23 = simplify(MatrixT(DH(3,:)));

T_34 = simplify(MatrixT(DH(4,:)));

T_45 = simplify(MatrixT(DH(5,:)));

T_05 = simplify(T_01*T_12+T_23%T_34%T_45);
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SOLUCION SIMBOLICA DE LA CINEMATICA

ANTROPOMORFICO

function [T1, T3] = CI_ANTROPO()

clear all

clc

syms
syms
syms
syms
syms
syms

nx
0x
ax
px
1_

theta_1 theta_2 theta_3 theta_4 theta_b

ny nz
oy 0z
ay az
Py pz
11.21.31_4

Matriz deseada M

--> orientacidén en X
--> orientacidén en Y

orientacidn en Z

--> posicidn
--> vector de ceros

NT p» OB
I
l
\4

=NDT ® O B
1

[nx; ny; nz];

lox; oy; oz];

lax; ay; az];

[px; py; pzl;

(0, 0, 0];

[n, o, a, p; z, 11;

Matriz simbdlica T_05

INVERSA DEL ROBOT

[T_01, T_12, T_23, T_34, T_45] = CD_ANTROPOQ);

Desacoplo Cinematico

P.r =

U = 'd

_m
_0
_0

P
P

3 =
4 =

_r - 1_4xa;
simplify(T_01*T_12+T_23);
simplify(T_03((1:3),4));
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Solucidn para theta 1

Se resuelve con las ecuaciones 1 y 2 del vector P_04
igualadas a sus homénimas conocidas.

syms cosT1 sinT1

cT1l = solve(subs(P_m(1) == P_04(1), cos(theta_1), cosT1l), cosTl);
sT1 = solve(subs(P_m(2) == P_04(2), sin(theta_1), sinT1), sinT1);
%PY = solve(P_m(2) == P_04(2), sin(theta_1));

%T1 = 0;

Tl = atan(sT1/cT1);

Solucion para theta 3

P_m(1)/(-cos(theta_1));

P_m(3) - 1_1;

eq = A”2 + B"2 == 1272 + 1.372 + 2%1_2%1_3*cos(theta_3);
T3 = solve(eq, theta_3);

A
B
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OBTENCION DEL MODELO DINAMICO DEL ROBOT ANTROPOMORFICO 5
GDL MEDIANTE LA FORMULACION DE LAGRANGE-EULER

Yok ok ko sk ok ok ko ok ok ok o ok K ok ko
b Algoritmo computacional

L-E 1. Asignar a cada eslabdn un sistema de referencia de acuerdo a las nor-
mas de D-H.

clear all
clc
n=>5; % #GDL

[DH, q] = DenavitH;
b

L-E 2. Obtener las matrices de transformacion TOi para cada elemento i

T_01 = simplify(MatrixT(DH(1, :)));
T_12 = simplify(MatrixT(DH(2, :)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(3, :)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(4, :)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(5, :)));

T_02 = simplify(T_01%T_12);
T_03 = simplify(T_02+T_23);
T_04 = simplify(T_03+T_34);
T_05 = simplify(T_04%T_45);

Tij(:, :, 1) = T_01;
Tij(:, :, 2) = T_02;
Tij(:, :, 3) = T_03;
Tij(:, :, 4) = T_04;
Tij(:, :, 5) = T_05;

T

L-E 3. Obtener las Matrices Uij

Uij(1,1) = struct(’matriz’, T_02);
for i=1:n
for j=1:n
Uij(di,j) .matriz = diff(Tij(:, :, 1), q(j));
end
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end

L-E 4. Obtener las Matrices Uijk

Uijk(1,1,1) = struct(’matriz’, T_01);
for i=1:n
for j=1:n
for k=1:n
Uijk(i,j,k) .matriz = diff(Uij(i,j) .matriz, q(k));
end
end
end

h

L-E 5. Obtener las Matrices de Pseudoinercia J para cada elemento

syms d_1
syms d_2
syms d_3
syms m_1
syms m_2
syms m_3
syms m_4
syms m_b

M=[m1, m 2, m 3, m 4, m_5];
J(:,:,1) = [0,
0,
0,

3

-
-
[

-
-
o e

(@]

|

_- .
| N
e .

-
-

O O O O O
OB O O O

-

J(C: ..
_172xm_2, 0, d_1*m_2;...
0, 0;...

1*m_2, 0, m_2];
_272*%m_3, 0, 0, d_2*m_3;...
0, 0;...

0, 0;...

-
[

-
-

N
p e
1}
—
(@)
N O 0 O O O O O

.
|

J(C:,:,3)

Il
[y

, 0,
» 0,
_2%m_3, 0, 0, m_3];
_372*m_4, 0, 0, d_3*xm_4;...
s 0;...

0, 0,
0, 0, 0;...

J(:,:,4)

1l
[}
O O A QA OO QA OO O

-

-

256



, 0, m_4];

L-E 6. Obtener la matriz de inercias D

for i=1:n
for j=1:n
clear temp
for k=(max(i,j)):n

temp (k) = simplify(trace(Uij(k,j) .matrizxJ(:,:,k)*...

(Mtrans(Uij(k,1i) .matriz))));
end
D(i,j) = simplify(sum(temp));
end
end

h

L-E 7. Obtener los elementos h_ikm

h(1,1,1) = struct(’e’, d_1);

for i=1:n
for k=1:n
for m=1:n
clear temp
for j=(max(max(i,k),m)):n

temp(j) = simplify(trace(Uijk(j,k,m) .matriz*J(:,:,j)*...

(Mtrans(Uij(j,i) .matriz))));
end
h(i,k,m).e = simplify(sum(temp));
end
end
end

h

L-E 8. Obtener la matriz de fuerza de coriolis y centripeta H

dT1
dT2

sym(’DT1°);
sym(°DT2?) ;
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dT3 = sym(’DT3’);
dT4 = sym(’DT4’);
dT56 = sym(’DT5’);
qp = [dT1, dT2, 4T3, dT4, dT5];

for i=1:n
for k=1:n
for m=1:n
temp(m) = simplify(h(i,k,m).e*qp(k)*qgp(m));
end
B(k) = simplify(sum(temp));
end

hi(i) = simplify(sum(B));
end
H = Mtrans(hi);
b

L-E 9. Obtener la matriz de fuerzas de gravedad C

syms g
G = [0, 0, -g, 0];
r=1[0, 0, 0, 1;...
0, d_1, 0, 1;.
d_2, 0, 0, 1;
d_3, 0, 0, 1;
0, 0, 0, 11;
for i=1:n
for j=1:n
c(j) = simplify(-M(j)*G*Uij(j,i) .matrizxMtrans(r(j,:)));
end

ci(i) = simplify(sum(c));
end
C = Mtrans(ci);

h

L-E 10. ECUACION DINAMICA DEL SISTEMA

syms ddottheta_1

syms
syms
syms
syms

ddottheta_2
ddottheta_3
ddottheta_4
ddottheta_b5
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qqp [ddottheta_1; ddottheta_2; ddottheta_3; ddottheta_4; ddottheta_5];

tao = simplify(D*qqp + H + C);
%**************************************************************************

259



Anexo O. PROGRAMAS PARA EL ROBOT PUMA

INVERSA ROBOT PUMA

function [TETHA1, TETHA2, TETHA3, TETHA4, TETHA5, TETHA6] = INV_PUMA(M)
%  Parametros del robot

11 = 219.56b;
13 = 251.6;
14 = 196.55;
15 = 162.21;

Pr = [M(1,4) M(2,4) M(@3,4)];
z6 = [M(1,3) M(2,3) M(3,3)];
Pm = Pr - 15%z6;
if (Pm(1) >= 0)

Q1 = Pm(1);
else

Q1 = -Pm(1);

end

if (Pm(2) >= 0)

Q2 = Pm(2);
else
Q2 = -Pm(2);
end
TETHA1 = -atan2(Q2, Q1);
AA = Pm(1)/cos(TETHA1);

BB = Pm(3) - 11;
TETHA3 = -acos((AA~2 + BB"2 - 1472 - 1372)/(2%13%14));

CC = 1l4x*cos(TETHA3) + 13;

DD = 14*sin(TETHA3);

VAR = [CC, DD; -DD, CC];

RES = [AA; BB];

EQ = VAR\RES;

TETHA2 = atan2(EQ(1), EQ(2));
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TO1 = TRASz(11)*ROTz (TETHA1)*TRASx (0)*ROTx(-pi/2);

T12 = TRASz(0)*ROTz (TETHA2- pi/2)*TRASx(13)*R0Tx(0);
T23 = TRASz(0)*ROTz (TETHA3 + pi/2)*TRASx(0)*ROTx(pi/2);
T34a = TRASz(14);

MO4 = TO1*T12*T23%T34a;

M46 = MO4\M;

TETHA4 = atan2(M46(2,4), M46(1,4));

TETHAS5 = atan2(((M46(1,4))/(cos(TETHA4))) ,M46(3,4));

T34b = ROTz(TETHA4)*TRASx (0)*R0OTx(-pi/2);

T45 = TRASz(0)*ROTz (TETHAS5) *TRASx (0) *ROTx (pi/2) ;
MO5 = MO4*T34b*T45;
M5E = MO5\M;

TETHA6 = atan2(-MBE(2,1), MBE(2,2));
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OBTENCION DEL MODELO DINAMICO DEL ROBOT PUMA 6 GDL MEDIANTE
LA FORMULACION DE LAGRANGE-EULER

%*********************

yA Algoritmo computacional [ Marzo 15 de 2014 1]
b

L-E 1. Asignar a cada eslabon un sistema de referencia de acuerdo a las nor-
mas de D-H.

clear all

clc

n==6; %  GDL
[DH, q] = DenavitH;
b

L-E 2. Obtener las matrices de transformacion TOi para cada elemento i

T_01 = simplify(MatrixT(DH(1, :)));
T_12 = simplify(MatrixT(DH(2, :)));
T_23 = simplify (MatrixT(DH(3, :)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(4, :)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(5, :)));
T_56 = simplify(MatrixT(DH(6, :)));

T_02 = simplify(T_01xT_12);
T_03 = simplify(T_02+T_23);
T_04 = simplify(T_03+T_34);
T_05 = simplify(T_04%T_45);
T_06 = simplify(T_05%T_56);

Tij(:, :, 1) = T_01;
Tij(:, :, 2) = T_02;
Tij(:, :, 3) = T_03;
Tij(:, :, 4) = T_04;
Tij(:, :, 5) = T_05;
Tij(:, :, 6) = T_06;

h

L-E 3. Obtener las Matrices Uij

Uij(1,1) = struct(’m’>, T_01);
for i=1:n
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for j=1:n
Uij(i,j).m = diff(Tij(:, :, i), q(§));
end
end

T

L-E 4. Obtener las Matrices Uijk

Uijk(1,1,1) = structCm’, T_01);
for i=1:n
for j=1:n
for k=1:n
Uijk(i,j,k).m = diff(Uij(i,j).m, q(k));
end
end
end

/

L-E 5. Obtener las Matrices de Pseudoinercia J para cada elemento

syms
syms
syms
syms
syms m_1
syms m_2
syms m_3
syms m_4
syms m_b5
syms m_6

M=[m1l, m2, m 3, m4, m 5, m_6];

J(C:,:,1) = [0, 0, O, O;
0, 0, 0, O;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_1];
J(C:,:,2) = [0, 0, O, O;...
0, d_1"2%m_2, 0, d_1*m_2; ...
0, 0, 0, O;...
0, d_1*m_2, 0, m_2];
J(:,:,3) = [d_2"2*m_3, 0, 0, d_2*m_3;...
0, 0, 0, O;...
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o
~\
i
A
1l
[
(@]

0;...

, 0, 0, m_3];
0
0

4-~2xm_5, d_3*xd_4*m_5, 0, d_4*m_5;...
_3xd_4*m_5, d_3"2*m_5, 0, d_3*m_5;...
, 0, 0, 0;...

, d_3*m_5, 0, m_5];

, 0;...

[
~
[0))
~
1}
/
(@)

0;
, 03
m_6];

L-E 6. Obtener la matriz de inercias D

for i=1:n
for j=1:n
clear temp
for k=(max(i,j)):n
temp (k) = simplify(trace(Uij(k,j) .mxJ(:,:,k)*...
(Mtrans (Uij(k,1i).m))));
end
D(i,j) = simplify(sum(temp));
end
end

/

L-E 7. Obtener los elementos h_ikm

h(1,1,1) = struct(’e’, d_1);

for i=1:n
for k=1:n
for m=1:n
clear temp
for j=(max(max(i,k),m)):n
temp(j) = simplify(trace(Uijk(j,k,m) .mxJ(:,:,j)*...

(Mtrans(Uij(j,1i).m))));

end

h(i,k,m).e = simplify(sum(temp));
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end
end
end

L-E 8. Obtener la matriz de fuerza de coriolis y centripeta H

syms dot_theta_1
syms dot_theta_2
syms dot_theta_3
syms dot_theta_4
syms dot_theta_b
syms dot_theta_6
gp = [dot_theta_1, dot_theta_2, dot_theta_3, dot_theta_4, dot_theta_5,

dot_theta_6];
for i=1:n
for k=1:n
for m=1:n
temp(m) = simplify(h(i,k,m).e*xqgp(k)*qp(m));
end
B(k) = simplify(sum(temp));
end
hi(i) = simplify(sum(B));
end

H = Mtrans(hi);
yA

L-E 9. Obtener la matriz de fuerzas de gravedad C

syms g
G = [0, 0, -g, 0];
r=10[00, 0,0, 1;...

0, d_1, 0, 1;

d_2, 0, 0, 1;

0, 0, 0, 1;

d_4, 4.3, 0, 1;

0, 0, 0, 11;
for i=1:n

for j=1:n

c(j) = simplify(-M(j)*G*Uij(j,i) .m*Mtrans(r(j,:)));
end
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ci(i) = simplify(sum(c));
end
C = Mtrans(ci);

T

L-E 10. ECUACION DINAMICA DEL SISTEMA

syms ddot_theta_1

syms ddot_theta_2

syms ddot_theta_3

syms ddot_theta_4

syms ddot_theta_b

syms ddot_theta_6

qqp = [ddot_theta_1; ddot_theta_2; ddot_theta_3; ddot_theta_4;
ddot_theta_5; ddot_theta_6];

tao = simplify(D*qqp + H + C);
%**************************************************************************
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Anexo P. PROGRAMA PARA GENERACION DE TRAYECTORIAS

function [tt, POS, VEL, ACE] = TRAYECTORIA(T, Qi, Qf)
% T = tiempo del movimiento (PERIODO)

% Qi = angulo inicial del movimiento

% Qf = angulo final del movimiento

%  ECUACION 1
% qf - qi = tf/2 x (Vi + Vf)

%  tiempo de aceleracién y desaceleracidn
deltaT = T/5;
% vectores de tiempo
tl 0:0.01:2*deltaT;
t2 2xdeltaT:0.01: (T-2*deltaT);
t3 = (T-2*xdeltaT):0.01:T;
% pendiente del segmento recto
m = (Qf - Qi)/(T - 2*deltaT);
% ecuacién del segmento recto
recta = mx(t2 - deltaT) + Qi;
% evaluo en 2*deltaT
qfl = Qi + ((deltaT*(Qf - Qi))/(T - 2xdeltaT));
% velocidad final del tramo 1

Vil = m;
% velocidad inicial del tramo 1
qil = Qi;

Vil = 0;

%  vector de coeficientes para el tramo 1

COE = [qil; 0; 0; -(20%qil - 20%qfl + 12*Vil*2*deltaT +...
8*xVf1*2*deltaT)/(2x((2xdeltaT)~3)); (15%qil - 15*xqfl +...
8xVilx2xdeltaT + 7*xVflx2+deltaT)/((2*deltaT)"~4); 0];
%  ECUACION PARA EL TRAMO 1

EQl = 0;
for i=1:6

EQl = EQ1 + COE(i)*(t1.~(i-1));
end

%  VELOCIDAD TRAMO 1

VEL1 = 0;
for 1=2:6

VEL1 = VEL1 + (i-1)*COE(i)#*(t1.~(i-2));
end

yA ACELERACION TRAMO 1

ACE1 = 0;
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for i=3:6
ACE1 = ACE1 + (i-1)*(i-2)*COE(i)*(t1.~(i-3));
end

%  velocidad inicial del tramo 3
ti3 = T - 2*deltaT;
Qi3 = m*(ti3 - deltaT) + Qi;

Vi3 = m;
% velocidad final del tramo 3
qf3 = Qf;

V£3 = 0;

1, ti3, ti372, ti3"3, ti3"4, ti3"5;...

, 172, T~3, T"4, T°b;...

2%ti3, 3*ti3~2, 4xti3~3, bxti3~4;...
2%T, 3xT"2, 4xT"3, 5xT74;...

, 2, 6%ti3, 12%ti372, 20*t1373;...

2, 6xT, 12+«T~2, 20*T"3];

b

b

L
1
0
0,
0
0

-

3

O O = A

-

b

C = [qi3; gf3; Vi3; V£3; 0; 0];
COE3 = A\C;
%  ECUACION PARA EL TRAMO 3
EQ3 0;
for i=1:
EQ3
end

I o

EQ3 + COE3(i)*(t3.7(i-1));

%  VELOCIDAD PARA EL TRAMO 3

VEL3 = 0;
for i1i=2:6

VEL3 = VEL3 + (i-1)*COE3(i)#*(t3.~(i-2));
end

%  ACELERACION TRAMO 3

ACE3 = 0;
for i1i=3:6

ACE3 = ACE3 + (i-1)*(i-2)*COE3(i)*(t3."(i-3));
end

%  VELOCIDAD PARA EL TRAMO 2
VEL2 = m*ones(1l, length(t2));

ACE2 = zeros(1, length(t2));

P0OS = [EQ1l, recta, EQ3];
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VEL = [VEL1, VEL2, VEL3];
ACE = [ACE1, ACE2, ACE3];
tt = [t1, t2, t3];
plot(tt, POS)

figure(2)

plot(tt, VEL)

figure(3)

plot(tt, ACE)
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Anexo Q. PROGRAMA DEL MICROCONTROLADOR

#include <16F88.h>

#FUSES NOWDT //No Watch Dog Timer

#FUSES HS //HIGH SPEED Osc

#FUSES NOMCLR //Master Clear pin used for I/0
#FUSES NOBROWNOUT //No brownout reset

#FUSES NOLVP //No low voltage prgming

#use delay(clock=20000000)

#use rs232(baud=115200,parity=N,xmit=PIN_B5,rcv=PIN_B2,bits=8,stream=PC)
#use r8232(baud=250000,parity=N,Xmit=PIN_B4,rcv=PIN_B3,bits=8,Stream=MOTOR)

#include '"dynamixel.c"

#use FAST_IOQ(ALL)
#use FIXED_IOQ(A_OUTPUTS

PIN_A1, PIN_A2)

#use FIXED_IO(B_OUTPUTS = PIN_B1)
#tdefine T_OFF 130
#tdefine SERVO PIN_A2

char lectural[5], SW[24], posicion = 90;
int i, CC = 0;

long SAL, T_ON;

intl AA = 0;

#int_rda

void rda_isr(PC)

{

lectural[0] = fgetc(;

switch (lectural0])
{

case ’'P’:
GET_P0S(1);
break;

case ’Q’:
GET_P0S(2);
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break;

case ’R’:
GET_P0S(3);
break;

case ’S’:
GET_P0S(4) ;
break;

case ’T’:
GET_P0S(5) ;
break;

case ’'U’:
GET_P0S(6) ;
break;

case 1: // Articulacion 1
lectural[l] = fgetc();
lectural2] = fgetc(;
lectural[3] = fgetc(;
lectural4] = fgetc();
SET_P0OS(lectural[0], lectural[l], lectural2],
break;

case 2: // Articulacion 2
lectural1l] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectural[3] = fgetc();
lectural[4] = fgetc();
SET_P0S(lectural[0], lectural[l], lectural2],
break;

case 3: // Articulacion 3
lectura[1l] = fgetc();
lectural[2] = fgetc();
lectural[3] = fgetc(;
lectural4] = fgetc();
SET_P0S(lectural[0], lecturalll], lectural?2],
break;

case 4: // Articulacion 4
lectural[1l] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc(;
lectural4] = fgetc();
SET_P0OS(lectural[0], lectural[l], lectural2],
break;

case 5: // Articulacion 5

lectural[1l] = fgetc(;
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lectura[2] = fgetc(;
lectura[3] = fgetc(;
lectural[4] = fgetc();

SET_P0S(lectural[0], lecturall], lectural[2], lectural3], lectural4]);
break;

case 6: // Articulacion 6
lectural1l] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectural[3] = fgetc();
lectural[4] = fgetc();

SET_POS(lectural0], lecturall], lectural2], lectural3], lectural4]);
break;

case T: // Gripper
lectural[l] = fgetc();
posicion = lecturall];
break;
case 8: // SYNC WRITE: Mover todos los motores a la vez
for (i=0;i<24;i++)
{
SW[i] = fgetc();
}

SET_POS_ALL(SW[0],SW[1],Sw[2],SW[3],Sw[4],sSw[5],Sw[6],Sw[7],Sw[8],SW[9],
SW[10]1,Sw[11],SW[12],SwW[13],SWw[14],SW[15],SWw[16],SW[17],SW[18],SW[19],
SW[20],SwW[21],SW[22],SW[23]);

break;

}

}

#INT_TIMERO
void timerO_isr()

{

CC++;

if (CC == 10)

{
T_ON = 0.627*posicion - 136.85;
SAL = T_ON;
output_high (SERVO) ;
CC = 0;

+

else if (CC < 10)

{

SAL = T_OFF;

output_low(SERVOD) ;
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}
set_timer0(SAL);
}

void main()

{
char leer[8];

setup_timer_O(RTCC_INTERNAL|RTCC_DIV_32);
enable_interrupts (INT_TIMERO) ;
enable_interrupts(int_rda);
enable_interrupts(global)

while (TRUE)

{

if (kbhit (MOTOR))

{

leer[0] = fgetc(MOTOR);
leer[1] = fgetc(MOTOR);
leer[2] = fgetc(MOTOR);
leer[3] = fgetc(MOTOR) ;
leer[4] = fgetc(MOTOR);
leer[5] = fgetc(MOTOR);
leer[6] = fgetc(MOTOR);
leer[7] = fgetc(MOTOR) ;

fputc(leer[0], PC);
fputc(leer[1], PC);
fputc(leer[2], PC);
fputc(leer[3], PC);
fputc(leer[4], PC);
fputc(leer[5], PC);
fputc(leer[6], PC);
fputc(leer[7], PC);

+
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LIT1117777 77777777777 7777777777777777777777777777777777777777777777777777

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

ok ok ok ok ok ok ok ok dynamixel.c *xxxkskokkokokk
FUNCIONES:
check_sum:
verifica el CHEKSUM de las demas funciones, esta funcidn
no se debe llamar desde otro programa, es usada de manera local.
SET_POS:
Ir a una posicién indicada con velocidad indicada;
SET_POS(ID, ANGULO_L, ANGULO_H, VELOCIDAD_L, VELOCIDAD_H)
SET_POS_ALL:
Mover todos los motores a una posicion especificada,
en este caso como es el robot PUMA son seis motores
recibe los byte "low" y "high" de la posicion y el
angulo de cada motor, por lo tanto espera 24 parédmetros.
GET_POS:
Leer la posicidén de un motor
GET_POS(ID)

//Servo motor control table addresses

//EEPROM

#define CT_ID 0x03
#define CT_BAUD_RATE 0x04
#define CT_RETURN_DELAY 0x05

#define CT_CW_ANGLELIMIT_L 0x06
#define CT_CW_ANGLELIMIT_H 0x07
#define CT_CCW_ANGLELIMIT_L  0x08
#define CT_CCW_ANGLELIMIT_H  0x09

#define CT_MAX_TORQUE_L 0x0E
#define CT_MAX_TORQUE_H 0xOF
#define CT_STATUS_RETURN 0x10
#define CT_ALARM_LED 0x11
//RAM

#define CT_TORQUE_ENABLE 0x18
#define CT_LED 0X19

#define CT_GOAL_POSITION_L Ox1E
#define CT_GOAL_POSITION_H Ox1F
#define CT_MOVING_SPEED_L 0x20
#define CT_MOVING_SPEED_H 0x21
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#define CT_PRESENT_POS_L 0x24
#define CT_PRESENT_POS_H 0x25
#define CT_PRESENT_SPEED_L 0x26
#define CT_PRESENT_SPEED_H 0x27
#define CT_PRESENT_LOAD_L 0x28
#define CT_PRESENT_LOAD_H 0x29
#define CT_PRESENT_VOLTAGE 0x2A
#define CT_REGISTERED_INST 0x2C
#define CT_MOVING 0x2E

//Servo Motor Instruction Set

#define I_PING 0x01
#define I_READ_DATA 0x02
#define I_WRITE_DATA 0x03
#define I_REG_WRITE 0x04
#define I_ACTION 0x05
#define I_RESET 0x06
#define I_SYNC_WRITE 0x83

#define CTRL_TX  PIN_A1
#define CTRL_485 PIN_B1

char check_sum(long dato)

{

int cont = 0;

if (dato <= 255) A{return((~dato)&O0xFF);}
if (dato > 255)

{
while (dato > 255)
{
cont++;
dato = dato - 255;
+
return((~(dato-cont))&0xFF) ;
}
}

void SET_POS(char id, char anguloL, char anguloH, char velocidadL,
char velocidadH)//angulo: -150 a 150 deg, max 114 rpm
{
OUTPUT_LOW(CTRL_TX) ; // CERO PARA ENVIAR, UNO PARA RECIBIR
OUTPUT_HIGH(CTRL_485) ;
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long checksum = ID+(7)+I_WRITE_DATA+CT_GOAL_POSITION_L+anguloL+anguloH
+velocidadL+velocidadH;

checksum = check_sum(checksum) ;

putc (0xFF, MOTOR);
putc (0xFF, MOTOR);

putc(id, MOTOR); // ID del mmotor

putc (7, MOTOR); // tamafio del paquete
putc (I_WRITE_DATA, MOTCR); // WRITE

putc (CT_GOAL_POSITION_L, MOTOR); // POSICION
putc(angulol, MOTOR); // low byte angulo
putc(anguloH, MOTOR); // high byte angulo
putc(velocidadL, MOTOR); // low byte velocidad
putc(velocidadH, MOTOR); // high byte velocidad
putc(checksum, MOTOR); // CHECKSUM

}

void SET_POS_ALL(AL1, AH1, VL1, VH1, AL2, AH2, VL2, VH2, AL3, AH3,
VL3, VH3, AL4, AH4, VL4, VH4, AL5, AH5, VL5, VH5, AL6, AH6, VL6, VH6)
{

OUTPUT_LOW(CTRL_TX) ;

OUTPUT_HIGH(CTRL_485) ;

long chl = AL1+AH1+VL1+VH1+AL2+AH2+VL2+VH2+AL3+AH3+VL3+VH3+AL4+AH4
+V0L4+VH4+AL5+AH5+VL5+VHS5+AL6+AH6+VL6+VHG;

long ch2 = I_SYNC_WRITE+CT_GOAL_POSITION_L+4+1+2+3+4+5+6+254+34;

long checksum = chl + ch2;

checksum = check_sum(checksum) ;

putc (0xFF, MOTOR);
putc (0xFF, MOTOR);

putc (0xFE, MOTOR); // broadcasting

putc(0x22, MOTOR); // longitud trama

putc (I_SYNC_WRITE, MOTCR); // SYNC WRITE

putc (CT_GOAL_POSITION_L, MOTOR); // POSICION

putc(0x04, MOTOR); // longitud por cada motor
putc (0x01, MOTOR); // ID motor 1

putc (AL1, MOTOR); // low bit angulo motor 1
putc(AH1, MOTOR); // high bit angulo motor 1
putc(VL1, MOTOR); // low bit velocidad motor 1
putc (VH1, MOTOR); // high bit velocidad motor 1
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//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

putc (0x02, MOTOR);
putc (AL2, MOTOR);
putc (AH2, MOTOR);
putc(VL2, MOTOR);
putc (VH2, MOTOR);
putc(0x03, MOTOR);
putc(AL3, MOTOR);
putc (AH3, MOTOR);
putc (VL3, MOTOR);
putc (VH3, MOTOR);
putc (0x04, MOTOR);
putc (AL4, MOTOR) ;
putc (AH4, MOTOR) ;
putc (VL4, MOTOR);
putc (VH4, MOTOR);
putc(0x05, MOTOR) ;
putc (AL5, MOTOR) ;
putc (AH5, MOTOR) ;
putc (VL5, MOTOR);
putc (VH5, MOTOR);
putc (0x06, MOTOR) ;
putc(AL6, MOTOR);
putc (AH6, MOTOR) ;
putc (VL6, MOTOR);
putc (VH6, MOTOR);
putc(checksum, MOTOR);

void GET_P0OS(char ID)

{
OUTPUT_LOW(CTRL_TX) ;
OUTPUT_HIGH(CTRL_485);

long checksum = ID + 4 + I_READ_DATA +

checksum = check_sum(checksum) ;
putc (0xFF, MOTOR);

putc (0xFF, MOTOR);

putc (ID, MOTOR);

putc (0x04, MOTOR) ;

putc (I_READ_DATA, MOTOR);

putc (CT_PRESENT_POS_L, MOTOR);

//
//
//
//
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ID motor 2

low bit angulo motor 2
high bit angulo motor 2
low bit velocidad motor 2
high bit velocidad motor 2
ID motor 3

low bit angulo motor 3
high bit angulo motor 3
low bit velocidad motor 3
high bit velocidad motor 3
ID motor 4

low bit angulo motor 4
high bit angulo motor 4
low bit velocidad motor 4
high bit velocidad motor 4
ID motor 5

low bit angulo motor 5
high bit angulo motor 5
low bit velocidad motor 5
high bit velocidad motor 5
ID motor 6

low bit angulo motor 6
high bit angulo motor 6
low bit velocidad motor 6
high bit velocidad motor 6
CHECKSUM

CT_PRESENT_POS_L + 2;

ID del motor
longitud de la trama
READ

POSITION



putc(0x02, MOTCR); // Nimero de parametros a leer
putc(checksum, MOTOR); // CHECKSUM

OUTPUT_HIGH(CTRL_TX) ;
OUTPUT_LOW(CTRL_485) ;
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