
 
 
 

Información Importante 
 
 

La Universidad Santo Tomás, informa que los autores han autorizado a usuarios internos y 

externos de la institución a consultar el contenido de este documento a través del Catálogo en 

línea de la Biblioteca y el Repositorio Institucional en la página Web de la Biblioteca, así como en 

las redes de información del país y del exterior con las cuales tenga convenio la Universidad. 

 

Se permite la consulta a los usuarios interesados en el contenido de este documento, para todos 

los usos que tengan finalidad académica, nunca para usos comerciales,siempre y cuando 

mediante la correspondiente cita bibliográfica se le dé crédito al trabajo de grado y a su autor. 

 

De conformidad con lo establecido en el Artículo 30 de la Ley 23 de 1982 y elartículo 11 de la 

Decisión Andina 351 de 1993, la Universidad Santo Tomás informa que “los derechos morales 

sobre documento son propiedad de los autores, los cuales son irrenunciables,imprescriptibles, 

inembargables e inalienables.” 

 
 

Bibliotecas Bucaramanga 
Universidad Santo Tomás 

 
 
 





DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DE TRES MANIPULADORES ROBÓTICOS

JUAN CARLOS VARGAS MARTÍNEZ
WILMER ALIRIO MARTÍNEZ VALLE

UNIVERSIDAD SANTO TOMÁS
DIVISIÓN DE INGENIERÍAS Y ARQUITECTURA

FACULTAD DE INGENIERÍA MECATRÓNICA
BUCARAMANGA

2014



DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DE TRES MANIPULADORES ROBÓTICOS

JUAN CARLOS VARGAS MARTÍNEZ
WILMER ALIRIO MARTÍNEZ VALLE

Proyecto presentado como requisito con el fin de optar el título de Ingeniero
Mecatrónico

Director
Ing. Jhon Jairo Gil Peláez, Ph.D.

Ingeniero Mecánico

Codirector
Ing. Reynaldo Claros Lamus, M.Sc.

Ingeniero Electrónico

UNIVERSIDAD SANTO TOMÁS
DIVISIÓN DE INGENIERÍAS Y ARQUITECTURA

FACULTAD DE INGENIERÍA MECATRÓNICA
BUCARAMANGA

2014



CONTENIDO

INTRODUCCIÓN 9

1 DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DE TRES MANIPULADORES ROBÓTICOS 11
1.1 FORMULACIÓN DEL PROBLEMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 JUSTIFICACIÓN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3 OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3.1 Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.2 Objetivos específicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 MARCO DE REFERENCIA 14
2.1 MARCO TEÓRICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.1 Cinemática de un robot manipulador . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.2 Dinámica de un robot manipulador . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 MARCO CONCEPTUAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 METODOLOGÍA 32

4 ROBOT SCARA 34
4.1 CINEMÁTICA DIRECTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 CINEMÁTICA INVERSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3 ACTUADORES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4 ANÁLISIS DINÁMICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.4.1 Cálculo Paramétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.4.2 Cálculo Numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.5 ESPACIO DE TRABAJO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.6 DISEÑO DEL CIRCUITO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5 ROBOT ANTROPOMÓRFICO 57
5.1 CINEMÁTICA DIRECTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.2 CINEMÁTICA INVERSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.3 ACTUADORES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.4 ANÁLISIS DINÁMICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.4.1 Cálculo Paramétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.4.2 Cálculo Numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.5 ESPACIO DE TRABAJO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.6 DISEÑO DEL CIRCUITO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6 ROBOT PUMA 89
6.1 CINEMÁTICA DIRECTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
6.2 CINEMÁTICA INVERSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.3 ACTUADORES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

1



6.4 ANÁLISIS DINÁMICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
6.4.1 Cálculo paramétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
6.4.2 Cálculo numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.5 ESPACIO DE TRABAJO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

7 DESCRIPCIÓN DEL GRIPPER 114

8 GENERACIÓN DE TRAYECTORIAS ARTICULARES 117

9 INTERFAZ GRÁFICA 122

10 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS 129
10.1 CONCLUSIONES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
10.2 TRABAJOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

BIBLIOGRAFÍA 131

ANEXOS 131



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 Axón LV J3 05, primer robot industrial nacional comercializado . . . . 15
Figura 2 Robot tipo DELTA ABB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Figura 3 Prototipo del robot SCARA-Tau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Figura 4 Prototipo SCARA-Tau y SCARA-Tau con eslabón triangular . . . . . . 17
Figura 5 Eslabones y Juntas del modelo SCARA-Tau triangular . . . . . . . . . 18
Figura 6 Escenario clínico del sistema de intervención . . . . . . . . . . . . . 19
Figura 7 Coordenadas del mecanismo del robot y prototipo del robot de Inter-

vención . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Figura 8 Dibujo esquemático de la fuerza híbrida y control de posición con com-

pensador de realimentación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Figura 9 Dibujo esquemático de control de fuerza híbrida y posición con apren-

dizaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Figura 10 Dibujo esquemático del sistema robótico y configuración experimental 21
Figura 11 Diagrama de relación entre cinemática directa e Inversa . . . . . . . . 22
Figura 12 Parámetros de D-H para un eslabón giratorio . . . . . . . . . . . . . 23
Figura 13 Robot Cilíndrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Figura 14 Configuraciones más frecuentes en manipuladores industriales . . . . 30
Figura 15 Tipos de articulaciones para robots manipuladores . . . . . . . . . . 30
Figura 16 Diseño Metodológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
Figura 17 Modelo del robot SCARA de 4 GDL . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Figura 18 Grados de libertad del robot SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Figura 19 Sistemas de referencia del robot SCARA . . . . . . . . . . . . . . . 36
Figura 20 Servomotor Dynamixel AX-12A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Figura 21 Eslabones del Robot SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 22 Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del

Robot SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
Figura 23 Orientación del robot SCARA para determinar el radio mínimo del es-

pacio de trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
Figura 24 Orientación del robot SCARA para determinar el radio máximo del es-

pacio de trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
Figura 25 Gráfica del perímetro del espacio de trabajo del Robot SCARA . . . . 49
Figura 26 Espacio de trabajo del robot SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Figura 27 Acondicionamiento del circuito para comunicar el servomotor dynamixel

AX-12A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Figura 28 Diagrama lógico del 74HC241 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 29 Diagrama de pines y esquemático del circuito integrado FT232RL . . 52
Figura 30 Breakout Board for FT232RL USB to Serial . . . . . . . . . . . . . . 52
Figura 31 Esquemático del Breakout Board for FT232RL USB to Serial . . . . . 53
Figura 32 Modo de conexión del sensor ultrasónico SRF05 . . . . . . . . . . . 53
Figura 33 Circuito esquemático de control y potencia diseñado para el Robot

SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3



Figura 34 Diseño del circuito impreso del robot SCARA . . . . . . . . . . . . . 56
Figura 35 Fotografía del circuito de control y potencia para el Robot SCARA . . . 56
Figura 36 Grados de libertad del Robot Antropomórfico . . . . . . . . . . . . . 57
Figura 37 Sistemas de referencia del Robot Antropomórfico . . . . . . . . . . . 58
Figura 38 Desacoplo cinemático para el Robot Antropomórfico . . . . . . . . . 61
Figura 39 Accesorio FR07-H1 (izquierda) y dynamixel RX-28 (derecha) . . . . . 64
Figura 40 Accesorio FR05-H1 (izquierda) y dynamixel RX-64 (derecha) . . . . . 65
Figura 41 Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ2 del Robot

Antropomórfico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Figura 42 Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ3 del Robot

Antropomórfico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Figura 43 Eslabones del Robot Antropomórfico . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
Figura 44 Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del

Robot Antropomórfico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Figura 45 Orientación del robot Antropomórfico para determinar el radio mínimo

del espacio de trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
Figura 46 Radio mínimo del espacio de trabajo para el Robot Antropomórfico . . 85
Figura 47 Radio máximo del espacio de trabajo para el Robot Antropomórfico . . 85
Figura 48 Espacio de trabajo para el Robot Antropomórfico . . . . . . . . . . . 86
Figura 49 Circuito esquemático para los Robots Antropomórfico y PUMA . . . . 87
Figura 50 Diseño del circuito impreso para los Robots Antropomórfico y PUMA . 87
Figura 51 Fotografías del circuito para los Robots Antropomórfico y PUMA . . . 88
Figura 52 Grados de libertad del Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
Figura 53 Sistemas de referencia para el Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . 90
Figura 54 Desacoplo Cinemático del Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . 93
Figura 55 Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ2 . . . . . . . 97
Figura 56 Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ3 . . . . . . . 98
Figura 57 Sistemas de referencia para cada eslabón del Robot PUMA . . . . . . 99
Figura 58 Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del

Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
Figura 59 Orientación del robot PUMA para determinar el radio mínimo del es-

pacio de trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
Figura 60 Radio mínimo del espacio de trabajo para el Robot PUMA . . . . . . 112
Figura 61 Radio máximo del espacio de trabajo para el Robot PUMA . . . . . . 112
Figura 62 Espacio de trabajo para el Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . 113
Figura 63 Diseño de cuatro barras para el Gripper . . . . . . . . . . . . . . . . 114
Figura 64 Dimensiones de las barras del Gripper . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
Figura 65 Adecuación del micro-servomotor al Gripper . . . . . . . . . . . 115
Figura 66 Gripper completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
Figura 67 Micro-servomotor HITEC HS-82MG . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
Figura 68 Funcionamiento servo HITEC HS-82MG . . . . . . . . . . . . . . 116
Figura 69 Ley de Tiempo con un perfil de velocidad trapezoidal . . . . . . . . . 117
Figura 70 Gráficas de la posición, velocidad y aceleración de la trayectoria. . . . 121

4



Figura 71 Diagrama de la interacción de la Intrefaz Gráfica . . . . . . . . . . . 122
Figura 72 Bloques principales de simmechanics y su relación . . . . . . . . . . 123
Figura 73 Diagrama en simmechanics del Robot SCARA sin actuadores . . . . 123
Figura 74 Diagrama en simmechanics del modelo del Robot SCARA . . . . . . 124
Figura 75 Simulación en simmechanics del Robot SCARA . . . . . . . . . . . . 124
Figura 76 Simulación en simmechanics de los Robots Antropomórfico y PUMA . 125
Figura 77 Interfaces de simulación para los robots SCARA y PUMA . . . . 126
Figura 78 Interfaz Gráfica para el Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . . 127



LISTA DE TABLAS

Tabla 1 Parámetros de D-H para el robot de la Figura 13 . . . . . . . . . . . . 24
Tabla 2 Parámetros de D-H para el Robot SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Tabla 3 Características principales del Dynamixel AX-12 . . . . . . . . . . . . . 40
Tabla 4 Características técnicas del sensor ultrasónico SRF05 . . . . . . . . . 54
Tabla 5 Parámetros de D-H para el Robot Antropomórfico . . . . . . . . . . . . 59
Tabla 6 Características principales del dynamixel RX-28 . . . . . . . . . . . . . 64
Tabla 7 Caraterísticas principales del dynamixel RX-64 . . . . . . . . . . . . . 65
Tabla 8 Parámetros de D-H para el Robot PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . 91
Tabla 9 Parámetros de D-H para el Robot PUMA del sistema 0 al 4 . . . . . . . 94
Tabla 10 Parámetros de D-H para el Robot PUMA del sistema 4 al final . . . . . 94



LISTA DE ANEXOS

Anexo A MATRICES DE TRANSFORMACIÓN 0Ai ROBOT SCARA . . . . . . 131
Anexo B MATRICES U ij ROBOT SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
Anexo C MATRICES U ijk ROBOT SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
Anexo D TÉRMINOS hikm ROBOT SCARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
Anexo E MATRICES DE TRANSF. 0Ai ROBOT ANTROPOMÓRFICO . . . . . 138
Anexo F MATRICES U ij ROBOT ANTROPOMÓRFICO . . . . . . . . . . . . 139
Anexo G MATRICES U ijk ROBOT ANTROPOMÓRFICO . . . . . . . . . . . . 144
Anexo H TÉRMINOS hikm ROBOT ANTROPOMÓRFICO . . . . . . . . . . . . 161
Anexo I MATRICES DE TRANSFORMACIÓN 0Ai ROBOT PUMA . . . . . . . 167
Anexo J MATRICES U ij ROBOT PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
Anexo K MATRICES U ijk ROBOT PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
Anexo L TÉRMINOS hikm ROBOT PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
Anexo M PROGRAMAS PARA EL ROBOT SCARA . . . . . . . . . . . . . . . 242
Anexo N PROGRAMAS PARA EL ROBOT ANTROPOMÓRFICO . . . . . . . 250
Anexo O PROGRAMAS PARA EL ROBOT PUMA . . . . . . . . . . . . . . . . 258
Anexo P PROGRAMA PARA GENERACIÓN DE TRAYECTORIAS . . . . . . 265
Anexo Q PROGRAMA DEL MICROCONTROLADOR . . . . . . . . . . . . . . 268



RESUMEN

Este documento presenta las diferentes etapas para el correcto funcionamiento
y análisis de un robot manipulador, para lo cual se debe comienza por realizar
los cálculos de cinemática directa para luego obtener la inversa, en la que se
usaron dos métodos, uno de estos es el de desacoplo cinemático, muy útil para
reducir un análisis complejo en cálculos más sencillos, resultando por ejem-
plo en el caso del robot PUMA reducir el análisis de seis grados de libertad
a tres. Las articulaciones están compuestas por servomotores digitales dy-
namixel, conectados en bus, cada uno con un ID diferente, lo que permite un
solo conector en el circuito diseñado, este incluye además un conector para un
el servomotor analógico del gripper, la conexión para la fuente, el microcontro-
lador PIC16F88, que se comunica con los servomotores dynamixel y además
con la interfaz gráfica en el computador. El uso del PIC realiza también el PWM
(pulse with modulation) necesario para mover el servomotor analógico y en el
caso del robot SCARA hace la lectura del sensor del grado de libertad trasla-
cional, que es movido por un micromotor. La interfaz gráfica contiene los ele-
mentos necesarios para enviar y recibir datos desde y hacia los servomotores
dynamixel, logrando ver la simulación de movimiento real de los motores. Para
la realización de la interfaz es necesario realizar las funciones que calculan la
cinemática directa, inversa, generación de trayectorias, entre otras necesarias,
además de un diagrama en simmechanics de MATLAB en el que se aprecia el
movimiento y las propiedades de los manipuladores.

PALABRAS CLAVE: Robot manipulador, Cinemática, Directa, Inversa, Grados
de Libertad, Servomotores, Comunicación digital, Circuito, Interfaz gráfica.



INTRODUCCIÓN

El desarrollo de manipuladores robóticos es de vital importancia en la economía
de consumo actual, en donde los procesos industriales requieren alta efectividad y
presición, tareas que se deben cumplir a cabalidad teniendo en cuenta los están-
dares de calidad establecidos. Por estas razones, en el mundo cada vez más se
fortalece la implementación de estos robots en la industria, en la cual la Ingeniería
Mecatrónica se vuelve fundamental para el desarrollo e implementación de este tipo
de productos, por lo cual dentro de la formación como Ingeniero se debe fortalecer
el conocimiento en la robótica de manipuladores, asi como las distintas etapas para
su análisis, de manera que se logre el correcto funcionamiento dentro de un espacio
establecido según la respectiva aplicación.

En este proyecto se definen varias de las etapas de análisis y desarrollo de un robot
manipulador, las cuales de describen en el capítulo tres, una metodología con la cual
se desarrolló el proyecto, desde sus requerimientos hasta la conclusión del mismo.

En el capítulo cuatro se describen las fases únicas para el desarrollo del robot
SCARA, el cual posee cuatro grados del libertad. El análisis comienza por el cálculo
de la cinemática directa, con la cual se establece una expresión paramétrica propia
del robot, en seguida, la cinemática inversa, descripción de los actuadores, análisis
dinámico paramétrico y numérico, realizado a través del algoritmo de Lagrange -
Euler. Posteriormente se muestra el espacio de trabajo para el robot, finalizando por
el diseño del circuito para el correcto funcionamiento del manipulador.

Los capítulos cinco y seis describen las mismas etapas que la cuatro, esta vez para
los robots Antropomórfico y PUMA respectivamente.

La descripción del elemento final de los tres manipuladores, que es un gripper, se
hace el el capítulo siete, especificando el tipo de mecanismo implementado y las
longitudes de las piezas de este importante elemento en un robot manipulador.

En el capítulo ocho se muestra el cálculo para la generación de trayectorias punto
a punto, el cual lleva el manipulador desde una posición inicial hasta una final de-
seada calculando el movimiento de cada uno de los grados de libertad del robot, de
manera que llegue al punto deseado con suavidad, sin alteraciones en la posición,
velocidad y aceleración de las variables articulares.

Para la comprobación de los cálculos realizados el los anteriores capítulos, se hizo
la simulación de cada uno de los manipuladores, ésta se describe en el capítulo
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nueve, en donde además se muestra como se implementa en Simmechanics de
Simulink a partir del modelo creado en SolidWorks. Además de la interfaz gráfica,
que facilita el movimiento del manipulador, de manera que sea un proceso sencillo
posicionar el robot.
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1 DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DE TRES
MANIPULADORES ROBÓTICOS

1.1 FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Los procesos industriales actuales requieren alta competitividad, dentro de la cual es
necesario el desarrollo de sistemas que les permita una gran productividad, donde
el trabajo humano no es admisible para labores repetitivas y peligrosas, pues colo-
can en riesgo la salud humana, que debe ser priorizada antes que cualquier otra
cosa dentro de un sistema productivo. Labores como soldadura, posicionamiento
de objetos en un mismo sitio, pintura de superficies de igual geometría y ciertos
ensamblajes, generan problemas de salubridad a mediano y largo plazo en un tra-
bajador u operario. Desde el punto de vista de la producción, el ser humano en
labores ya descritas es ineficiente, haciendo una línea de producción cada vez más
lenta, de modo que al final de la jornada laboral no tenga el mismo rendimiento
Además de esto, el ser humano pierde repetitividad en el posicionamiento de ob-
jetos en el trascurso del tiempo. Estas labores pueden ser solucionadas desde las
distintas áreas que componen la Ingeniería Mecatrónica, por lo que es necesario
dentro del conocimiento de esta Ingeniería.

Complementado lo anterior, la Universidad Santo Tomás no cuenta con brazos ma-
nipuladores, en el cual los estudiantes de áreas como Robótica, Automatización,
Control, Instrumentación, entre otras, puedan aprovechar para complementar su
aprendizaje, llevando los principales planteamientos teóricos a la práctica.

Una alternativa de solución para el problema presentado, es el diseño y construcción
de tres brazos manipuladores de diferente configuración, en la que el estudiante
pueda discernir entre los modelos matemáticos, físicos y de control, de cada con-
figuración y con ello identificar ventajas y desventajas de cada estructura, teniendo
en cuenta las limitantes de los prototipos.
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1.2 JUSTIFICACIÓN

La sinergia de la Ingeniería mecánica, electrónica, de sistemas y de control, dan
lugar a la Ingeniería Mecatrónica, a través de la cual es posible construir sistemas
robóticos que permiten mejorar la repetitividad y eficiencia de los procesos industria-
les que frecuentemente se encuentran en las diferentes empresas de producción.

Los sistemas de producción actuales requieren alta competitividad, dentro de los
cuales es importante destacar la precisión, velocidad y una frecuencia de trabajo
constante, labores difíciles para un ser humano, que pueden ser simplificadas por
manipuladores robóticos, cada vez más implementados para procesos industriales,
los cuales son comunes para un ingeniero Mecatrónico, el cual debe tener la capaci-
dad de resolver este tipo de problemáticas de manera eficiente, en donde a partir
de los requerimientos de la labor, diseñar un manipulador que cumpla con la tarea
asignada. Sin embargo antes de poder realizar el diseño de un sistema complejo
como un brazo manipulador es necesario el conocimiento previo de algunas confi-
guraciones que debe comprender dentro de su formación académica. Teniendo en
cuenta lo anterior, se hace necesario que la facultad de Ingeniería Mecatrónica tenga
a su disposición manipuladores robóticos de distintas configuraciones, en donde el
estudiante de robótica implemente los conocimientos adquiridos en clases magis-
trales y compruebe de primera mano las teorías consignadas en los libros de este
campo del conocimiento, los cuales no son del todo explícitos en algunos temas; de
esta manera, construir una fuerte teoría y un conocimiento comprobado del entorno
de la robótica industrial, tan fuerte en la actualidad.

Se podría decir que los brazos manipuladores son el producto que mejor define la
Ingeniería Mecatrónica, por lo cual este tipo de robots no sólo se pueden se rela-
cionan en el área de robótica, dentro de este complejo sistema también se pueden
integrar áreas como la automatización industrial, control de procesos industriales,
telemática, diseño mecánico. Por consiguiente tener manipuladores robóticos no
sólo fortalece el área del mismo nombre, sino en general a gran parte de las áreas
de la Ingeniería Mecatrónica, llevándola a un entorno más industrial sin dejar de lado
la teoría que va a definir a estudiante como Ingeniero.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo general

Diseñar y Construir tres brazos manipuladores a escala, de diferentes configura-
ciones para fortalecer el área de robótica de la facultad de Ingeniería Mecatrónica
de la Universidad Santo Tomás.

1.3.2 Objetivos específicos

• Diseñar un robot SCARA, un Antropomórfico y un PUMA, mediante una metodo-
logía de diseño propuesta, analizando el comportamiento cinemático y dinámico
de cada configuración, resaltando las ventajas y desventajas de cada robot
respecto a determinados procesos.

• Construir los tres manipuladores robóticos cumpliendo con las especificaciones
dimensionales para que manipule un objeto con la masa requerida.

• Elaborar los circuitos de potencia teniendo en cuenta la energía requerida por
cada actuador en las articulaciones de los manipuladores.

• Diseñar y realizar los circuitos de control para cada robot manipulador a partir
del número de grados de libertad para el controlar el correcto posicionamiento
del elemento final del robot.

• Desarrollar una Interfaz gráfica que permita manipular los robots a partir de
un software matemático, de manera que el usuario pueda ingresar parámetros
para su respectivo movimiento

13



2 MARCO DE REFERENCIA

Se encuentran muchos tipos de manipuladores en la industria, especialmente en
la automotriz, en la cual los manipuladores se encargan de procesos como la pin-
tura, parte del ensamblaje, soldadura, entre otros; pero no solamente en la parte
automotriz los robots manipuladores contribuyen para elevar la producción, existen
de todos los tamaños de acuerdo a las necesidades. Observando por el tipo de
manipuladores no sólo se consideran los sistemas antropomórficos1 , también lo es
el prismático, el cual presenta desplazamientos lineales, como lo hace un puente
grúa, el cual tiene tres grados de libertad y son muy usados en la industria metalúr-
gica para movilizar en un gran espacio de trabajo los componentes de considerable
tamaño. Se podría escribir bastante de los avances de la robótica en cada campo
según el tipo de empresa, pues los robots manipuladores son muy recursivos, se
encuentran además en las industrias, farmacéutica, en la biomédica, en la alimenti-
cia.

La investigación y el desarrollo de los robots manipuladores han avanzado en to-
dos los continentes, Particularmente en Asia y América del Norte. En Colombia
y Latinoamérica también se realiza investigación en torno al diseño, construcción
e implementación de los robots manipuladores, pero en menor medida, donde los
mayores exponentes son Brasil, México, Argentina y Chile. Debido a que aún existe
un escepticismo referente a los costos y beneficios de automatizar, pero las Univer-
sidades, Institutos y demás centros tecnológicos han ayudado a impulsar la inves-
tigación y a crear un escenario propicio para resolver aquellas dudas y prejuicios
generados por la incertidumbre debido al desconocimiento de los empresarios so-
bre esta tecnología. Dentro de la Universidad Santo Tomás, VALENCIA, CUDRIS,
GUZMAN, y MANCILLA2 en 2010 desarrollaron un robot, al cual se la realizó Tele-
control de un manipulador 5R mediante captura de movimientos. Se trata de un
robot manipulador controlado por un guante adaptado con dispositivos de medición
que capturan el movimiento de la mano del operario, en este guante se encuentra
un acelerómetro y sensores de flexión que indican la apertura de la pinza, pero no
solamente es innovadora la captura de datos para el control, además cuenta con un
novedoso sistema de visión que cuenta con una cámara estereoscópica, gafas de
televisión y demás elementos que permiten la transmisión de video a una distancia
máxima de 100 metros.

1Tipo de manipulador de seis grados de libertad, en el cual todas sus articulaciones son rota-
cionales.

2VALENCIA, CUDRIS, GUZMAN, & MANCILLA. (2010). Telecontrol de un Manipulador 5R me-
diante captura de movimientos
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Además en Colombia aunque lejos de utilizar intensamente este tipo de Robots,
existen avances en algunas empresas que lo requieren, ejemplo son, como lo ex-
plica Montes3 la compañía automotriz Mazda y la compañía Corona, en Mosquera,
Cundinamarca. Empresas que debido a la competitividad y capacidad pueden ac-
ceder al uso de autómatas, pero por el contrario las pequeñas industrias colom-
bianas, que por razones como; Suponer una alta inversión y falta de profesionales
capacitados en el área, no lo logran.

Aún así en nuestro país sí hay desarrollo de la robótica, además de las investi-
gaciones realizadas en las diferentes universidades y centros tecnológicos como;
Universidad Javeriana de Bogotá que con sus proyectos como, Medidas “El robot
borracho”, Amorfo, un robot modular capaz de tomar diferentes formas y Limbo,
un robot bípedo, la Escuela Colombiana de Ingenieros Julio Garavito con la primer
mano artificial creada en Colombia, y la Universidad Santo Tomás mencionada an-
teriormente, y aunque algunos de estos no son pertinentes al tipo de robot trabajado
en este proyecto, valen la pena mencionar, pues son proyectos que han impulsado,
poco a poco la ciencia robótica Colombiana, y demuestran que sí es posible soñar
con Colombia como exponente importante de la robótica. También existe una com-
pañía colombiana dedicada a desarrollar brazos manipuladores para la industria, se
trata de Micromac, proyecto liderado por la Gobernación de Risaralda y la Cámara
de Comercio de Dosquebradas, con apoyo del Fondo Colombiano para el desarrollo
de las Mi-pymes.

Figura 1: Axón LV J3 05, primer robot industrial nacional comercializado

Fuente: Revista Metal Actual, Robótica, hacia la automatización Industrial No 10.

3MONTES, Álvaro. (2008). Robótica Colombiana. SEMANA.
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En la Figura 1 se observa un robot creado para la aplicación de soldadura MIG-MAG,
cortes con plasma, paletizado, pintura y manipulación de piezas, el cual se puede
ver con más detalle en la Revista Metal Actual4. De los dos prototipos creados en
2010, el primero de éstos fue llamado Axón LV 04, cuenta con cuatro grados de
libertad y capacidad de carga máxima de 4,0 Kg, tiene un área de trabajo de 2,0 m
y alcance vertical de 80 cm, el segundo, Axón LV J3 05, con seis grados de libertad
para un área de trabajo de 2,40 m y alcance vertical de 1,70 m y precisión de 0,5
mm. Ambos con sistemas de visión básicos por pixel, sistema porta pinzas, mesa
de trabajo y posibilidad de desplazamiento.

En la industria cada vez surgen más avances en todos los campos, en cuanto a
manipuladores, por ejemplo, ABB patentó el robot manipulador SCARA-Tau, el cual
aprovecha los conceptos de un robot SCARA con un DELTA (ver Figura 2). Las
ventajas de éste último, son de tipo cinemático y dinámico, ya que al ser un robot
o máquina de cinemática paralela (PKM), tienen desplazamientos mucho más pre-
cisos y rápidos, ya que su estructura es mucho más liviana, sin embargo la gran
desventaja de un robot tipo DELTA es que su espacio de trabajo es reducido. Con
bastante aplicación en la industria alimentaria, farmacéutica y electrónica, por su
gran rapidez, estos robots DELTA tuvieron éxito5.

Figura 2: Robot tipo DELTA ABB

Fuente: http://www.mfrtech.com/articles/3027.html

El concepto SCARA-Tau, se basa en la agrupación del robot SCARA con enlaces in-
feriores, tiene tres principales eslabones de igual longitud y pueden ser accionados

4Revista Metal Actual, Robótica, hacia la automatización Industrial No 10.
5Improving the Kinematic Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Confe-

rence on Robotics and Automation
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de forma independiente. ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI 6

proponen una variación para el robot SCARA-Tau original de ABB, con la modifi-
cación en el elemento final (ver Figura 3), ahora de forma triangular.

Figura 3: Prototipo del robot SCARA-Tau

Fuente: ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic
Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and
Automation

Figura 4: Prototipo SCARA-Tau y SCARA-Tau con eslabón triangular

Fuente: ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic
Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and
Automation

6ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic Performance of
the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and Automation.
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El modelo propuesto, SCARA-Tau triangular, como se ve en la Figura 4 puede ser
separado en 11 cuerpos rígidos conectados por juntas de la siguiente manera (ver
Figura 5):

• 1 Columna base

• 3 brazos superiores

• 6 Eslabones

• 1 Plataforma móvil

Figura 5: Eslabones y Juntas del modelo SCARA-Tau triangular

ISAKSSON, BROG ARDH, LUNDBERG y NAHAVANDI Improving the Kinematic
Performance of the SCARA-Tau PKM. 2010 IEEE International Conference on Robotics and
Automation

Otra aplicación de los robots manipuladores la han dado en la medicina XIONG, XIA,
YANG, y LIANG 7, más específicamente en las cirugías, logro realizado en China
con el robot THMR-I, un sistema robótico compuesto por un robot SCARA con nave-
gación de imagen, una unidad de seguimiento electromagnética. Este robot SCARA

7XIONG, J., XIA, Z., YANG, X.,& LIANG, P. (2009). Design and Clinical Application of the Inter-
ventional Robot THMR-I. IEEE/ASME.
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tiene una muñeca adecuada para soportar cada uno de los instrumentos que se re-
quieren. La aplicación exacta de este robot es terapia clínica de intervención, como
se muestra en la Figura 6, la cual requiere que el médico inserte varias veces un
instrumento y tenga el menor desplazamiento posible con el instrumento insertado,
tareas difíciles de realizar por el cuidado que se debe tener el momento de realizar
el procedimiento, por tal motivo se realizó el THMR-I, dando éxito a más de diez
cirugías de perforación de quistes, incluyendo hepáticos y renales.

Figura 6: Escenario clínico del sistema de intervención

Fuente: Design and Clinical Application of the Interventional Robot THMR-I. IEEE/ASME
International Conference on Advanced Intelligent Mechatronics

El diseño del robot consta de un brazo de tres grados de libertad y una muñeca de
dos, en el efector final de la muñeca se monta la aguja de penetración. El robot está
montado sobre una plataforma de elevación.

Para lograr aplicaciones en las que se realiza una acción de manera repetida, un
controlador de aprendizaje mejora el rendimiento del sistema de manera significa-
tiva, como lo explica JEON y TOMIZUKA8. Este control se le aplica el robot para su
posición, la cual se puede ver afectada en procesos industriales como el maquinado
de piezas, en donde la fuerza que le aplica la herramienta a la pieza varía en cierta
medida la posición de la herramienta, dando como resultado una geometría con
mayores tolerancias a las diseñadas. De acuerdo con esto se debe diseñar un com-
pensador que permita mantener la posición en estos aspectos críticos de procesos
como éste o similares. Para lograr el control de posición, se debe controlar la fuerza
que se le aplica a la herramienta, ya que la máquina no está maquinando todo el
tiempo, además la fuerza aplicada varía con la velocidad y profundidad del corte y
la velocidad de rotación de la pieza, así como la geometría de la misma, pues su
radio determina la velocidad de lineal en el punto de contacto con la herramienta.

8JEON, D., & TOMIZUKA, M. (1993). Learning Hybrid Force and Position Control. IEEE.
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Figura 7: Coordenadas del mecanismo del robot y prototipo del robot de Intervención

Fuente: Design and Clinical Application of the Interventional Robot THMR-I. IEEE/ASME
International Conference on Advanced Intelligent Mechatronics

Figura 8: Dibujo esquemático de la fuerza híbrida y control de posición con compensador
de realimentación

Fuente: JEON, Doyoung. Learning Hybrid Force and Position Control of Robot
Manipulators. IEEE TRANSACTIONS ON ROBOTICS AND AUTOMATION. AUGUST 1993

Teniendo el sistema mecánico se puede diseñar el controlador, sin embargo este
controlador puede cambiar con el uso que se dé al robot o si cambia algún parámetro
del robot, por ejemplo el elemento final o efector, por lo cual se realizó un algoritmo
de control que permita aprender según el proceso y los parámetros del robot.
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Figura 9: Dibujo esquemático de control de fuerza híbrida y posición con aprendizaje

Fuente: JEON, Doyoung. Learning Hybrid Force and Position Control of Robot
Manipulators. IEEE TRANSACTIONS ON ROBOTICS AND AUTOMATION. AUGUST 1993

Figura 10: Dibujo esquemático del sistema robótico y configuración experimental

Fuente: JEON, Doyoung. Learning Hybrid Force and Position Control of Robot
Manipulators. IEEE TRANSACTIONS ON ROBOTICS AND AUTOMATION. AUGUST 1993

2.1 MARCO TEÓRICO

2.1.1 Cinemática de un robot manipulador

A) Cinemática Directa

En la Figura 11, se puede analizar la relación entre la cinemática directa e
inversa, como se ve, en la directa se necesitan las variables articulares del
robot para obtener la configuración final, para la cinemática inversa se realiza
el proceso contrario.
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Figura 11: Diagrama de relación entre cinemática directa e Inversa

Fuente: BARRIETOS, PEÑIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robótica.
Madrid. 1997. pág. 94

Mediante matrices de transformación homogénea se puede llegar a la posición
final del robot manipulador, de acuerdo a las siguientes relaciones:

x = fx(q1, q2, q3, q4, q5, q6)
y = fy(q1, q2, q3, q4, q5, q6)
z = fz(q1, q2, q3, q4, q5, q6)
α = fα(q1, q2, q3, q4, q5, q6)
β = fβ(q1, q2, q3, q4, q5, q6)
γ = fγ(q1, q2, q3, q4, q5, q6)

Donde x, y, z representan las traslaciones y α, β, γ representan las rotaciones
de las variables articulares.

Este modelo general define el movimiento en tres dimensiones para un robot
manipulador, si se mueve en dos dimensiones, no estarán presentes las varia-
bles α y γ, por ejemplo para un manipulador de dos grados de libertad:

x = l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2)

y = l1 sin(q1) + l2 sin(q1 + q2)

Estas dos ecuaciones son además fáciles de demostrar de manera geométrica.
Donde l1 y l2 son las longitudes de los eslabones y q1, q2 son las variables ar-
ticulares. Este mismo modelo de dos grados de libertad se puede definir a
través de las matrices homogéneas de la siguiente manera:

0A2 =
0A1 × 1A2

Dónde:
0A2 Es la matriz de transformación del sistema de referencia el eslabón dos;
0A1 Es la matriz de transformación del sistema de referencia al eslabón uno;
1A2 Es la matriz de transformación del eslabón uno al dos.
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De la misma manera se puede representar esta transformación para un robot
de seis grados de libertad:

T = 0A6 =
0A1 × 1A2 × 2A3 × 3A4 × 4A5 × 5A6

Figura 12: Parámetros de D-H para un eslabón giratorio

Fuente: BARRIETOS, PEÑIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robótica.
Madrid. 1997. pág. 98

Para describir la relación entre dos elementos contiguos de un robot mani-
pulador se hace uso del algoritmo de DENAVIT-HARTEMBERG (D-H), y con
ello parametrizar cada configuración, para la correspondiente obtención de su
modelo cinemático.

El algoritmo de D-H es un método que sirve para obtención de un modelo
cinemático, de cualquier tipo de configuración de brazo manipulador, lo cual
permite llevar varios modelos particulares a un modelo cinemático general. La
matriz T define la orientación (sub-matriz de rotación) y posición (sub-matriz
de traslación) del extremo referido a la base en función de las n coordenadas
articulares.

En la Figura 13, se ve un robot cilíndrico, en el que se muestra los sistemas de
referencia hallados a partir de los parámetros de D-H, que se muestran en la
Tabla 1. A partir de los parámetros se arman las siguientes matrices:

0A1 =


C1 −S1 0 0
S1 C1 0 0
0 0 1 l1
0 0 0 1

 1A2 =


0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 d2
0 0 0 1
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Figura 13: Robot Cilíndrico

Fuente: BARRIETOS, PEÑIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robótica.
Madrid. 1997. pág. 99

Tabla 1: Parámetros de D-H para el robot de la Figura 13

Articulación θ d a α
1 q1 l1 0 0
2 90 d2 0 90
3 0 d3 0 0
4 q4 l4 0 0

Fuente: BARRIETOS, PEÑIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robótica.
Madrid. 1997. pág. 100

24



2A3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 d3
0 0 0 1

 3A4 =


C4 −S4 1 0
S4 C4 0 0
0 0 1 l4
0 0 0 1



T = 0A4 =
0A1 × 1A2 × 2A3 × 3A4 =


−S1C4 −S1 S4 C1 C1(d3 + l4)
C1C4 −C1 S4 S1 S1(d3 + l4)
S4 C4 0 d2 l1
0 0 0 1


Donde S es la función seno y C es la función coseno.

Los primeros tres elementos de la última columna de la matriz T representan
las coordenadas x, y y z de posición del extremo del robot respecto a un sis-
tema de referencia fijo, normalmente ubicado en la base del robot, como lo es
el sistema cero de la Figura 13, el sistema final es el sistema cuatro.

B) Cinemática Inversa

El objetivo de la cinemática inversa es encontrar los valores de las variables
articulares a partir de la configuración del elemento final del robot manipulador.

Habiendo definido la cinemática directa del robot y conociendo la posición y
orientación del elemento final del robot, se conoce la matriz T , de transforma-
ción homogénea, a partir de ésta se debe encontrar cada una de las variables
articulares del robot, el problema será tan complejo como grados de libertad
tenga el manipulador, por ejemplo para un robot de dos grados de libertad (con
movimiento en dos dimensiones) se tendrán cuatro ecuaciones, dos rotaciones
y dos traslaciones; para un robot de seis grados de libertad (con movimiento
en tres dimensiones) se deben tener doce ecuaciones, de las cuales hay seis
relaciones, no debe haber más ecuaciones que grados de libertad para que
sea solucionable, por lo que se deben presentar ciertas dependencias entre
las variables.

Partiendo de la matriz T , se deben encontrar las matrices i−1Ai, de modo
que se halla la expresión para T en función de las coordenadas articulares,
resultando, por ejemplo, para un robot de dos grados de libertad, cuatro ecua-
ciones, de las cuales se deben hallar las dependencias, de manera que que-
den dos ecuaciones con solución posible para este sistema de ecuaciones.
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2.1.2 Dinámica de un robot manipulador

. “La dinámica se ocupa de la relación entre las fuerzas que actúan sobre un cuerpo y el
movimiento que en él se origina. Por lo tanto, el modelo dinámico de un robot tiene por obje-
tivo conocer la relación entre el movimiento del robot y las fuerzas implicadas en el mismo.”9

Actualmente se conocen dos grandes métodos matemáticos para realizar el cálculo
dinámico de un robot manipulador, el primero es Newton-Euler, el cual es muy efec-
tivo para manipuladores de pocos grados de libertad, dos o máximo tres, inclusive
con tres GDL el cálculo es extenso; el segundo método es hacer este análisis por
Lagrange-Euler, las ventajas respecto al anterior se reducen basicamente a que este
método es escalar, debido a que se basa en consideraciones energéticas, a diferen-
cia de Newton-Euler que es vectorial, pues toma en cuenta la fuerzas y momentos
aplicados a cada cuerpo (eslabón). Esta ventaja reduce los cálculos, haciendo que
éste sea el método más usado al momento de realizar un cálculo dinámico de un
robot manipulador, por lo cual para el análisis dinámico de los manipuladores del
proyecto se hará uso del Algoritmo de Lagrange-Euler10. Sin embargo antes de des-
cribirlo es conveniente hacer algunas definiciones.

En este documento se define D como la matriz de inercia del Robot manipulador,
ésta es una matriz simétrica definida positiva de n × n elementos, los cuales son
funciones de q, donde q es el vector de coordenadas generalizadas, en este caso
de las variables articulares del Robot, es decir,

q =


θ1
θ2
...
θn

 .

Esta matriz, se encuentra relacionada con la energía cinética K = 1
2
q̇T D q̇.

La matriz de fuerzas de Coriolis y centrípeta H es una matriz de n × n elementos,
los cuales son funciones de q y q̇ y satisface la relación

q̇T
[
1
2
Ḋ −H

]
q̇ = 0.

El vector de gravedad g de n×1 depende sólo de las posiciones articulares q, y está
presente en Robots sin contrapesos o resortes.

Después de estas aclaraciones se describe el Algoritmo de Lagrange-Euler para la
dinámica de un Robot manipulador.

9BARRIETOS, PEÑIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robótica. Madrid. 1997. pág. 131
10BARRIETOS, PEÑIN, BALAGUER, ARACIL. Fundamentos de robótica. Madrid. 1997. pág. 135
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L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a las normas
de D-H.

L-E 2. Obtener las matrices de transformación 0Ai para cada elemento i.

L-E 3. Obtener las matrices U ij definidas por:

U ij =
∂ 0Ai

∂qj

L-E 4. Obtener las matrices U ijk definidas por:

U ijk =
∂ U ij

∂qk

L-E 5. Obtener las matrices de pseudoinercias J i para cada elemento, que vienen
definidas por:

J i =


∫
xi

2 dm
∫
xi yi dm

∫
xi zi dm

∫
xi dm∫

yi xi dm
∫
yi

2 dm
∫
yi zi dm

∫
yi dm∫

zi xi dm
∫
zi yi dm

∫
zi

2 dm
∫
zi dm∫

xi dm
∫
yi dm

∫
zi dm

∫
dm


donde las integrales están extendidas al elemento i considerado, y (xi, yi, zi)
son las coordenadas del diferencial de masa dm respecto al sistema de coor-
denadas del elemento.

L-E 6. Obtener la matriz de inercias D = [dij] cuyos elementos vienen definidos
por:

dij =
n∑

k=max(i,j)

Tr (U kj JkU
T
ki)

con: i, j = 1, 2, . . . , n
n : número de grados de libertad

L-E 7. Obtener los términos hikm definidos por:

hikm =
n∑

j=max(i,k,m)

Tr(U jkm J j U
T
ji)

con i, k,m = 1, 2, . . . , n
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L-E 8. Obtener la matriz columna de fuerzas de Coriolis y centrípeta H = [hi]
T

cuyos elementos vienen definidos por:

hi =
n∑
k=1

n∑
m=1

hjkm q̇k q̇m

L-E 9. Obtener la matriz columna de fuerzas de gravedad C = [ci]
T cuyos

elementos están definidos por:

ci =
n∑
j=1

(
−mj g U ji

jrj
)

con i = 1, 2, . . . , n

g: es el vector de gravedad expresado en el sistema de referencia de la base
{S0} y viene expresado por 〈gx0, gy0, gz0, 0〉
jrj: es el vector de coordenadas homogéneas del centro de masas del ele-
mento j expresado en el sistema de referencia del elemento i.

L-E 10. La ecuación dinámica del sistema será:

τ = D q̈ +H +C

donde τ es el vector de fuerzas y pares motores efectivos aplicados sobre
cada coordenada qi.

2.2 MARCO CONCEPTUAL

Para el desarrollo de los robots manipuladores se requiere un diseño tanto mecánico
como el eléctrico, y los sorprendentes desarrollos que se logran cada día en cuanto
a su destreza y eficiencia, son posibles gracias, no solamente a un buen diseño
mecánico, sino también se debe realizar una adecuada selección de los motores o
actuadores, de los cuales se encuentran de distintos tipos y diseños según la necesi-
dad y características; estos son los elementos finales, pero más importantes de los
manipuladores, sin éstos no habría movimiento y como efecto tampoco manipu-
lación de objetos, es por esto que para cada aplicación del manipulador, se requiere
determinado motor, de más o menos potencia, velocidad, torque, que permiten llegar
a la finalidad, al proceso en sí, sin embargo, detrás de los motores o actuadores se
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encuentra todo un complejo esquema de circuitos, al cual se le conectan sensores,
un integrado que permite procesar y ejecutar decisiones, como un microcontrolador,
computadora o dispositivo lógico programable (PLC).

Partes de un robot manipulador:

• Efector o herramienta final: El extremo de la muñeca de un robot tiene ad-
junto un efector final, denominado también herramienta de extremo de brazo.
Según el tipo de operación, los dispositivos finales pueden estar equipados
con: sujetadores, ganchos, palas, electroimanes campanas de vacío y dedos
adhesivos, para manejar materiales; pistolas de aspersión para pintar; acce-
sorios para soldar por puntos y con arco; herramientas motorizadas, como
taladros, llaves de tuerca y pulidoras; instrumentos de medición, como indi-
cadores y calibradores. Para la manipulación de materiales frágiles o para
facilitar trabajos de ensamblaje, los efectores finales pueden estar provistos
de mecanismo elásticos para disminuir la fuerza de sujeción y hacer más deli-
cados los movimientos.

• Fuente de alimentación: Cada movimiento del brazo mecánico, en los ejes li-
neales y de rotación, se controla mediante servomotores independientes (mo-
tores controlados con mecanismos electrónicos), que funcionan gracias a una
fuente de alimentación eléctrica, neumática o hidráulica.

• Sistema de control computarizado: El sistema de control es el equipo de co-
municaciones y de procesamiento de información que emite los comandos de
movimiento del robot. Es el cerebro del robot; almacena datos para iniciar
y analizar los movimientos del manipulador. El sistema se interconecta con
computadoras y otros equipos, como celdas de manufactura o sistemas de
ensamblaje. Los manipuladores y los efectores serían los brazos y las manos
del robot.

• Sensores: Los últimos adelantos tecnológicos, permiten que los robots se rela-
cionen con su espacio en tiempo real, mediante sensores que recolectan infor-
mación y le dan órdenes para auto-programarse y elegir acciones de acuerdo
a las circunstancias establecidas, así son capaces de sortear obstáculos e
interactuar con otras máquinas, por ejemplo.

Los robots manipuladores constituyen una parte importante para la industria, por lo
que se ha convertido en toda una ciencia, y como tal su estudio permite estandarizar
y normalizar en sus diferentes configuraciones, como se describen en la Figura 14.
Dentro de estos manipuladores industriales como los vistos en la figura anterior, es-
tán inmersas las articulaciones, las cuales son importantes para determinar el tipo
de movimiento del robot manipulador o Grados de Libertad (GDL), que no es más
que el número de entradas que necesita para proporcionar una salida predecible,
de esta manera se determina el movimiento no sólo de las articulaciones, sino de
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Figura 14: Configuraciones más frecuentes en manipuladores industriales

Fuente: BARRIENTOS. PEÑIN. BALAGUER. ARACIL. Fundamentos de robótica. Pág. 18

Figura 15: Tipos de articulaciones para robots manipuladores

Fuente: BARRIENTOS. PEÑIN. BALAGUER. ARACIL. Fundamentos de robótica. Pág. 17

todo el robot manipulador en general.

De esta manera se logra articular eslabones en los robots industriales manipu-
ladores, en los cuales los tipos de juntas más usados son las rotacionales, debido a
su facilidad de implementación, pues con un motor se logra este tipo de movimiento,
ya sea servomotor, motorreductor, o motores paso a paso, cada uno de los cuales
con características que los hacen más convenientes o no frente a los demás, las
ventajas de los motores paso a paso es su gran precisión, de los servomotores son
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el fácil control de posición y de los motores DC con reducciones genera un gran
torque que puede llegar a tener de acuerdo a la relación de los engranajes, además
ahora se fabrican pequeños motores DC que pueden llegar a las 30.000 revolu-
ciones por minuto, lo cual traduce un gran torque de salida aplicando correctamente
reducciones y logrando optimas eficiencias.
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3 METODOLOGÍA

Las etapas para la realización de este proyecto se muestran en la Figura 16, en la
cual sigue esta metodología para cada robot. Los elementos comunes a los tres
manipuladores son el Gripper y la generación de trayectorias, lo demás es único
para cada robot.

Figura 16: Diseño Metodológico

Fuente: Autores del proyecto

Esta metodología propuesta se presenta a lo largo del documento, teniendo tres
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grandes secciones, una por cada Robot, dentro de las cuales se presentan subsec-
ciones que desarrollan los items del diagrama de la Figura 16 con el mismo orden
que allí tiene. El orden es secuencial debido a la dependencia de algunos items
respecto a otros, por ejemplo para realizar el cáculo de la cinemática directa es
necesario hallar los parámetros de Denavit-Hartemberg, para luego calcular la ci-
nemática inversa, seguido del análisis dinámico; estas etapas son necesarias para
establecer los actuadores de los manipuladores, a partir de los cuales se diseña el
circuito de control y potencia, en el cual además se tiene en cuenta la comunicación
entre el circuito, los motores y el computador. Teniendo diseñado el Robot manipu-
lador se adquieren los componentes, se ensambla, para posteriormente realizar las
respectivas pruebas de funcionamiento. Finalmente documentar este proceso en
este documento.
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4 ROBOT SCARA

El término SCARA es un acrónimo que responde por sus siglas en inglés Selec-
tive Compliance Arm for Robotic Assembly, (Brazo de cumplimiento selectivo para
ensamblaje robótico), es de más fácil modelamiento que un robot cartesiano, su
espacio de trabajo está determinado en coordenadas cilíndricas, por lo cual la al-
tura del elemento final se determina de una manera sencilla. En general los robots
SCARA son de tres Grados de libertad (GDL), sin embargo en este trabajo el mode-
lamiento de este robot (ver Figura 17) se realizó con cuatro GDL como se muestra
en la Figura 18, permitiendo una mejor ubicación espacial del elemento final, que
para este caso es una garra o gripper (en inglés). El modelo inicial parte de un robot
SCARA convencional, incluyendo el cuarto grado de libertad que permite ubicar el
elemento a manipular con un ángulo determinado sobre el plano.

Figura 17: Modelo del robot SCARA de 4 GDL

Fuente: Autores del proyecto
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Figura 18: Grados de libertad del robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

4.1 CINEMÁTICA DIRECTA

Como ya se mencionó anteriormente la cinemática directa consiste en obtener la
posición y orientación final del elemento final del manipulador conociendo el valor
de las variables articulares, sin embargo el fin particular de la cinemática directa es
obtener la matriz final de forma simbólica, de manera que permita posteriormente
el análisis de la cinemática inversa del robot, ya que a través de las expresiones
de esta matriz simbólica se calcularán los valores de las variables articulares que
permitirá al manipulador llegar a una posición deseada (cinemática inversa).
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Figura 19: Sistemas de referencia del robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 19 se observan los sistemas de referencia para el robot SCARA, se ubi-
caron siguiendo el algoritmo de D-H, los respectivos parámetros están consignados
en la Tabla 2.

Tabla 2: Parámetros de D-H para el Robot SCARA

SISTEMAS bi θi ai αi

0− 1 l1 0 0 0
1− 2 l2 θ1 l3 0
2− 3 0 θ2 l4 0
3− 4 −l5 0 0 0
4− 5 −l6 θ3 0 0

Fuente: Autores del proyecto
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Normalmente la tabla donde se presentan los parámetros de D-H tiene tantas filas
como GDL presenta el robot, sin embargo en este caso la Tabla 2 presenta una
más, la cual es necesaria para referenciar el sistema de referencia uno al sistema
absoluto. Las cuatro columnas de la derecha de la tabla representan la traslación
en z, orientación en z, traslación en x y rotación en x respectivamente, de manera
que se cumpla con lo indicado en el algoritmo de D-H.

T b(bi) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 bi
0 0 0 1

 (1)

T θ(θi) =


cos(θi) − sin(θi) 0 0
sin(θi) cos(θi) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (2)

T a(ai) =


1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3)

T α(αi) =


1 0 0 0
0 cos(αi) − sin(αi) 0
0 sin(αi) cos(αi) 0
0 0 0 1

 (4)

Las matrices de transformación (1), (2), (3) y (4) representan la traslación en z,
rotación en z, traslación en x y rotación en x respectivamente. Con estas matrices y
los parámetros de D-H de la Tabla 2 se calcula la cinemática directa, como sigue a
continuación.

0A1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 l1
0 0 0 1

 , (5)

1A2 =


cos(θ1) − sin(θ1) 0 l3 cos(θ1)
sin(θ1) cos(θ1) 0 l3 sin(θ1)

0 0 1 l2
0 0 0 1

 , (6)

2A3 =


cos(θ2) − sin(θ2) 0 l4 cos(θ2)
sin(θ2) cos(θ2) 0 l4 sin(θ2)

0 0 1 0
0 0 0 1

 , (7)
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3A4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −l5
0 0 0 1

 , (8)

4A5 =


cos(θ3) − sin(θ3) 0 0
sin(θ3) cos(θ3) 0 0

0 0 1 −l6
0 0 0 1

 . (9)

Las anteriores matrices corresponden a la orientación y posición de un sistema res-
pecto al inmediatamente anterior, la multiplicación de éstas produce la matriz de
transformación total, que genera la posición y orientación del elemento final respecto
al sistema 0.

0A5 =


cos(θ1 + θ2 + θ3) − sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)
sin(θ1 + θ2 + θ3) cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 l4 sin(θ1 + θ2) + l3 sin(θ1)

0 0 1 l1 + l2 − l5 − l6
0 0 0 1


(10)

La matriz de transformación 0A5 representa la cinemática directa del robot, donde
conociendo los parámetros propios del robot, que son las distancias y las variables
articulares se calcula la matriz final de transformación (10).

4.2 CINEMÁTICA INVERSA

El cálculo de la cinemática inversa requiere conocer la matriz de transformación
final, que proporciona la orientación y posición del elemento final del robot, además
de los parámetros restantes del robot (distancias de los eslabones), que para el
robot SCARA son l1, l2, l3, l4 y l6. La matriz M se define como,

M =


nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

 , (11)

en la cual todos los parámetros son conocidos, los vectores n, o y a (primeros tres
elementos de las primeras tres columnas) representan la orientación de los ejes x, y,
z del sistema final respecto al sistema fijo en la base. Comparando las componentes
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(3, 4) de las matrices (10) y (11) se obtiene la siguiente relación para l5, que es la
articulación prismática.

l5 = l1 + l2 − l6 − pz. (12)

De manera similar, se realiza este procedimiento con las componentes (1, 4) y (2, 4)
de las matrices (10) y (11) para obtener las expresiones de px y py.

l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1) = px, (13)

l4 sin(θ1 + θ2) + l3 sin(θ1) = py. (14)

Estas dos ecuaciones se elevan al cuadrado, posteriormente se suman y se resuelve
para θ2.

θ2 = ± π + arccos

(
l3

2 + l4
2 − px2 − py2

2 l3 l4

)
. (15)

Sustituyendo el valor de θ2 nuevamente en las ecuaciones (13) y (14), se resuelve
para sin(θ1) y cos(θ1). De esta manera se organiza de forma matricial el sistema de
dos ecuaciones, con lo que se determina la expresión,(

sin(θ1)

cos(θ1)

)
=

(
−l4 sin(θ2) l3 + l4 cos(θ2)

l3 + l4 cos(θ2) l4 sin(θ2)

)−1(
px

py

)
, (16)

en la cual, se tiene la respuesta para sin(θ1) y cos(θ1) y usando la función atan2, se
realiza el cálculo arctan para θ1, en el cual además tiene en cuenta el cuadrante.

Con las posiciones (2,1) y (2,2) de la matrizM , se halla un ángulo β, que es la suma
de θ1, θ2 y θ3, que sirve para calcular algebraicamente θ3.

Como se obtuvieron dos respuestas para θ2, se tendrán de la misma manera dos
respuestas para θ1 y θ3, ambas respuestas son matemáticamente válidas en la res-
olución del problema cinemático inverso, a través de las dos se llega a la posición
deseada. Para el movimiento real se evalúan las respuestas, teniendo en cuenta
que no superen la restricción angular de los servomotores y así seleccionar sólo
una.

4.3 ACTUADORES

En un proceso específico se diseña el Robot a partir de la tarea a realizar, por lo cual
se tendrá la medida de los eslabones en un diseño inicial, llegando al final al torque
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necesario para mover los eslabones. Sin embargo al diseñar un Robot de manera
académica, como en este caso, no se tiene certeza de la magnitud de los eslabones,
de manera que estas medidas se estimaron a partir de la disponibilidad de los mo-
tores proporcionados por la Universidad para la realización de este proyecto. Para el
Robot SCARA se disponen de manipuladores AX-12A, las características se indican
en la Tabla 3 y el motor se muestra en la Figura 20.

Tabla 3: Características principales del Dynamixel AX-12

AX-12
Weight(g) 55
Gear Reduction Ratio 1/254
Input Voltage (V) at 7V at 10V
Final Max Holding Torque (Kgf.cm) 12 16.5

Sec/60 degree 0.269 0.196

Fuente: http://support.robotis.com/en/

Figura 20: Servomotor Dynamixel AX-12A

Fuente: http://www.robotis-shop-en.com/shop/step1.php?number=873&b_code=
B20070914050547&c_code=C20111128024236

El dynamixel AX-12A sensa entre −150◦ a 150◦, permitiendo 300◦ de movilidad para
el grado de libertad. En el robot SCARA propuesto se colocan tres servomotores de
estas características para los tres GDL rotacionales.
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4.4 ANÁLISIS DINÁMICO

4.4.1 Cálculo Paramétrico

El análisis dinámico del robot se realizó siguiendo el algoritmo de Lagrange-Euler
descrito en la sección 2.1.2.

L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a los paráme-
tros de D-H.

En la Figura 21 se pueden ver los sistemas de referencia por eslabón, para el es-
labón 1, le corresponde el sistema 1, de esta manera sucesivamente hasta el es-
labón 4.

Figura 21: Eslabones del Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto
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Los pasos L-E 2, L-E 3 y L-E 4 se muestran en los anexos A, B y C respectivamente.

L-E 5. Matrices de pseudoinercias J i

Antes de definir las matrices de pseudoinercias se deben hallar las distancias entre
los sistemas de referencia definidos en la Figura 21 y los centros de masa de cada
eslabón. Para este paso se recomienda ver los eslabones en una vista normal al eje
de rotación, ya que las distancias efectivas son respecto a la rotación del eslabón,
este eje se toma como un elemento rígido, es decir, no rota o se flecta en cualquier
eje distinto al que debe rotar.

Figura 22: Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del Robot
SCARA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 22 se muestran d1 y d2, que son las distancias entre los sistemas de
referencia y los centros de masa de los eslabones 1 y 2 respectivamente, los cuales
se tienen en cuenta para calcular las matrices de pseudoinercia. Los eslabones 3
y 4 son convenientemente coincidentes (en el eje de rotación) los sistemas de re-
ferencia con los centros de masa del eslabón, por lo cual no hay distancia efectiva
entre el centro de masa y el sistema.
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La matriz de pseudoinercia se define,

J i =


∫
xi

2 dm
∫
xi yi dm

∫
xi zi dm

∫
xi dm∫

yi xi dm
∫
yi

2 dm
∫
yi zi dm

∫
yi dm∫

zi xi dm
∫
zi yi dm

∫
zi

2 dm
∫
zi dm∫

xi dm
∫
yi dm

∫
zi dm

∫
dm

 ,

por lo cual las matrices de pseudoinercia quedan,

J1 =


d1

2m1 0 0 d1m1

0 0 0 0
0 0 0 0

d1m1 0 0 m1

 , (17)

J2 =


d2

2m2 0 0 d2m2

0 0 0 0
0 0 0 0

d2m2 0 0 m2

 , (18)

J3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m3

 , (19)

J4 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m4

 , (20)

donde m1,m2,m3,m4 son las masas de los eslabones.

L-E 6. Matriz de inercias D.

D =


d11 d12 0 0
d21 d22 0 0
0 0 d33 0
0 0 0 0

 , (21)

donde,

d11 = (m2 +m3 +m4)
[
2 l3 l4cos(θ2) + l3

2 + l4
2
]

+m2 d2 [d2 + 2 l4 + 2 l3cos(θ2)] +m1 (d1 + l3)
2 ,

d22 = m2 (d2 + l4)
2 + l4

2m3 + l4
2m4,

d33 = m3 +m4,

d12 = d21 = [l4 + l3 cos(θ2)] [l4 (m2 +m3 +m4) +m2 d2] +m2 d2 (d2 + l4) .
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Los términos hikm correspondientes al paso L-E 7 se muestran en el anexo D.

L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centrípeta H.

H =


−θ̇2 l3 sin(θ2)

(
2 θ̇1 + θ̇2

)
(d2m2 + l4m2 + l4m3 + l4m4)

θ̇1
2
l3 sin(θ2) (d2m2 + l4m2 + l4m3 + l4m4)

0

0

 . (22)

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C.

El vector g se define a partir del sistema de referencia cero, por lo cual para el Robot
SCARA queda,

g =
〈
0, 0, −g, 0

〉
, (23)

donde g es el vector gravedad y g es el valor de la gravedad;

los vectores jrj quedan,

1r1 =


d1

0

0

1

 , 2r2 =


d2

0

0

1

 , 3r3 =


0

0

0

1

 , 4r4 =


0

0

0

1

 , (24)

y el vector columna C,

C =


0
0

−g (m3 +m4)
0

 . (25)

L-E 10. Ecuación dinámica del sistema

τ =D q̈ +H +C.

τ1 = θ̈1{
[
l3

2 + 2 l3 l4 cos(θ2)
]
(m2 +m3 +m4) + l4

2 (m3 +m4)

+m2 (d2 + l4)
2 + 2m2 d2 l3 cos(θ2) +m1 (d1 + l3)

2}
+θ̈2 {(l4 + l3 cos(θ2)) [l4 (m2 +m3 +m4) +m2 d2] +m2 d2 (d2 + l4)}
−θ̇2l3 sin(θ2)

(
2θ̇1 + θ̇2

)
[l4 (m2 +m3 +m4) +m2 d2] ,

(26)
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τ2 = θ̇1
2
l3 sin(θ2) [l4 (m2 +m3 +m4) +m2 d2]

+θ̈1 [(l4 + l3 cos(θ2)) (l4 (m2 +m3 +m4) +m2 d2) +m2 d2 (d2 + l4)]

+θ̈2
[
m2 (d2 + l4)

2 + l4
2 (m3 +m4)

]
,

(27)

τ3 = (m3 +m4)
(
l̈5 − g

)
, (28)

τ4 = 0, (29)

donde τ1, τ2, τ3, τ4 son las fuerzas y pares pares motores efectivos aplicados sobre
las coordenadas θ1, θ2, l5 y θ3 respectivamente.

4.4.2 Cálculo Numérico

Para la realización del cálculo numérico de la dinámica del Robot SCARA se deben
tener en cuenta las distancias y las masas de los eslabones, por lo cual hallar con
certeza las magnitudes de los eslabones a partir del torque de los motores sería
inapropiado si se tiene en cuenta el cálculo dinámico, pues estas ecuaciones pre-
sentan muchas variables relacionadas entre sí, además la masa de un eslabón de-
pende del material con el cual se fabrique. De acuerdo esto se diseñarán eslabones
asumiendo inicialmente las distancias, verificando finalmente que no sobrepase el
torque puede entregar cada motor.

Con ayuda de SolidWorks, se diseñaron eslabones dispuestos en un material con
una buena relación entre peso y resistencia, como lo es el aluminio, las distancias
asumidas inicialmente para los eslabones 1 y 2 son de 250 [mm], ya que sumadas
estas distancias da 0.5 [m], haciendo que el espacio de trabajo esté en una circun-
ferencia de diámetro 1[m], sin embargo el eslabón 2 quedó de 247.5 [mm], para que
no sobrepasara la circunferencia de la base y evitar colapsos. Con estas distancias
se diseñó el Robot, para el cual las masas quedan:

Eslabón 1 → l3 = 250 [mm]; m1 = 450.1 [gr].
Eslabón 2 → l4 = 247.5 [mm]; m2 = 382.7 [gr].
Eslabón 3 → l5 = 200 [mm]; m3 = 234.3 [gr].
Eslabón 4 → l6 = 192.5 [mm]; m4 = 197.25 [gr].

Las distancias restantes: l1 = 375 [mm],
l2 = 40 [mm],

y las distancias de los sistemas de referencia a los centros de masa d1 = 101.85 [mm]
y d2 = 81.6 [mm].
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Teniendo estos datos se mostrará el análisis numérico partir del paso L-E 6. del
algoritmo de Lagrange-Euler, pues los pasos anteriores están contenidos en su ma-
yoría por las variables articulares, no por los parámetros del Robot, como lo son los
ya descritos, además los cambios no afectan el tamaño de las expresiones, como sí
lo es a partir de este paso.

L-E 6. Matriz de Inercias D.

D =


0.11638 cos(θ2) + 0.1745 0.058189 cos(θ2) + 0.067884 0 0

0.058189 cos(θ2) + 0.067884 0.067884 0 0
0 0 0.43155 0
0 0 0 0

 .

(30)
L-E 7. Elementos hikm.

h112 = −0.058189 sin(θ2) , (31)

h121 = −0.058189 sin(θ2) , (32)

h122 = −0.058189 sin(θ2) , (33)

h211 = 0.058189 sin(θ2) , (34)

el valor de los demás elementos hikm se encuentran en la ecuación (184).

L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centrípeta H.

H =


−0.058189 θ̇2 sin(θ2)

(
2 θ̇1 + θ̇2

)
0.058189 θ̇1

2
sin(θ2)

0
0

 . (35)

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C.

C =


0
0

−0.43155 g
0

 . (36)

L-E 10. Ecuación dinámica del sistema.

τ1 = θ̈2 [0.058189 cos(θ2) + 0.067884]

+θ̈1 [0.11638 cos(θ2) + 0.1745]

−0.058189 θ̇2 sin(θ2)
(
2 θ̇1 + θ̇2

)
,

(37)

τ2 = 0.058189 sin(θ2) θ̇1
2
+ 0.067884 θ̈2

+θ̈1 [0.058189 cos(θ2) + 0.067884] ,
(38)
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τ3 = 0.43155 l̈5 − 0.43155 g, (39)

τ4 = 0. (40)

Como se puede ver en las ecuaciones dinámicas numéricas para el Robot SCARA,
la gravedad se dejó expresada, no se sustituyó por su valor numérico, esto con el
fin de apreciar el efecto sobre cada variable articular, la cual para este Robot sólo
afecta a la variable prismática. Además en estas ecuaciones también se aprecia
una ventaja de esta configuración, la gravedad no afecta a los primeros dos GDL,
haciendo que los motores no tengan que generar grandes torques, como si lo es en
las configuraciones de Robots Articulares.

4.5 ESPACIO DE TRABAJO

El espacio de trabajo de este robot lo definen las longitudes de los eslabones y
las restricciones mecánicas de los actuadores respecto al ángulo, las cuales se
mencionaron en el apartado anterior.

Figura 23: Orientación del robot SCARA para determinar el radio mínimo del espacio de
trabajo

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 23 se muestra el robot desde la vista superior y el ángulo θ2 mínimo
(−150◦), para determinar la menor distancia admisible desde el sistema de referencia
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cero, el vectorOA tiene como magnitud l3 (según la Figura 19) y orientación 0◦, para
el vector AB la magnitud es l4 y orientación −150◦. Conociendo esto se determina
fácilmente la magnitud del vector OB, que sería la menor distancia que el robot
puede alcanzar, entonces,

OA−AB cos(30◦) = OBx, (41)

−AB sin(30◦) = OBy. (42)

La magnitud de OB es:

|OB| =
√

(OBx)2 + (OBy)2. (43)

La posición del robot debe cumplir entonces con la condición:√
px2 + py2 > |OB|. (44)

Figura 24: Orientación del robot SCARA para determinar el radio máximo del espacio de
trabajo

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 24 se observan diferentes orientaciones del robot SCARA que ayudan
a determinar el radio máximo que puede éste puede alcanzar, en un rango desde
−150◦ hasta 150◦, tomando como posición inicial como se ve en la Figura 17, entre
este rango se cumple la condición,
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√
px2 + py2 < |l2 + l4|, (45)

esta condición funciona para el círculo rojo de la Figura 24, para las circunferencias
de color azul (con centro en C) y verde (con centro en D) se cumplen respectiva-
mente las siguientes ecuaciones.

x1 = l4 cos(θ2)− h,
y1 = l4 sin(θ2) + k,

(46)

x2 = l4 cos(θ2)− h,
y2 = l4 sin(θ2)− k,

(47)

donde: (−h, k) es el centro de la circunferencia de color azul, y
(−h,−k) es el centro de la circunferencia de color verde.

Las anteriores ecuaciones se graficaron en MATLAB siguiendo las condiciones an-
teriores, el gráfico se muestra en la siguiente Figura, el punto amarillo representa el
centro u origen.

Figura 25: Gráfica del perímetro del espacio de trabajo del Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

Finalmente el elemento final del robot puede llegar a cualquier posición dentro de
la intersección de las tres circunferencias que describen la Figura 24 y fuera de la
circunferencia de la Figura 23, como se aprecia en la Figura 26.
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Figura 26: Espacio de trabajo del robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

4.6 DISEÑO DEL CIRCUITO

Como se mencionó en capítulos anteriores, los motores del Robot SCARA son dy-
namixel, los cuales son digitales, es decir, su funcionamiento depende de una trama
de datos enviados por su pin de control, su comunicación de define en las hojas de
datos de cada uno de los motores, dentro de éstas se especifica qué circuito inte-
grado usar para los servomotores que tienen tres pines (series AX y MX) y cuatro
pines (serie RX).

Figura 27: Acondicionamiento del circuito para comunicar el servomotor dynamixel AX-12A

Fuente: http://support.robotis.com/en/
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En la Figura 27 se muestra cómo acondicionar la señal full duplex a half duplex,
ya que la comunicación RS232 es originalmente full duplex y los servomotores dy-
namixel AX-12A se comunican con este protocolo (en half duplex), exceptuando los
niveles de tensión, los cuales son TTL (transistor-transistor logic). El fabricante de
los motores recomienda usar los circuitos integrados 74HC126 y 74HC04, contro-
lados por un pin que controla la dirección de transmisión. En el circuito diseñado
se implementó un solo circuito integrado, el 74HC241, el cual ya tiene una entrada
negada, como se muestra en la Figura 28.

Figura 28: Diagrama lógico del 74HC241

Fuente: http://www.nxp.com/documents/data_sheet/74HC_HCT241_CNV.pdf

El tipo de comunicación de estos servomotores hace que se requiera un puerto
serial-COM de un computador, sin embargo los actuales no traen un puerto DB9 o
DB25 incluido, por lo cual se hace necesario usar un emulador de puerto serial-COM
por USB, como el FT232RL que se muestra en la Figura 29.

Este circuito integrado no solo emula un puerto serial-COM, permite la comunicación
RS232, RS485, con microcontroladores (niveles TTL), entre otros, para lo cual se
requiere acondicionar un circuito, como se explica en la hoja de datos de este dis-
positivo. Para el diseño del circuito que permite la comunicación entre el computador
y los motores se utilizó un circuito diseñado por la empresa SPARKFUN11, el cual ya
contiene el puerto MINI-USB y los demás elementos para lograr la comunicación. El
circuito se puede ver en la Figura 30.

11https://www.sparkfun.com/
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Figura 29: Diagrama de pines y esquemático del circuito integrado FT232RL

Fuente: http://www.ftdichip.com/Support/Documents/DataSheets/ICs/DS_FT232R.pdf

Figura 30: Breakout Board for FT232RL USB to Serial

Fuente: https://www.sparkfun.com/products/718

En la Figura 31 se muestra el diagrama esquemático del circuito Breakout Board for
FT232RL USB to Serial de la Figura 30, para el uso de este circuito en el proyecto
se usan los pines TXD y RXD, colocando el jumper JP4 entre los pines VCC y
VCCIO, para que la comunicación se establezca entre niveles de tensión de 0 - 5
VDC. Debido a los osciladores de distintas frecuencias entre el FT232RL y el cir-
cuito interno de los servomotores dynamixel, no fue posible comunicar directamente
el computador con los dynamixel, por lo cual se implementó un microcontrolador en-
tre estos dos dispositivos, el seleccionado fue el PIC16F88, el cual con un oscilador
de 16[MHz], que permite una transmisión de 1[Mbs] (Mega Baudio por segundo) y
con el computador de 115200[bs].

El robot SCARA tiene una variable prismática que cambia debido al movimiento de
un micromotor-reductor que requiere de un puente H para cambiar la polaridad y con
esta el sentido de giro del motor; para medir la distancia de esta variable (l5 según
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Figura 31: Esquemático del Breakout Board for FT232RL USB to Serial

Fuente: http://dlnmh9ip6v2uc.cloudfront.net/datasheets/BreakoutBoards/
FT232R-Breakout-v36.pdf

la Figura 19) se implementó el sensor ultrasónico SRF05, el modo de conexión se
muestra en la Figura 32.

Figura 32: Modo de conexión del sensor ultrasónico SRF05

Fuente:
http://www.msebilbao.com/notas/downloads/Medidor%20Ultrasonico%20SRF05.pdf
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El sensor SRF05 mide el valor de la variable l5 de Robot SCARA, es el de menor
rango de operación de la familia de sensores ultrasónicos SRF, permite hacer una
medición entre 1.7[cm] y 4[m], para esta aplicación se usa entre 2 − 20[cm]. Las
demás características de este sensor se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4: Características técnicas del sensor ultrasónico SRF05

PARÁMETRO VALOR UNIDAD
Dimensiones del circuito 43 x 20 x 17 mm

Tensión de alimentación 5 Vcc
Frecuencia de trabajo 40 KHz

Rango máximo 4 m

Rango mínimo 1.7 cm

Duración mínima del pulso de disparo (nivel TTL) 10 µS

Duración del pulso de eco de salida (nivel TTL) 100-25000 µS

Tiempo mínimo de espera entre una medida y el inicio de otra 20 mS

Fuente:
http://www.msebilbao.com/notas/downloads/Medidor%20Ultrasonico%20SRF05.pdf

Como ya se mencionó, el microcontrolador a utilizar es el PIC16F88, éste se selec-
cionó por la cantidad de pines, la frecuencia de oscilación y la característica más
importante, permite la doble comunicación, con el computador y con los servomo-
tores dynamixel, en la Figura 33 se muestra la conexión del microcontrolador con
los demás elementos.

Este circuito diseñado para el Robot SCARA además contiene el Circuito Integrado
(IC) L293D, el cual es un puente H que maneja hasta 1[A] de corriente, éste es la
etapa de potencia entre el microcontrolador y el micromotor-reductor utilizado para
la variable l5 de este Robot; este micromotor se alimenta a 6[VDC ], por lo cual fue
necesario colocar un regulador de voltaje LM7806, pues la fuente de alimentación
para la parte de potencia del circuito es de 12[VDC ], debido a que el voltaje de ali-
mentación de los servomotores dynamixel es de éste valor de voltaje.

Además de los elementos ya mencionados el circuito mostrado en la Figura 33
cuenta los los respectivos conectores para,

• la fuente,

• el micromotor,

• el microservo del gripper,
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Figura 33: Circuito esquemático de control y potencia diseñado para el Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

• los servomotores dynamixel,

• los cinco pines del ICSP para quemar el programa en el microcontrolador,

• el circuito Breakout Board for FT232RL USB to Serial.

A partir del circuito esquemático de la Figura 33 se diseñó el realizó el diseño del
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Figura 34: Diseño del circuito impreso del robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

circuito impreso mostrado en la Figura 34, para luego fabricar el circuito mostrado
en la Figura 35.

Figura 35: Fotografía del circuito de control y potencia para el Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto
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5 ROBOT ANTROPOMÓRFICO

El modelo de un robot antropomórfico, hace referencia a un sistema mecánico que
está ligado con su forma de humano o de una parte del cuerpo humano; para este
caso se tiene un brazo manipulador que se asemeja al de una persona, y consta de
grados de libertad de tipo rotacional, y se encuentra dividido en dos segmentos, que
son análogos al brazo y la muñeca de una persona. En la Figura 36 se muestra el
brazo manipulador con sus respectivos GDL en cada una de las articulaciones, con
ello se puede determinar la posición y orientación del extremo del brazo robótico.

Figura 36: Grados de libertad del Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto
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5.1 CINEMÁTICA DIRECTA

De manera similar al robot SCARA, en este apartado se obtendrá la posicion y
orientacion del elemento final del robot, a través de la cinemática directa. Para el
modelo antropomorfico se tienen los siguientes sistemas de referencia y ángulos
articulares.

Figura 37: Sistemas de referencia del Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 37 se detallan los sistemas de referencia planteados y los grados de

58



libertad para el posterior análisis cinemático, para el cual es necesario obtener los
parámetros de D-H, descritos en la Tabla 5.

Tabla 5: Parámetros de D-H para el Robot Antropomórfico

SISTEMAS bi θi ai αi

0− 1 l1 θ1 0 90◦

1− 2 0 θ2 + 90◦ l2 0
2− 3 0 θ3 l3 0
3− 4 0 θ4 + 90◦ 0 90◦

4− 5 l4 θ5 0 0

Fuente: Autores del proyecto

Sustituyendo los parámetros de D-H de la tabla anterior en las matrices de transfor-
mación (1), (2), (3) y (4), permite obtener las siguientes matrices de transformación:

0A1 =


cos(θ1) 0 sin(θ1) 0
sin(θ1) 0 − cos(θ1) 0

0 1 0 l1
0 0 0 1

 , (48)

1A2 =


− sin(θ2) − cos(θ2) 0 −l2 sin(θ2)
cos(θ2) − sin(θ2) 0 l2 cos(θ2)

0 0 1 0
0 0 0 1

 , (49)

2A3 =


cos(θ3) − sin(θ3) 0 l3 cos(θ3)
sin(θ3) cos(θ3) 0 l3 sin(θ3)

0 0 1 0
0 0 0 1

 , (50)

3A4 =


− sin(θ4) 0 cos(θ4) 0
cos(θ4) 0 sin(θ4) 0

0 1 0 0
0 0 0 1

 , (51)

4A5 =


cos(θ5) − sin(θ5) 0 0
sin(θ5) cos(θ5) 0 0

0 0 1 l4
0 0 0 1

 . (52)

La matriz resultante 0A5 es

0A5 =

 0n5
0o5

0a5
0p5

0 0 0 1

 , (53)
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donde,

0n5 =


sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

− cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)

 ,

0o5 =


cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ1) cos(θ5)

sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

 ,

0a5 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4)

 ,

0p5 =


− cos(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))− l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

− sin(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))− l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

l1 + l3 cos(θ2 + θ3) + l2 cos(θ2) + l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

 .

5.2 CINEMÁTICA INVERSA

Para realizar el análisis de la cinemática inversa del Robot Antropomórfico, se hace
uso del método del desacoplo cinemático, el cual segmenta al Robot en dos partes,
de manera que reduce el cálculo de cinco variables a tres, haciendo mucho más
fácil la manipulación de las ecuaciones y llegar más rápido a la respuesta. Para
comenzar, al Robot se le debe “retirar” sólo un segmento, ya que de éste (el seg-
mento final) se conoce la orientación a la cual se quiere que llegue, pues se conoce
la matriz deseada dada M .

Recordando, la matriz M se puede denotar:

M =

 n o a p

0 0 0 1

 ,
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donde, n es el vector unitario de orientación del eje x,
o es el vector unitario de orientación del eje y,
a es el vector unitario de orientación del eje z,
p es el vector de posición.

El desacoplo para este Robot es:

Pm = Pr − l4 a,

donde, Pm es el vector del sistema 0 al sistema 3,
Pr es el vector del sistema 0 al sistema 5 (final),

como se muestra en la Figura 38.

Figura 38: Desacoplo cinemático para el Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

De manera que ahora se conoce la posición del sistema 3, con la cual se resuelve
para los primeros tres GDL al igualar con las ecuaciones de posición obtenidas del
sistema 3 respecto al 0 a través de la cinemática directa, la cual es,

0p3 =


− cos(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

− sin(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

l1 + l3 cos(θ2 + θ3) + l2 cos(θ2)

 , (54)
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luego, se igualan las posiciones 1 y 2 de los vectores 0p3 con Pm y se resuelve para
θ1, por tanto,

θ1 = atan2(−Pm2,−Pm1) . (55)

Realizando el mismo procedimiento, pero ahora con las posiciones 1 y 3 de los
mismos vectores, se resuelve para θ3

θ3 = ± arccos

(
e1

2 + e2
2 − l22 − l32

2 l2 l3

)
, (56)

donde, e1 =
−Pm1

cos(θ1)
,

e2 = Pm2 − l1.
Para calcular θ2, nuevamente se toman las posiciones 1 y 3 de los vectores Pm y
0p3. Estas ecuaciones se pueden expresar de la forma: −Pm1

cos(θ1)

Pm3 − l1

 =

 l2 + l3 cos(θ3) l3 sin(θ3)

−l3 sin(θ3) l2 + l3 cos(θ3)

 sin(θ2)

cos(θ2)

 , (57)

resolviendo para sin(θ2) y cos(θ2): sin(θ2)

cos(θ2)

 =

 l2 + l3 cos(θ3) l3 sin(θ3)

−l3 sin(θ3) l2 + l3 cos(θ3)

−1
 −Pm1

cos(θ1)

Pm3 − l1

 , (58)

de manera que para hallar la solución de esta variable se hace uso de la función
atan2, pues se tiene sin(θ2) y cos(θ2).

Habiendo obtenido la solución para los tres primeros GDL del Robot Antropomór-
fico, se realiza la evaluación de estos valores en la matriz simbólica 0A3, hallando
una matriz numérica 0M 3.

La matriz simbólica 0A5 se calcula,

0A5 =
0A1 × 1A2 × 2A3 × 3A4 × 4A5,

sin embargo también se puede expresar,

0A5 =
0A3 × 3A5.

De manera análoga,
M = 0M 3 × 3M 5,
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las cuales representan la matrices numéricas, en ésta expresión se desconoce la
matriz 3M 5, despejando,

3M 5 =
0M 3

−1 ×M . (59)

La homónima simbólica de ésta matriz es:

3A5 =
3A4 × 4A5, (60)

que para este Robot queda,

3A5 =


− cos(θ5) sin(θ4) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) l4 cos(θ4)

cos(θ4) cos(θ5) − cos(θ4) sin(θ5) sin(θ4) l4 sin(θ4)

sin(θ5) cos(θ5) 0 0

0 0 0 1

 . (61)

De las posiciones (1,4) y (2,4) de la matriz 3A5 se halla facilmente θ4,

θ4 = atan2
(
3M5 24,

3M5 14

)
, (62)

donde, 3M5 14 se refiere a la posición (1,4) de la matriz 3M 5,
3M5 24 se refiere a la posición (2,4) de la matriz 3M 5.

Para hallar el valor de θ5 se realiza el mismo procedimiento con el que se calculó θ4,
ahora se evalúa 0A4 para hallar 0M 4, por consiguiente,

4M 5 =
0M 4

−1 ×M . (63)

La matriz simbólica 4A5 se muestra en la ecuación (52). Finalmente,

θ5 = atan2
(
4M5 21,

4M5 11

)
. (64)

En la solución para θ3 se hallaron dos respuestas, por lo cual también se tendrán
dos respuestas para los demás ángulos, de manera que se debe evaluar los valores
obtenidos de acuerdo a las restricciones físicas.

5.3 ACTUADORES

Los actuadores que la Universidad dispuso para la construcción de este Robot son:

1 servomotor dynamixel RX-64,
1 servomotor dynamixel RX-28,
3 servomotores dynamixel AX-12A,
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las características de estos últimos ya se describieron en la sección 4.3.

El servomotor dynamixel RX-28 puede ejercer un torque de 28[Kg ·cm], al igual que
el AX-12A sensa entre −150◦ hasta 150◦, permitendo movilidad de 300◦, sin embargo
el accesorio que se acopla al eje (ver Figura 39), que lo fabrica la misma empresa12,
lo restringe entre −90◦ y 90◦. las características se muestran en la Tabla 6.

Figura 39: Accesorio FR07-H1 (izquierda) y dynamixel RX-28 (derecha)

Fuente: http://www.robotis-shop-en.com/shop/step1.php?number=810,
http://www.robotis-shop-en.com/shop/step1.php?number=763&b_code=

B20070914050547&c_code=C20111128024634

Tabla 6: Características principales del dynamixel RX-28

RX-28
Weight(g) 72
Dimension(mm) 35.6 x 50.6 x 35.5
Gear Reduction Ratio 1/193
Applied Voltage (V) at 12V at 16V
Final Reduction Stopping Torque (Kgf.cm) 28.3 37.7

Speed (Sec/60 degree) 0.167 0.126

Fuente: http://support.robotis.com/en/

El servomotor dynamixel RX-64, puede ejercer un torque de 64[Kg ·cm] y al igual
que el RX-28, la movilidad del motor se restrige entre −90◦ y 90◦ al momento que

12ROBOTIS INC. http://www.robotis.com/xe/greeting_en
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se le acopla el accesorio(ver Figura 40) sobre su eje. Las características de éste
servomotor se muestran en la Tabla 7.

Figura 40: Accesorio FR05-H1 (izquierda) y dynamixel RX-64 (derecha)

Fuente: http://www.robotis-shop-en.com/shop/step1.php?number=807&b_code=
B20070914051413&c_code=C20100528060313,
http://www.robotis-shop-en.com/shop/step1.php?number=764&b_code=

B20070914050547&c_code=C20111128024634

Tabla 7: Caraterísticas principales del dynamixel RX-64

RX-28
Weight(g) 125
Dimension(mm) 40.2 x 61.1 x 41.0
Gear Reduction Ratio 1/200
Applied Voltage (V) at 15V at 18V
Final Reduction Stopping Torque (Kgf.cm) 64.4 77.2

Speed (Sec/60 degree) 0.188 0.157

Fuente: http://support.robotis.com/en/

En la Figura 41 se muestra el Robot Antropomórfico en la posición más extensa,
en la cual el motor ubicado en la articulación θ2 ejerce el mayor torque. La exten-
sión de los eslabones se diseñó de manera que no se lleve al motor a ejercer el
máximo torque, pues en esta condición apenas el motor sostendría el brazo sin lle-
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gar a levantarlo, además si el peso a levantar sujetado por el gripper es mayor al
recomendado el servomotor no respondería.

Figura 41: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ2 del Robot
Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

MA =Wb1 · 32.188[cm] +Wc · 55.63[cm], (65)

donde los valores de las masas son,

Wb1 = 579.1[gr],

Wc = 250[gr].

Sustituyendo estos valores en la ecuación (65) el torque necesario para sostener el
brazo es de 32.54[Kg ·cm]. Teniendo en cuenta que en esta articulación, se acopla
el servomotor RX-64, el factor de seguridad de 1.96, ya que en este tipo de análisis
no se tuvo en cuenta la inercia del brazo.

En la Figura 42 se muestra la posición crítica para establecer el mayor torque en la
articulación θ3, por tanto,

MB =Wb2 · 19.98[cm] +Wc · 35.8[cm], (66)

donde el valor de las masas es,

Wb2 = 428.28[gr],

Wc = 250[gr].

El torque necesario en MB es de 17.5[Kg ·cm], teniendo un factor de seguridad de
1.59.
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Figura 42: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ3 del Robot
Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

Finalmente las medidas y masas de los eslabones son,

eslabón 1 → m1 = 320[gr];
eslabón 2 → m2 = 179[gr] l2 = 200[mm];
eslabón 3 → m3 = 140[gr] l3 = 155[mm];
eslabón 4 → m4 = 98.94[gr];
eslabón 5 → m5 = 197.25[gr] l4 = 206[mm].

Las distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa son,

d1 = 124.86[mm],
d2 = 97.62[mm],
d3 = 42.88[mm].

5.4 ANÁLISIS DINÁMICO

5.4.1 Cálculo Paramétrico

Al igual que el análisis dinámico del Robot SCARA, se sigue el algoritmo de Lagrange-
Euler.

L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a las normas de
D-H. Lo cual se especifica en la Figura 43.

Los pasos L-E 2, L-E 3 y L-E 4 se muestran en los anexos E, F y G respectivamente.
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Figura 43: Eslabones del Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

L-E 5. Matrices de pseudoinercia J i.

Antes de calcular las matrices de pseudoinercia se deben calcular los centros de
masa de los eslabones, para lo cual éstos se observan en una vista normal a eje de
rotación, como se ve en la Figura 44, en donde además se muestran las distancias
d1, d2 y d3, que separan los centros de masa de los eslabones 2, 3 y 4 (respectiva-
mente) con su sistema de referencia.

Las matrices de pseudoinercia quedan,
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Figura 44: Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del Robot
Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m1

 , (67)

J2 =


0 0 0 0
0 d1

2m2 0 d1m2

0 0 0 0
0 d1m2 0 m2

 , (68)

J3 =


d2

2m3 0 0 d2m3

0 0 0 0
0 0 0 0

d2m3 0 0 m3

 , (69)

J4 =


d3

2m4 0 0 d3m4

0 0 0 0
0 0 0 0

d3m4 0 0 m4

 , (70)

J5 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m5

 . (71)
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L-E 6. Matriz de Inercias D.

D =


d11 0 0 0 0
0 d22 d23 d24 0
0 d32 d33 d34 0
0 d42 d43 d44 0
0 0 0 0 0

 , (72)

donde,

d11 = m2

(
d1

2 cos(θ2)
2 + sin(2 θ2) d1 l2 − l22 cos(θ2)2 + l2

2
)

+m4 (d3
2 cos(θ2 + θ3 + θ4)

2 + 2 sin(θ2) d3 l2 cos(θ2 + θ3 + θ4)

+2 sin(θ2 + θ3) d3 l3 cos(θ2 + θ3 + θ4)− l22 cos(θ2)2 + l2
2

+2 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) l2 l3 − l32 cos(θ2 + θ3)
2 + l3

2)

+m3 (l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3))
2

+m5 (l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
2,

d22 = m3

(
d2

2 + 2 cos(θ3) d2 l2 + 2 d2 l3 + l2
2 + 2 cos(θ3) l2 l3 + l3

2
)

+m5

(
l2

2 + 2 cos(θ3) l2 l3 + 2 cos(θ3 + θ4) l2 l4 + l3
2 + 2 cos(θ4) l3 l4 + l4

2
)

+m4

(
d3

2 − 2 sin(θ3 + θ4) d3 l2 − 2 sin(θ4) d3 l3 + l2
2 + 2 cos(θ3) l2 l3 + l3

2
)

+m2

(
d1

2 + l2
2
)
,

d33 = m3 (d2 + l3)
2 +m4

(
d3

2 − 2 sin(θ4) d3 l3 + l3
2
)

+m5

(
l3

2 + 2 cos(θ4) l3 l4 + l4
2
)
,

d44 = m4 d3
2 +m5 l4

2,

d23 = d32 = m5

(
l3

2 + 2 cos(θ4) l3 l4 + l2 cos(θ3) l3 + l4
2 + l2 cos(θ3 + θ4) l4

)
+m4

(
d3

2 − 2 sin(θ4) d3 l3 − 1 l2 sin(θ3 + θ4) d3 + l3
2 + l2 cos(θ3) l3

)
+m3 (d2 + l3) (d2 + l3 + l2 cos(θ3)) ,

d24 = d42 = l4m5 (l4 + l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))

−d3m4 (l3 sin(θ4)− d3 + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

d34 = d43 = d3m4 (d3 − l3 sin(θ4)) + l4m5 (l4 + l3 cos(θ4)) .

Los términos hikm se muestran en el anexo H.

L-E 8. Matriz columna de fuerza de coriolis y centrípeta H.
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H =


H1

H2

H3

H4

H5

 , (73)

donde,

H1 = θ̇1 θ̇2{sin(2 θ2 + 2 θ3)
[
l3

2(m3 +m4 +m5) +m3 d2(d2 + 2 l3m3)
]

+sin(2 θ2)
[
l2

2 (m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2

]
+sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)(l4

2m5 − d32m4) + 2 d1 l2m2 cos(2 θ2)

+2 sin(2 θ2 + θ3) [l2 l3(m3 +m4 +m5) + d2 l2m3]

+2 l4m5 [l2 sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]

+2 d3m4 [l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]}
+θ̇1 θ̇3m4 {l32 sin(2 θ2 + 2 θ3)

−d32 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) + 2 d3 l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

−d3 l2 cos(θ3 + θ4) + l2 l3 sin(2 θ2 + θ3)

+d3 l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)− l2 l3 sin(θ3)}
+2 θ̇1 θ̇3m5 (l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3))

(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

−θ̇1 θ̇4 d32m4 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

+2 θ̇1 θ̇3m3 cos(θ2 + θ3) (d2 + l3)

(l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3))

−2 θ̇1 θ̇4 d3m4 sin(θ2 + θ3 + θ4)

(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

+2 θ̇1 θ̇4 l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)

(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,
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H2 = θ̇1
2{−1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3)[l3

2(m3 +m4 +m5) + d2m3(d2 + 2 l3)]

−1
2
sin(2 θ2)[l2

2(m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2]

−1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)(d3

2m4 + l4
2m5)

− sin(2 θ2 + θ3)[l2 l3(m3 +m4 +m5) + d2 l2m3]

−d3m4[l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]

−l4m5[l2 sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]

−d1 l2m2 cos(2 θ2)}

−θ̇3
(
θ̇2 + θ̇3

)
{sin(θ3)[l2 l3(m3 +m4 +m5) + d2 l2m3]

l2[d3
2m4 cos(θ3 + θ4) + l4m5 sin(θ3 + θ4)]}

−θ̇4
(
θ̇2 + θ̇3 + θ̇4

)
{d3m4[l2 cos(θ3 + θ4) + l3 cos(θ4)]

l4m5[l2 sin(θ3 + θ4) + l3 sin(θ4)]},

H3 = −θ̇1
2{m5[l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3)]

1
2
m4[l3

2 sin(2θ2 + 2θ3)− d32 sin(2θ2 + 2θ3 + 2θ4)

+2 d3 l3 cos(2θ2 + 2θ3 + θ4)− d3 l2 cos(θ3 + θ4)

l2 l3 sin(2θ2 + θ3) + d3 l2 cos(2θ2 + θ3 + θ4)− l2 l3 sin(θ3)]
m3 cos(θ2 + θ3)(d2 + l3)[l2 sin(θ2) + sin(θ2 + θ3)(d2 + l3)]}
θ̇2

2
l2{sin(θ3)(l3m4 + l3m5 +m3(d2 + l3))

d3m4 cos(θ3 + θ4) + l4m5 sin(θ3 + θ4)}

−θ̇4
2
l3(d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

(
θ̇2 + θ̇3

)
−θ̇4 l3 (d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

(
θ̇2 + θ̇3 + θ̇4

)
,

H4 = θ̇2 θ̇3 l3 (d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

+θ̇2
2{d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))

l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4))}

+θ̇3 l3

(
θ̇2 + θ̇3

)
(d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

+θ̇1
2{d3m4 sin(θ2 + θ3 + θ4)

(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + d3 cos(θ2 + θ3 + θ4))

−l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)

(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))},
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H5 = 0.

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C

El vector de Gravedad es

g =
〈
0, 0, −g, 0

〉
, (74)

ya que se referencia de acuerdo al sistema 0, para el cual la gravedad actúa en
sentido contrario al eje z. Los vectores de coordenadas homogéneas de los centros
de masa respecto a sus respectivos sistemas de referencia son

1r1 =


0

0

0

1

 , 2r2 =


0

d1

0

1

 , 3r3 =


d2

0

0

1

 , 4r4 =


d3

0

0

1

 , 5r5 =


0

0

0

1

 .

(75)
La matriz columna C queda

C =


C1

C2

C3

C4

C5

 , (76)

donde,

C1 = C5 = 0

C2 = −g m2 (d1 cos(θ2) + l2 sin(θ2))− g m3 (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

−g m4 (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

−g m5 (l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

−d2 g m3 sin(θ2 + θ3)− d3 g m4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

C3 = −g m4 (l3 sin(θ2 + θ3) + d3 cos(θ2 + θ3 + θ4))

−g m5 (l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(θ2 + θ3))

−g m3 sin(θ2 + θ3) (d2 + l3)

C4 = −d3 g m4 cos(θ2 + θ3 + θ4)− g l4m5 sin(θ2 + θ3 + θ4)
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L-E 10. Ecuación Dinámica del sistema

τ1 = θ̈1{m2

[
cos2(θ2)(d1

2 − l22) + d1 l2 sin(2 θ2)
]

+m3 [sin(θ2 + θ3)(d2 + l3) + l2 sin(θ2)]
2

+m4[2 d3 cos(θ2 + θ3 + θ4) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) + l2
2 sin2(θ2)

+d3
2 cos2(θ2 + θ3 + θ4) + 2 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) l2 l3 + l3

2 sin2(θ2 + θ3)]

m5 [l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]
2}

+θ̇1θ̇2{sin(2θ2 + 2θ3)[l3
2(m3 +m4 +m5) + d2m3(d2 + 2 l3)]

+ sin(2θ2)[l2
2(m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2]

+ sin(2θ2 + 2θ3 + 2θ4)(l4
2m5 − d32m4) + d1 l2m2 cos(2θ2)

+2 sin(2θ2 + θ3)[l2 l3(m3 +m4 +m5) + d2 l2m3]
+2 d3m4[l2 cos(2θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2θ2 + 2θ3 + θ4)]
+2 l4m5[l2 sin(2θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2θ2 + 2θ3 + θ4)]}
+θ̇1 θ̇3 {m4 [l3

2 sin(2 θ2 + 2 θ3)− d32 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)
+2 d3 l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− d3 l2 cos(θ3 + θ4)
+l2 l3 sin(2 θ2 + θ3) + d3 l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)
−l2 l3 sin(θ3)]
+2m5 (l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3))
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+2m3 cos(θ2 + θ3) (d2 + l3)
(l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3))}
−θ̇1 θ̇4{d32m4 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)
−2 d3m4 sin(θ2 + θ3 + θ4) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+2 l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}

(77)
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τ2 = θ̈2{l22(m2 +m3 +m4 +m5) + l3
2(m3 +m4 +m5) + l4

2m5

+2 l2 cos(θ3)[l3(m3 +m4 +m5) + d2m3]
+d1

2m2 + d2
2m3 + d3

2m4 + 2 d2 l3m3

+2 l4m5[l2 cos(θ3 + θ4) + l3 cos(θ4)]
−2 d3m4[l2 sin(θ3 + θ4) + l3 sin(θ4)]}
+θ̈3{l32(m3 +m4 +m5) + l4

2m5

+l2 cos(θ3)[l3(m3 +m4 +m5) + d2m3] + d2
2m3

+l4m5[l2 cos(θ3 + θ4) + 2 l3 cos(θ4)] + d3
2m4

+d3m4[l2 sin(θ3 + θ4) + 2 l3 sin(θ4)] + 2 d2 l3m3}
+θ̇1

2{−1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)[l3

2(m3 +m4 +m5) + d2m3(d2 + 2 l3)]
−1

2
sin(2 θ2)[l2

2(m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2]
+1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)(d3

2m4 − l42m5)
−l2 l3 sin(2 θ2 + θ3)(m3 +m4 +m5)− d1 l2m2 cos(2 θ2)
−d3m4[l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
−l4m5[l2 sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]}
+θ̈4{l4m5[l2 cos(θ3 + θ4) + l3 cos(θ4)] + d3

2m4

−d3m4[l2 sin(θ3 + θ4) + l3 sin(θ4)] + l4
2m5}

−θ̇3
(
θ̇3 + 2 θ̇2

)
{sin(θ3)[l2 l3(m3 +m4 +m5)− d2 l2m3]

+l2[d3m4 cos(θ3 + θ4) + l4m5 sin(θ3 + θ4)]}
−θ̇4

(
˙θ4 + 2 θ2 + 2 θ3

)
{l2[d3m4 cos(θ3 + θ4) + l4m5 sin(θ3 + θ4)]

+d3 l3m4 cos(θ4)− l3 l4m5 sin(θ4)}
−g m2 (d1 cos(θ2) + l2 sin(θ2))
−g m3 (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−g m4 (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−g m5 (l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−d2 g m3 sin(θ2 + θ3)− d3 g m4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

(78)
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τ3 = θ̈3 {m3 (d2 + l3)
2 +m4

(
d3

2 − 2 sin(θ4) d3 l3 + l3
2
)

+m5

(
l3

2 + 2 cos(θ4) l3 l4 + l4
2
)
}

+θ̈2 {m5 {l32 + 2 cos(θ4) l3 l4 + l2 cos(θ3) l3 + l4
2 + l2 cos(θ3 + θ4) l4}

+m4 {d32 − 2 sin(θ4) d3 l3 − l2 sin(θ3 + θ4) d3 + l3
2 + l2 cos(θ3) l3}

+m3 (d2 + l3) (d2 + l3 + l2 cos(θ3))}
+θ̈4 (d3m4 (d3 − l3 sin(θ4)) + l4m5 (l4 + l3 cos(θ4)))

−1
2
θ̇1

2
m4 {l32 sin(2 θ2 + 2 θ3)− d32 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

+2 d3 l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− d3 l2 cos(θ3 + θ4)
+l2 l3 sin(2 θ2 + θ3) + d3 l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)− l2 l3 sin(θ3)}
−g m4 (l3 sin(θ2 + θ3) + d3 cos(θ2 + θ3 + θ4))
−g m5 (l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(θ2 + θ3))

−θ̇4 l3 (d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))(
θ̇2 + θ̇3 + θ̇4

)
− θ̇2 θ̇4 l3 (d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

−θ̇3 θ̇4 l3 (d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

−θ̇1
2
m5 (l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3))

(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

+θ̇2
2
l2m4 (l3 sin(θ3) + d3 cos(θ3 + θ4))

−g m3 sin(θ2 + θ3) (d2 + l3)

+θ̇2
2
l2m5 (l3 sin(θ3) + l4 sin(θ3 + θ4))

−θ̇1
2
m3 cos(θ2 + θ3) (d2 + l3)

(l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3))

+θ̇2
2
l2m3 sin(θ3) (d2 + l3)

(79)

τ4 = θ̈4
(
m4 d3

2 +m5 l4
2
)

+θ̈3 (d3m4 (d3 − l3 sin(θ4)) + l4m5 (l4 + l3 cos(θ4)))

+θ̈2 {l4m5 (l4 + l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
−d3m4 (l3 sin(θ4)− d3 + l2 sin(θ3 + θ4))}
+θ̇2 θ̇3 l3 (d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))

+θ̇2
2
d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))

+θ̇2
2
l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4))

−d3 g m4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + θ̇3 l3

(
θ̇2 + θ̇3

)
(d3m4 cos(θ4) + l4m5 sin(θ4))− g l4m5 sin(θ2 + θ3 + θ4)

+θ̇1
2
d3m4 sin(θ2 + θ3 + θ4)

(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + d3 cos(θ2 + θ3 + θ4))

−θ̇1
2
l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)

(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

(80)

τ5 = 0 (81)
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5.4.2 Cálculo Numérico

A partir de las longitudes de los eslabones descritas en la seccion anterior (5.3) y
las distancias de los centros de masa a los sistemas de referencia, se realiza el cál-
culo numérico de la dinámica del Robot Antropomórfico, que al igual que el Robot
SCARA, se muestra a partir del paso L-E 6..

L-E 6. Matriz de inercias D.

Recordando, la matriz de Inercias D para el Robot Antropomórfico es,

D =


d11 0 0 0 0
0 d22 0 0 0
0 d32 d33 d34 0
0 d42 d43 d44 0
0 0 0 0 0

 , (82)

para la cual los elementos son:

d11 = 0.00447 sin(2 θ2) + 0.020281 sin(θ2 + θ3) sin(θ2)

+0.001697 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ2)

−0.011311 cos2(θ2 + θ3) + 0.00018192 cos2(θ2 + θ3 + θ4)

+0.0013152 sin(θ2 + θ3) cos(θ2 + θ3 + θ4)

−0.013927 cos2(θ2) + 0.028029

d22 = 0.016253 cos(θ3 + θ4)− 0.001697 sin(θ3 + θ4) + 0.032511 cos(θ3)

+0.012596 cos(θ4)− 0.0013152 sin(θ4) + 0.052001

d33 = 0.012596 cos(θ4)− 0.0013152 sin(θ4) + 0.024603

d44 = 0.0085524

d23 = d32 = 0.0081267 cos(θ3 + θ4)− 0.00084851 sin(θ3 + θ4) + 0.016255 cos(θ3)

+0.012596 cos(θ4)− 0.0013152 sin(θ4) + 0.024603

d24 = d42 = 0.0081267 cos(θ3 + θ4)− 0.00084851 sin(θ3 + θ4)

+0.0062982 cos(θ4)− 0.00065759 sin(θ4) + 0.0085524

d34 = d43 = 0.0062982 cos(θ4)− 0.00065759 sin(θ4) + 0.0085524

Los términos hikm numéricos estan consignados en el anexo H.
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L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centrípeta H.

H =


H1

H2

H3

H4

H5

 , (83)

donde,

H1 = θ̇1 θ̇3 {(0.008188) sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

− (0.0081268) sin(θ3 + θ4)− (0.0008485) cos(θ3 + θ4)

+ (0.01605) sin(2 θ2 + 2 θ3) + (0.001315) cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

+ (0.012596) sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− (0.01625) sin(θ3)

+ (0.01625) sin(2 θ2 + θ3) + (0.000848) cos(2 θ2 + θ3 + θ4)

+ (0.0081268) sin(2 θ2 + θ3 + θ4)}
+θ̇1 θ̇2 {(0.008188) sin(2.0 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

+ (0.00894) cos(2 θ2) + (0.0218) sin(2 θ2)

+ (0.01605) sin(2 θ2 + 2 θ3) + (0.001315) cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

+ (0.01259) sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + (0.03251) sin(2 θ2 + θ3)

+ (0.001697) cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + (0.01625) sin(2 θ2 + θ3 + θ4)}
−θ̇1 θ̇4 sin(θ2 + θ3 + θ4) {(0.001315) sin(θ2 + θ3)

+ (0.000363) cos(θ2 + θ3 + θ4) + (0.001697) sin(θ2)}
+θ̇1 θ̇4 cos(θ2 + θ3 + θ4) {0.012596 sin(θ2 + θ3)

+0.01674 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 0.01625 sin(θ2)}
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H2 = −θ̇3
2
[(0.008126) sin(θ3 + θ4) + (0.01625) sin(θ3)]

−θ̇1
2 {(0.00409) sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) + (0.0047) cos(2 θ2)

+ (0.0109) sin(2 θ2) + (0.00802) sin(2 θ2 + 2 θ3)

+ (0.00065) cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + (0.0063) sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

+ (0.01625) sin(2 θ2 + θ3) + (0.000848) cos(2 θ2 + θ3 + θ4)

+ (0.0081268) sin(2 θ2 + θ3 + θ4)}
−θ̇2 θ̇3 {(0.0017) cos(θ3 + θ4) + (0.01625) sin(θ3 + θ4) + (0.0325) sin(θ3)}

−θ̇4
(
2 θ̇2 + 2 θ̇3 + θ4

)
{(0.000848) cos(θ3 + θ4)

+ (0.008125) sin(θ3 + θ4) + (0.000657) cos(θ4)

+ (0.006297) sin(θ4)}

H3 = 0.00042425 θ̇1
2
cos(θ3 + θ4)− 0.0040634 θ̇1

2
sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

+0.00084851 θ̇2
2
cos(θ3 + θ4) + 0.0040634 θ̇1

2
sin(θ3 + θ4)

+0.0081267 θ̇2
2
sin(θ3 + θ4)− 0.0040943 θ̇1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

−0.0080252 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)− 0.00065759 θ̇1

2
cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

−0.0062982 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− 0.00065759 θ̇4

2
cos(θ4)

+0.0081276 θ̇1
2
sin(θ3) + 0.016255 θ̇2

2
sin(θ3)− 0.0062982 θ̇4

2
sin(θ4)

−0.0081276 θ̇1
2
sin(2 θ2 + θ3)− 0.00042425 θ̇1

2
cos(2 θ2 + θ3 + θ4)

−0.0013152 θ̇2 θ̇4 cos(θ4)− 0.0013152 θ̇3 θ̇4 cos(θ4)

−0.012596 θ̇2 θ̇4 sin(θ4)− 0.012596 θ̇3 θ̇4 sin(θ4)
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H4 = θ̇2
2 {(0.000848) cos(θ3 + θ4)

+ (0.0081265) sin(θ3 + θ4) + (0.000657) cos(θ4) + (0.006447) sin(θ4)}
+θ̇2 θ̇3 [0.00065759 cos(θ4) + 0.0062982 sin(θ4)]

+θ̇1
2
sin(θ2 + θ3 + θ4) {(0.000657) sin(θ2 + θ3)

+ (0.00018) cos(θ2 + θ3 + θ4) + (0.000848) sin(θ2)}
−θ̇1

2
cos(θ2 + θ3 + θ4) {0.00629 sin(θ2 + θ3)

+0.00837 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 0.008126 sin(θ2)}

+θ̇3 ((0.000657) cos(θ4) + (0.006298) sin(θ4))
(
θ̇2 + θ̇3

)
H5 = 0

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C.

C =


C1

C2

C3

C4

C5

 , (84)

donde,

C1 = 0

C2 = −0.79732 sin(θ2 + θ3)− 0.041619 cos(θ2 + θ3 + θ4)

−0.39861 sin(θ2 + θ3 + θ4)− 0.21925 cos(θ2)− 1.207 sin(θ2)

C3 = −0.79732 sin(θ2 + θ3)− 0.041619 cos(θ2 + θ3 + θ4)− 0.39861 sin(θ2 + θ3 + θ4)

C4 = −0.041619 cos(θ2 + θ3 + θ4)− 0.39861 sin(θ2 + θ3 + θ4)

C5 = 0

L-E 10. Ecuación dinámica del sistema.
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τ1 = θ̈1 {0.00447 sin(2 θ2) + 0.020281 sin(θ2 + θ3) sin(θ2)
+0.001697 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ2)− 0.011311 cos2(θ2 + θ3)
+0.00018192 cos2(θ2 + θ3 + θ4)
+0.0013152 sin(θ2 + θ3) cos(θ2 + θ3 + θ4)− 0.013927 cos2(θ2)

+θ̇1 θ̇3 {(0.008188) sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)
− (0.008127) sin(θ3 + θ4)− (0.000848) cos(θ3 + θ4)
+ (0.01605) sin(2 θ2 + 2 θ3) + (0.001315) cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
+ (0.01259) sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− (0.01625) sin(θ3)
+ (0.01625) sin(2 θ2 + θ3) + (0.000848) cos(2 θ2 + θ3 + θ4)
+ (0.008126) sin(2 θ2 + θ3 + θ4)}
+θ̇1 θ̇2 {0.008188 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) + 0.00894 cos(2 θ2)
+0.0218 sin(2 θ2) + 0.01605 sin(2 θ2 + 2 θ3)
+0.001315 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + 0.0125 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
+0.0325 sin(2 θ2 + θ3) + 0.001697 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)
+0.01625 sin(2.0 θ2 + θ3 + θ4)}
−θ̇1 θ̇4 sin(θ2 + θ3 + θ4) {0.001315 sin(θ2 + θ3)
+0.0003638 cos(θ2 + θ3 + θ4) + 0.001697 sin(θ2)}
+θ̇1 θ̇4 cos(θ2 + θ3 + θ4) {0.012596 sin(θ2 + θ3)
+0.01674 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 0.01625 sin(θ2)},

(85)
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τ2 = 0.052001 θ̈2 + 0.024603 θ̈3 + 0.0085524 θ̈4 − 0.79732 sin(θ2 + θ3)
−0.041619 cos(θ2 + θ3 + θ4)− 0.39861 sin(θ2 + θ3 + θ4)

−0.21925 cos(θ2)− 1.207 sin(θ2)− 0.0081267 θ̇1
2
sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

−0.00084851 θ̇3
2
cos(θ3 + θ4)− 0.00084851 θ̇4

2
cos(θ3 + θ4)

−0.0081267 θ̇3
2
sin(θ3 + θ4)− 0.0081267 θ̇4

2
sin(θ3 + θ4)

−0.0040943 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)− 0.00447 θ̇1

2
cos(2 θ2)

+0.032511 θ̈2 cos(θ3) + 0.012596 θ̈2 cos(θ4) + 0.016255 θ̈3 cos(θ3)

+0.012596 θ̈3 cos(θ4) + 0.0062982 θ̈4 cos(θ4)

−0.010908 θ̇1
2
sin(2 θ2)− 0.0013152 θ̈2 sin(θ4)

−0.0013152 θ̈3 sin(θ4)− 0.00065759 θ̈4 sin(θ4)

−0.0080252 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)− 0.00065759 θ̇1

2
cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

−0.0062982 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− 0.00065759 θ̇4

2
cos(θ4)

−0.016255 θ̇3
2
sin(θ3)− 0.0062982 θ̇4

2
sin(θ4)

+0.016253 θ̈2 cos(θ3 + θ4) + 0.0081267 θ̈3 cos(θ3 + θ4)

+0.0081267 θ̈4 cos(θ3 + θ4)− 0.016255 θ̇1
2
sin(2 θ2 + θ3)

−0.001697 θ̈2 sin(θ3 + θ4)− 0.00084851 θ̈3 sin(θ3 + θ4)

−0.00084851 θ̈4 sin(θ3 + θ4)− 0.00084851 θ̇1
2
cos(2 θ2 + θ3 + θ4)

−0.001697 θ̇2 θ̇3 cos(θ3 + θ4)− 0.001697 θ̇2 θ̇4 cos(θ3 + θ4)

−0.001697 θ̇3 θ̇4 cos(θ3 + θ4)− 0.016253 θ̇2 θ̇3 sin(θ3 + θ4)

−0.016253 θ̇2 θ̇4 sin(θ3 + θ4)− 0.016253 θ̇3 θ̇4 sin(θ3 + θ4)

−0.0013152 θ̇2 θ̇4 cos(θ4)− 0.0013152 θ̇3 θ̇4 cos(θ4)

−0.032511 θ̇2 θ̇3 sin(θ3)− 0.012596 θ̇2 θ̇4 sin(θ4)

−0.012596 θ̇3 θ̇4 sin(θ4) ,

(86)
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τ3 = 0.024603 θ̈2 + 0.024603 θ̈3 + 0.0085524 θ̈4 − 0.79732 sin(θ2 + θ3)
−0.041619 cos(θ2 + θ3 + θ4)− 0.39861 sin(θ2 + θ3 + θ4)

−0.0040634 θ̇1
2
sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + 0.00042425 θ̇1

2
cos(θ3 + θ4)

+0.00084851 θ̇2
2
cos(θ3 + θ4) + 0.0040634 θ̇1

2
sin(θ3 + θ4)

+0.0081267 θ̇2
2
sin(θ3 + θ4)− 0.0040943 θ̇1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2.0 θ4)

+0.016255 θ̈2 cos(θ3) + 0.012596 θ̈2 cos(θ4) + 0.012596 θ̈3 cos(θ4)

+0.0062982 θ̈4 cos(θ4)− 0.0013152 θ̈2 sin(θ4)− 0.0013152 θ̈3 sin(θ4)

−0.00065759 θ̈4 sin(θ4)− 0.0080252 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)

−0.00065759 θ̇1
2
cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)

−0.0062982 θ̇1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− 0.00065759 θ̇4

2
cos(θ4)

+0.0081276 θ̇1
2
sin(θ3) + 0.016255 θ̇2

2
sin(θ3)

−0.0062982 θ̇4
2
sin(θ4) + 0.0081267 θ̈2 cos(θ3 + θ4)

−0.0081276 θ̇1
2
sin(2 θ2 + θ3)− 0.00084851 θ̈2 sin(θ3 + θ4)

−0.00042425 θ̇1
2
cos(2 θ2 + θ3 + θ4)− 0.0013152 θ̇2 θ̇4 cos(θ4)

−0.0013152 θ̇3 θ̇4 cos(θ4)− 0.012596 θ̇2 θ̇4 sin(θ4)

−0.012596 θ̇3 θ̇4 sin(θ4) ,

(87)

τ4 = 0.0085524 θ̈4 − 0.041619 cos(θ2 + θ3 + θ4)− 0.39861 sin(θ2 + θ3 + θ4)

+θ̈2 {0.0081267 cos(θ3 + θ4)− 0.00084851 sin(θ3 + θ4)
+0.0062982 cos(θ4)− 0.00065759 sin(θ4) + 0.0085524}
+θ̈3 [0.0062982 cos(θ4)− 0.00065759 sin(θ4) + 0.0085524]

+θ̇2
2 {0.000848 cos(θ3 + θ4)

+0.008126 sin(θ3 + θ4) + 0.0006575 cos(θ4) + 0.006297 sin(θ4)}
+θ̇2 θ̇3 [0.00065759 cos(θ4) + 0.0062982 sin(θ4)]

+θ̇1
2
sin(θ2 + θ3 + θ4) {0.0006575 sin(θ2 + θ3)

+0.0001819 cos(θ2 + θ3 + θ4) + 0.000848 sin(θ2)}
−θ̇1

2
cos(θ2 + θ3 + θ4)

[0.006298 sin(θ2 + θ3) + 0.00837 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 0.008126 sin(θ2)]

+θ̇3 [0.0006576 cos(θ4) + 0.006298 sin(θ4)]
(
θ̇2 + θ̇3

)
,

(88)

τ5 = 0. (89)
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5.5 ESPACIO DE TRABAJO

El espacio de trabajo del Robot Antropomórfico está determinado en coordenadas
esféricas, como todos los robots que sus articulaciones sean todas rotacionales, o,
manipuladores articulares.

Para determinar el radio mínimo de movilidad del Robot, se realiza la suma de los
vectores que se muestran en la Figura 45, de manera que se puede determinar la
relación,

Figura 45: Orientación del robot Antropomórfico para determinar el radio mínimo del
espacio de trabajo

Fuente: Autores del proyecto

~r = ~l1 + ~l2 + ~l3 + ~l4, (90)

donde, ~l1, ~l2, ~l3, ~l4 son los vectores entre los sistemas de referencia 1, 2, 3 y 5, con
magnitud l1, l2, l3, l4 respectivamente. Y ~r es el vector comprendido entre los puntos
O y D, sin embargo para que sea mínimo los valores para los ángulos θ3 y θ4 debe
ser de −90◦, entonces, replanteando la ecuación (90) para considererar el radio
mínimo es:

~rmin = ~l1 + ~l2 + ~l3 + ~l4 ⇒ θ3, θ4 = −90◦ ∨ θ3, θ4 = 90◦. (91)
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Esta sección de circuenferencia no está comprendida los 360◦ (al rotar en el eje z
del sistema 0), pues el servomotor restringe la movilidad entre −150◦ y 150◦, por lo
cual el límite mínimo del espacio de trabajo es como se muestra en la Figura 46.

Figura 46: Radio mínimo del espacio de trabajo para el Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

Para considerar el límite máximo, el brazo debe estar en su máxima estensión, de
manera que las variables articulares θ2, θ3 y θ4 tengan un valor de 0◦ entonces, la
condición es:

~rmax = ~l1 + ~l2 + ~l3 + ~l4 ⇒ θ2 = 0◦, θ3 = 0◦, θ4 = 0◦. (92)

Figura 47: Radio máximo del espacio de trabajo para el Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 47 se muestra el límite máximo del espacio de trabajo para el Robot
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Antropomórfico, el cual cubre 300◦ sobre el eje z del sistema de referencia 0. Final-
mente el espacio de trabajo se muestra en la Figura 48.

Figura 48: Espacio de trabajo para el Robot Antropomórfico

Fuente: Autores del proyecto

5.6 DISEÑO DEL CIRCUITO

Como ya se mencionó, los actuadores usados para este motor son lo servomotores
dynamixel AX-12A, RX-28 y RX-64, el primero con protocolo RS-232, pero con nive-
les TTL y los dos últimos, los de la serie RX, con comunicación RS-485. El circuito
para el Robot Antropomórfico y para el Robot PUMA es igual, pues presentan los
mismos requerimientos circuitales, por lo cual no está presente ésta misma sec-
ción en el capítulo del Robot PUMA. El Robot PUMA tiene un servomotor más, sin
embargo como la conexión de estos servomotores digitales es en tipo BUS, no se
requieren conectores adicionales.
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Figura 49: Circuito esquemático para los Robots Antropomórfico y PUMA

Fuente: Autores del proyecto

Figura 50: Diseño del circuito impreso para los Robots Antropomórfico y PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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El diseño de este circuito se basó en el mismo realizado para el Robot SCARA,
agregando el Circuito Integrado MAX-485 para realizar la conversión de RS-232
(con niveles TTL) del microcontrolador a RS-485 de los dynamixel de la serie RX. El
diseño del circuito esquemático se muestra en la Figura 49, y el diseño del impreso
en la Figura 50.

Finalmente en la Figura 51 se muestran fotografías del circuito ya construído.

Figura 51: Fotografías del circuito para los Robots Antropomórfico y PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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6 ROBOT PUMA

El modelo PUMA (Programation Universal Machine for Assembly)13, máquina uni-
versal programable para ensamblaje, es de seis grados de libertad, todos rota-
cionales, como se ve en la siguiente figura.

Figura 52: Grados de libertad del Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

13Robot Magazine
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6.1 CINEMÁTICA DIRECTA

Figura 53: Sistemas de referencia para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 53 se muestran los sistemas de referencia para los seis GDL del robot
PUMA, en el cual los sistemas 2 y 3 son coincidentes en su origen, al igual que 4 y
5. Los parámetros de D-H se muestran en la Tabla 8.

Las matrices de transformación de acuerdo a los parámetros de D-H mostrados en
la Tabla 8 son:

0A1 =


cos(θ1) 0 − sin(θ1) 0
sin(θ1) 0 cos(θ1) 0

0 −1 0 l1
0 0 0 1

 (93)
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Tabla 8: Parámetros de D-H para el Robot PUMA

SISTEMAS bi θi ai αi

0− 1 l1 θ1 0 −90◦
1− 2 0 θ2 − 90◦ l2 0
2− 3 0 θ3 + 90◦ 0 90◦

3− 4 l3 θ4 0 −90◦
4− 5 0 θ5 0 90◦

5− 6 l4 θ6 0 0

Fuente: Autores del proyecto

1A2 =


sin(θ2) cos(θ2) 0 l2 sin(θ2)
− cos(θ2) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ2)

0 0 1 0
0 0 0 1

 (94)

2A3 =


− sin(θ3) 0 cos(θ3) 0
cos(θ3) 0 sin(θ3) 0

0 1 0 0
0 0 0 1

 (95)

3A4 =


cos(θ4) 0 − sin(θ4) 0
sin(θ4) 0 cos(θ4) 0

0 −1 0 l3
0 0 0 1

 (96)

4A5 =


cos(θ5) 0 sin(θ5) 0
sin(θ5) 0 − cos(θ5) 0

0 1 0 0
0 0 0 1

 (97)

5A6 =


cos(θ6) − sin(θ6) 0 0
sin(θ6) cos(θ6) 0 0

0 0 1 l4
0 0 0 1

 (98)

0A6 =


0A6 11

0A6 12
0A6 13

0A6 14

0A6 21
0A6 22

0A6 23
0A6 24

0A6 31
0A6 32

0A6 33
0A6 34

0A6 41
0A6 42

0A6 43
0A6 44

 (99)
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donde,

0A6 11 = − sin(θ6){sin(θ4) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) + cos(θ4) cos(θ3)}
+cos(θ6){cos(θ5) [cos(θ4) cos(θ1) cos(θ2 + θ3)− sin(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ5) cos(θ1) sin(θ2 + θ3)},
0A6 21 = cos(θ6){cos(θ5)[cos(θ4) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) + cos(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ5) sin(θ1) sin(θ2 + θ3)}
+sin(θ6)[cos(θ1) cos(θ4)− sin(θ4) sin(θ1) cos(θ2 + θ3)],

0A6 31 = sin(θ4) sin(θ6) sin(θ2 + θ3)

− cos(θ6)[sin(θ5) cos(θ2 + θ3) + cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2 + θ3)],
0A6 41 = 0,
0A6 12 = − sin(θ6){cos(θ5)[cos(θ4) cos(θ1) cos(θ2 + θ3)− sin(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ5) cos(θ1) sin(θ2 + θ3)}
− cos(θ6){sin(θ4) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) + cos(θ4) sin(θ1)},

0A6 22 = cos(θ6)[cos(θ1) cos(θ4)− sin(θ4) sin(θ1) cos(θ2 + θ3)]

− sin(θ6){cos(θ5)[cos(θ4) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) + cos(θ1 sin(θ4))]

− sin(θ5) sin(θ1) sin(θ2 + θ3)},
0A6 32 = sin(θ2)[sin(θ5) cos(θ2 + θ3) + cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2 + θ3)]

+ cos(θ6) sin(θ4) sin(θ2 + θ3),
0A6 42 = 0,
0A6 13 = cos(θ5) cos(θ1) sin(θ2 + θ3)

+ sin(θ5)[cos(θ4) cos(θ1) cos(θ2 + θ3)− sin(θ1) sin(θ4)],
0A6 23 = sin(θ5)[cos(θ4) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) + cos(θ1) sin(θ4)]

+ cos(θ5) sin(θ1) sin(θ2 + θ3),
0A6 33 = cos(θ5) cos(θ2 + θ3)− cos(θ4) sin(θ5) sin(θ2 + θ3),
0A6 43 = 0,
0A6 14 = l3 cos(θ1) sin(θ2 + θ3)

−l4{sin(θ5)[− cos(θ4) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) + sin(θ1) sin(θ4)]

− cos(θ5) cos(θ1) sin(θ2 + θ3)}
+l2 cos(θ1) sin(θ2),

0A6 24 = l4{sin(θ5)[cos(θ4) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) + cos(θ1) sin(θ4)]

cos(θ5) sin(θ1) sin(θ2 + θ3)}
+l3 sin(θ1) sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ1) sin(θ2),

0A6 34 = l1 + l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)

+l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ4)] ,
0A6 44 = 1.
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6.2 CINEMÁTICA INVERSA

Ante la complejidad de la matriz resultante, que hace que las operaciones tomadas
directamente de ésta sean de la misma naturaleza, se procedió a realizar la cine-
mática inversa por el método del desacoplo cinemático, tomando el vector Pm del
sistema cero al cuatro (ver Figura 54), que se calcula,

Pm = Pr − l4 z6, (100)

donde,

Pr es el vector del sistema cero al seis,
z6 es el vector de orientación del eje z del sistema seis y corresponde a los tres
primeros elementos de la tercera columna de la matrizM (de orientación y posición
deseada).

Figura 54: Desacoplo Cinemático del Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

El desacoplo del Robot PUMA se puede expresar segmentando la Tabla 8 de igual
manera que el Robot, como se muestra en la Figura 54.
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Tabla 9: Parámetros de D-H para el Robot PUMA del sistema 0 al 4

SISTEMAS bi θi ai αi

0− 1 l1 θ1 0 −90◦
1− 2 0 θ2 − 90◦ l2 0
2− 3 0 θ3 + 90◦ 0 90◦

(3− 4)A l3 0 0 0

Fuente: Autores del proyecto

Tabla 10: Parámetros de D-H para el Robot PUMA del sistema 4 al final

SISTEMAS bi θi ai αi

(3− 4)B 0 θ4 0 −90◦
4− 5 0 θ5 0 90◦

5− 6 l4 θ6 0 0

Fuente: Autores del proyecto

El desacoplo más conveniente es aquel en el cual se incluyen tres GDL luego de
realizar este procedimiento, de manera que queden también tres GDL al final, como
se ve en la Tabla 9 y Tabla 10. La matriz de transformación 3A4 se segmentó en
dos partes: 3A4 A y 3A4 B, ya que la distancia l3 se requiere para llegar al origen
del sistema cuatro y el GDL θ4 debe permanecer en la parte final (después del
desacoplo). La expresión simbólica que corresponde a la Tabla 9 es:

0A4 =

(
0Q4

0P4

0 1

)
(101)

donde

0Q4 =

 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) − sin(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3) 0 cos(θ2 + θ3)


0P4 =

 cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
l1 + l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)


El desacoplo cinemático se realiza de forma posicional, por lo cual no se tiene
certeza de la orientación; se puede calcular la posición del sistema cuatro, más
no su orientación, de acuerdo a la ecuación (100), por tanto en el análisis de igual
manera se debe tomar el vector 0P4, no operar con la matriz Q (de orientación).
Cada uno de los elementos de este vector se iguala con su homólogo del vector Pm
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ya calculado. De las dos primeras ecuaciones (ya igualadas) se obtiene el valor de
la variable θ1.

cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) = (Pm)1 (102)

sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) = (Pm)2 (103)

l1 + l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3) = (Pm)3 (104)

θ1 = atan2 (Pm2, Pm1) (105)

Tomando las ecuaciones (102) y (104) y sumando el cuadrado de estas se obtiene
el valor de θ3.

θ3 = ± arccos


[
(Pm)1
cos(θ1)

]2
+ [(Pm)3 − l1]

2 − l22 − l32

2 l2 l3

 (106)

Sustituyendo el valor de θ3 de nuevo en las ecuaciones (102) y (104) se obtiene el
siguiente sistema:

 sin(θ2)

cos(θ2)

 =

 l3 cos(θ3) + l2 l3 sin(θ3)

−l3 sin(θ3) l3 cos(θ3) + l2

−1


(Pm)1
cos(θ1)

(Pm)3 − l1

 (107)

En el cual se conoce el valor de sin(θ2) y cos(θ2), de forma que nuevamente se hace
uso de la función atan2 y así determinar el valor de θ2.

Conociendo los valores de los tres primeros GDL, se evalúa la matriz simbólica 0A4,
obteniendo una expresión numérica, 0M 4. La matriz final de orientación y posición
M también se puede expresar:

M = 0M 4 × 4M 6

En donde la matriz 4M 6 aún es desconocida, sin embargo las restantes dos matrices
de la ecuación ya se conocen, de modo que:

4M 6 =
0M 4

−1 ×M

Esta matriz se iguala con 4A6, calculada a partir de la Tabla 10, donde el vector 4P 6

de ésta es:

4P 6 =


l4 cos(θ4) sin(θ5)

l4 sin(θ4) sin(θ5)

l4 cos(θ5)

 (108)
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Realizando las igualaciones respectivas:

cos(θ4) =
4M6 14

l4 sin(θ5)
(109)

sin(θ4) =
4M6 24

l4 sin(θ5)
(110)

Con éstas dos ecuaciones se calcula fácilmente el valor de θ4

θ4 = atan2

(
4M6 24

sin(θ5)
,

4M6 14

sin(θ5)

)
. (111)

Conocido el valor de θ4, se calcula θ5

θ5 = atan2

(
4M6 14

cos(θ4)
, 4M6 34

)
(112)

Ahora se evalúa con los cinco ángulos ya conocidos, obteniendo la matriz numérica
0M 5, con la que se puede expresar la matriz M :

M = 0M 5 × 5M 6

5M 6 =
0M 5

−1 ×M

Finalmente
θ6 = atan2

(
5M6 21,

5M6 11

)
(113)

Los cálculos realizados con la función atan2 dan certeza de un único ángulo, con-
trario a la función arccos, usada para encontrar el valor de θ3, por lo cual, si después
de realizada toda la cinemática inversa y evaluar con los valores encontrados, la
matriz resultante no coincide con la matriz conocida M se debe repetir el cálculo
con el signo contrario, es decir − arccos.

6.3 ACTUADORES

El robot PUMA al tener seis grados de libertad, requiere la misma cantidad de ac-
tuadores, los cuales se seleccionan principalmente por el torque, además de otras
propiedades ya nombradas en secciones anteriores. Para conocer el torque nece-
sario que soporte el brazo en su máxima extensión, se realiza el diagrama mostrado
en la Figura 55, que además incluye el peso de la masa que debe levantar el brazo
manipulador. El modelo realizado en SolidWorks ayudó a determinar el centro de
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Figura 55: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ2

Fuente: Autores del proyecto

masa del brazo, así como su peso, el software lo calculó gracias a que se le ingre-
saron propiedades de material y la geometría real.

La ecuación que rige el diagrama de cuerpo libre de la Figura 55 es:

MA =Wb1 · 33.184[cm] +Wc · 60.2[cm], (114)

donde,

Wb1 = 657.66[gr],

Wc = 250[gr].

MA = 0.65766[Kg] · 33.184[cm] + 0.25[Kg] · 60.2[cm] = 36.8789[Kg ·cm]. (115)

Como se muestra en la anterior ecuación (115), el torque mínimo necesario para
levantar al brazo en la posición horizontal crítica es de 36.8789[Kg·cm]. El motor se-
leccionado debe tener un torque mayor que este, dentro de los motores dynamixel el
próximo de mayor torque es el RX-64, que tiene 64[Kg·cm], permitiendo que el motor
no actúe forzado y su funcionamiento con el robot sea óptimo. Las propiedades de
este motor se especifican en la sección 5.3. El diagrama de la Figura 56 ayuda a
determinar el torque necesario para en la articulación θ3.

MB =Wb2 · 16.803[cm] +Wc · 35.32[cm], (116)

donde,

Wb2 = 450.85[gr],

Wc = 250[gr],
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Figura 56: Diagrama de cuerpo libre para determinar el torque en θ3

Fuente: Autores del proyecto

despejando para MB,

MB = 0.45085[Kg] · 16.803[cm] + 0.25[Kg] · 35.32[cm] = 16.405[Kg ·cm].

El torque necesario en esta articulación se especifica en la anterior ecuación, por
lo cual el servomotor que tiene un torque superior a este es el dynamixel RX-28,
con 28[Kg ·cm]. Las propiedades de este motor se especifican en la sección 5.3.
Para las restantes articulaciones se seleccionaron los dynamixel AX-12A, que es el
servomotor dynamixel que presenta el menor torque.

Finalmente las medidas y masas de los eslabones son,

eslabón 1 → m1 = 570.16[gr] l1 = 219.55[mm];
eslabón 2 → m2 = 217.16[gr] l2 = 251.6[mm];
eslabón 3 → m3 = 177.6[gr] l3 = 196.55[mm];
eslabón 4 → m4 = 93.59[gr];
eslabón 5 → m5 = 74.98[gr];
eslabón 6 → m6 = 87.67[gr] l4 = 162.21[mm].

Las distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa son,

d1 = 172.78[mm],
d2 = 67.86[mm],
d3 = 46.87[mm],
d4 = 14.21[mm].
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6.4 ANÁLISIS DINÁMICO

6.4.1 Cálculo paramétrico

L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a los parámetros
de D-H. Los cuales se muestran en la Figura 57.

Figura 57: Sistemas de referencia para cada eslabón del Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

Los pasos L-E 2, L-E 3 y L-E 4 se muestran en los anexos I, J y K respectivamente.

L-E 5. Matrices de pseudoinercia J i

Como ya se mencionó anteriormente, para obtener las distancias del sistema de
referencia al centro de masa de cada eslabón, éstos de deben observar de manera
perpendicular al eje de rotación, como se muestra en la Figura 58.

J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m1

 (117)
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Figura 58: Distancias entre los sistemas de referencia y los centros de masa del Robot
PUMA

Fuente: Autores del proyecto

J2 =


0 0 0 0
0 d1

2m2 0 d1m2

0 0 0 0
0 d1m2 0 m2

 (118)

J3 =


d2

2m3 0 0 d2m3

0 0 0 0
0 0 0 0

d2m3 0 0 m3

 (119)

J4 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m4

 (120)

J5 =


d4

2m5 d3 d4m5 0 d4m5

d3 d4m5 d3
2m5 0 d3m5

0 0 0 0
d4m5 d3m5 0 m5

 (121)
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J6 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 m6

 (122)

L-E 6. Matriz de Inercias D

D =


D11 D12 D13 D14 D15 0
D21 D22 D23 D24 D25 0
D31 D32 D33 D34 D35 0
D41 D42 D43 D44 D45 0
D51 D52 D53 D54 D55 0
0 0 0 0 0 0

 , (123)

donde,

D11 = m2

(
d1

2 cos(θ2)
2 + sin(2 θ2) d1 l2 − l22 cos(θ2)2 + l2

2
)

+m6 {l4 [sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)]

− cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}2

+m6 {l4 [sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)]

+ sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}2

+m3

(
d2

2 cos(θ2 + θ3)
2 + 2 sin(θ2) d2 l2 cos(θ2 + θ3)− l22 cos(θ2)2 + l2

2
)

+d4
2m5 + l2

2m5 + l3
2m5 +m4 (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

2

−l32m5 cos(θ2 + θ3)
2 + d3

2m5 cos(θ4)
2 − l22m5 cos(θ2)

2

+d3
2m5 cos(θ2 + θ3)

2 − d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 − 2 d4 l3m5 sin(θ5)

−d42m5 cos(θ4)
2 cos(θ5)

2 − d32m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4)

2

+d4
2m5 cos(θ2 + θ3)

2 cos(θ5)
2 + 2 l2 l3m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2)

+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ5) + d4

2m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4)

2 cos(θ5)
2

+2 d3 d4m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)− 2 d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

−2 d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)− 2 d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)

+2 d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)

−2 d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

−2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
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D12 = D21 = l4
2m6 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)− d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)

−d3 l2m5 cos(θ2) cos(θ4)− d32m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)

−d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) + 2 d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

−d4 l2m5 cos(θ2) cos(θ5) sin(θ4) + d4
2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)

−l2 l4m6 cos(θ2) sin(θ4) sin(θ5)− l42m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)

+d4
2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

2 sin(θ4)

−l42m6 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
2 sin(θ4)

+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

−d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)− l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

D13 = D31 = −m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
2 cos(θ4) + 2m5 sin(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ4)

2 cos(θ5)

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) d3 d4 cos(θ4)− 1m5 sin(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ5)

−l3m5 cos(θ2 + θ3) d3 cos(θ4) +m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d4
2 cos(θ5)

−l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)

−m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

+m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4)

−m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4
2 cos(θ5)

−l3m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4

D14 = D41 = d3
2m5 cos(θ2 + θ3) + l4

2m6 cos(θ2 + θ3) + d4
2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

2

−l42m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
2 − d3 l3m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

−d3 l2m5 sin(θ2) sin(θ4) + d4 l2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)

−d42m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

+l2 l4m6 cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)

+l4
2m6 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

+d4 l3m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

+d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

+l3 l4m6 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
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D15 = D51 = d4m5 {d3 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

−l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

−l2 sin(θ2) sin(θ4) sin(θ5)

+d3 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
+l4m6 sin(θ4) (l4 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + l2 cos(θ5) sin(θ2))

D22 = d1
2m2 + d2

2m3 + d3
2m5 + d4

2m5 + l2
2m2 + l2

2m3 + l2
2m4 + l2

2m5

+l3
2m4 + l2

2m6 + l3
2m5 + l3

2m6

−d32m5 cos(θ4)
2 − d42m5 cos(θ5)

2 + l4
2m6 cos(θ4)

2

+l4
2m6 cos(θ5)

2 + 2 l2 l3m4 cos(θ3) + 2 l2 l3m5 cos(θ3)

+2 l2 l3m6 cos(θ3) + 2 l3 l4m6 cos(θ5)− 2 d2 l2m3 sin(θ3)

−2 d4 l3m5 sin(θ5) + d4
2m5 cos(θ4)

2 cos(θ5)
2

−l42m6 cos(θ4)
2 cos(θ5)

2 + 2 l2 l4m6 cos(θ3) cos(θ5)

−2 d4 l2m5 cos(θ3) sin(θ5) + 2 d3 l2m5 sin(θ3) sin(θ4)

−2 d3 d4m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

−2 d4 l2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ3)

−2 l2 l4m6 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5)

D23 = D32 = d2
2m3 + d3

2m5 + d4
2m5 + l3

2m4 + l3
2m5 + l3

2m6 − d32m5 cos(θ4)
2

−d42m5 cos(θ5)
2 + l4

2m6 cos(θ4)
2 + l4

2m6 cos(θ5)
2

+l2 l3m4 cos(θ3) + l2 l3m5 cos(θ3) + l2 l3m6 cos(θ3)

+2 l3 l4m6 cos(θ5)− d2 l2m3 sin(θ3)− 2 d4 l3m5 sin(θ5)

+d4
2m5 cos(θ4)

2 cos(θ5)
2 − l42m6 cos(θ4)

2 cos(θ5)
2

+l2 l4m6 cos(θ3) cos(θ5)− d4 l2m5 cos(θ3) sin(θ5)

+d3 l2m5 sin(θ3) sin(θ4)− 2 d3 d4m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

−d4 l2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ3)− l2 l4m6 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5)

D24 = D42 = −m5 (d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)) (l3 + l2 cos(θ3)− d4 sin(θ5))

−l4m6 sin(θ4) sin(θ5) (l3 + l2 cos(θ3) + l4 cos(θ5))
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D25 = D52 = l4m6 [l4 cos(θ4) + l3 cos(θ4) cos(θ5)

−l2 sin(θ3) sin(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

−d4m5 [d3 cos(θ5) sin(θ4)− d4 cos(θ4) + l2 cos(θ5) sin(θ3)

+l3 cos(θ4) sin(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

D33 = d2
2m3 + d3

2m5 + d4
2m5 + l3

2m4 + l3
2m5 + l3

2m6 + l4
2m6

−d32m5 cos(θ4)
2 − d42m5 cos(θ5)

2 + 2 l3 l4m6

−2 d4 l3m5 sin(θ5) + d4
2m5 cos(θ4)

2 cos(θ5)
2

−l42m6 sin(θ4)
2 sin(θ5)

2

−4 l3 l4m6 sin

(
θ5
2

)2

− 2 d3 d4m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

D34 = D43 = −m5 (l3 − d4 sin(θ5)) (d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4))

−l4m6 sin(θ4) sin(θ5) (l3 + l4 cos(θ5))

D35 = D53 = l4m6 cos(θ4) (l4 + l3 cos(θ5))

−d4m5 (d3 cos(θ5) sin(θ4)− d4 cos(θ4) + l3 cos(θ4) sin(θ5))

D44 = m5

(
d3

2 + d4
2 cos(θ5)

2)+ l4
2m6

(
sin2(θ5)

)

D45 = D54 = d3 d4m5 sin(θ5)

D55 = m5 d4
2 +m6 l4

2

Los términos hikm se muestran en el anexo L.

L-E 8. Matriz columna de fuerzas de Coriolis y centrípeta H

Debido a la extensión de los términos de la matriz columna simbólica H, ésta no se
presenta en el documento, si el lector de este documento desea conocer las expre-
siones puede ejecutar el algoritmo que se muestra en el anexo O.
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L-E 9. Matriz columna de fuerzas de Gravedad C.

Para realizar el cálculo de ésta matriz, se debe expresar el vector de gravedad,
teniendo en cuenta el sistema de referencia base.

g = 〈0, 0, −g, 0〉 (124)

Los vectores de coordenadas homogéneas irj para el Robot PUMA son:

0r1 =


0
0
0
1

; 1r2 =


0
d1
0
1

; 2r3 =


d2
0
0
1

; 3r4 =


0
0
0
1

; 4r5 =


d4
d3
0
1

; 5r6 =


0
0
0
1

.
(125)

La matriz columna C queda:

C =


C1

C2

C3

C4

C5

C6

 , (126)

donde,

C1 = C6 = 0,

C2 = d4 g m5 (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

−g m6 {l2 sin(θ2) + l4 [sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

+l3 sin(θ2 + θ3)}
−g m3 [l2 sin(θ2) + d2 cos(θ2 + θ3)]

−g m4 [l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]

−g m5 [l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]

−g m2 [d1 cos(θ2) + l2 sin(θ2)] + d3 g m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) ,

C3 = d4 g m5 [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

−g l4m6 [sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

−d2 g m3 cos(θ2 + θ3)− g l3m4 sin(θ2 + θ3)− g l3m5 sin(θ2 + θ3)

−g l3m6 sin(θ2 + θ3) + d3 g m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) ,

C4 = g sin(θ2 + θ3)

[d3m5 cos(θ4) + d4m5 cos(θ5) sin(θ4) + l4m6 sin(θ4) sin(θ5)] ,
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C5 = −d4 g m5 [cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

−g l4m6 [cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)] .

L-E 10. Ecuación dinámica del sistema.

Debido a la extensión de los términos simbólicos τ no se presentan en el documento,
si el lector de este documento desea conocer las expresiones puede ejecutar el al-
goritmo que se muestra en el anexo O.

6.4.2 Cálculo numérico

A partir de las longitudes de los eslabones descritas en la seccion anterior (6.3) y
las distancias de los centros de masa a los sistemas de referencia, se realiza el cál-
culo numérico de la dinámica del Robot Antropomórfico, que al igual que el Robot
SCARA, se muestra a partir del paso L-E 6.

L-E 6. Matriz de Inercias D

D =


D11 D12 D13 D14 D15 0
D21 D22 D23 D24 D25 0
D31 D32 D33 D34 D35 0
D41 D42 D43 D44 D45 0
D51 D52 D53 D54 D55 0
0 0 0 0 0 0

 , (127)

donde,
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D11 = 0.0055903 cos(θ5)− 0.00041883 sin(θ5) + 0.0060645 cos(θ2 + θ3) sin(θ2)

+0.025343 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) + 0.0022916 cos2(θ4) cos
2(θ5)

−0.0055903 cos2(θ2 + θ3) cos(θ5) + 0.00041883 cos2(θ2 + θ3) sin(θ5)

−0.0089316 cos2(θ2 + θ3) + 0.018881 cos(θ2) sin(θ2)

+0.0021421 cos2(θ2 + θ3) cos
2(θ4)− 0.0022916 cos2(θ2 + θ3) cos

2(θ5)

−0.034727 cos2(θ2)− 0.0021421 cos2(θ4) + 0.000099877 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

−0.0013815 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

−0.0022916 cos2(θ2 + θ3) cos
2(θ4) cos

2(θ5)

−0.0017684 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)

+0.007156 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ2)

−0.00053614 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)

+0.00053614 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)

+0.007156 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)

−0.000099877 cos2(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

+0.00041883 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

+0.0055903 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

+0.000099877 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

+0.0045833 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5) + 0.053431,

D22 = 0.025343 cos(θ3) + 0.0055903 cos(θ5)− 0.0060645 sin(θ3)− 0.00041883 sin(θ5)

−0.0022916 cos2(θ4) cos2(θ5) + 0.007156 cos(θ3) cos(θ5)

−0.00053614 cos(θ3) sin(θ5) + 0.0017684 sin(θ3) sin(θ4) + 0.0021421 cos2(θ4)

+0.0022916 cos2(θ5)− 0.00053614 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ3)

−0.000099877 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

−0.007156 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5) + 0.05859,

D33 = −0.0022916 cos2(θ4) cos2(θ5) + 0.0021421 cos2(θ4)

−0.000099877 sin(θ4) cos(θ4) cos(θ5) + 0.0022916 cos2(θ5)

+0.0055903 cos(θ5)− 0.00041883 sin(θ5) + 0.010897,

D44 = 0.0022916 sin(θ5)
2 + 0.00017986,
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D55 = 0.0023219,

D12 = D21 = 0.000049938 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

−0.0008842 cos(θ2) cos(θ4)− 0.00069074 cos(θ2 + θ3) cos(θ4)

−0.00026807 cos(θ2) cos(θ5) sin(θ4)

−0.003578 cos(θ2) sin(θ4) sin(θ5)− 0.000049938 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)

−0.00020942 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

+0.0021421 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)

−0.0027951 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

+0.000099877 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

−0.0022916 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)

−0.0022916 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
2 sin(θ4) ,

D13 = D31 = 0.000049938 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

−0.00069074 cos(θ2 + θ3) cos(θ4)− 0.000049938 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)

−0.00020942 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

+0.0021421 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)

−0.0027951 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

+0.000099877 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

−0.0022916 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)

−0.0022916 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos
2(θ5) sin(θ4) ,

D14 = D41 = 0.0024715 cos(θ2 + θ3)− 0.00069074 sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

−0.0022916 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
2 − 0.0008842 sin(θ2) sin(θ4)

+0.00026807 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)

+0.003578 cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)

+0.00020942 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

+0.0027951 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

+0.000049938 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

+0.0022916 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5) ,
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D15 = D51 = 0.000049938 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + 0.0023219 sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

+0.003578 cos(θ5) sin(θ2) sin(θ4)

−0.00026807 sin(θ2) sin(θ4) sin(θ5)

+0.000049938 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

+0.0027951 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

−0.00020942 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) ,

D23 = D32 = 0.012672 cos(θ3) + 0.0055903 cos(θ5)− 0.0030323 sin(θ3)− 0.00041883 sin(θ5)

−0.0022916 cos(θ4)2 cos(θ5)2 + 0.003578 cos(θ3) cos(θ5)

−0.00026807 cos(θ3) sin(θ5) + 0.0008842 sin(θ3) sin(θ4)

+0.0021421 cos(θ4)
2 + 0.0022916 cos(θ5)

2 − 0.00026807 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ3)

−0.000099877 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

−0.003578 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5) + 0.010897,

D24 = D42 = 0.000049938 cos(θ4) sin(θ5)− 0.0008842 cos(θ3) cos(θ4)

−0.00069074 cos(θ4)− 0.00020942 cos(θ5) sin(θ4)

−0.00026807 cos(θ3) cos(θ5) sin(θ4)

+0.00001514 cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)

− sin(θ4) sin(θ5) (0.003578 cos(θ3) + 0.023067 cos(θ5) + 0.02795) ,

D25 = D52 = 0.0023219 cos(θ4) + 0.0027951 cos(θ4) cos(θ5)

−0.00026807 cos(θ5) sin(θ3)− 0.00020942 cos(θ4) sin(θ5)

−0.000049938 cos(θ5) sin(θ4)− 0.003578 sin(θ3) sin(θ5)

−0.00026807 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5)

+0.003578 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5) ,

D34 = D43 = 0.000049938 cos(θ4) sin(θ5)− 0.00069074 cos(θ4)

−0.00020942 cos(θ5) sin(θ4)− 0.0027951 sin(θ4) sin(θ5)

−0.0022916 cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5) ,

D35 = D53 = 0.0023219 cos(θ4) + 0.0027951 cos(θ4) cos(θ5)

−0.00020942 cos(θ4) sin(θ5)− 0.000049938 cos(θ5) sin(θ4) ,
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D45 = D54 = 0.000049938 sin(θ5) .

Los términos hikm se muestran en el anexo L.

Debido a la extensión de los términos de la matriz columna numérica H, ésta no se
presenta en el documento, si el lector de este documento desea conocer las expre-
siones puede ejecutar el algoritmo que se muestra en el anexo O.

L-E 9. Matriz columna de fuerzas de gravedad C

Los elemento numéricos de esta matriz columna son:

C1 = C6 = 0,

C2 = 0.034475 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)− 0.49407 sin(θ2 + θ3)− 0.36808 cos(θ2)

−1.6068 sin(θ2)− 0.11823 cos(θ2 + θ3)− 0.13951 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)

+0.010452 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− 0.010452 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

−0.13951 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5) ,

C3 = 0.034475 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)− 0.49407 sin(θ2 + θ3)− 0.11823 cos(θ2 + θ3)

−0.13951 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + 0.010452 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)

−0.010452 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

−0.13951 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5) ,

C4 = sin(θ2 + θ3) {0.034475 cos(θ4) + 0.010451 cos(θ5) sin(θ4)

+0.1395 sin(θ4) sin(θ5)},

C5 = 0.010452 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

−0.010452 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− 0.13951 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

−0.13951 cos(θ2 + θ3) sin(θ5)

L-E 10. Ecuación dinámica del sistema.

Debido a la extensión de los términos numéricos τ no se presentan en el documento,
si el lector de este documento desea conocer las expresiones puede ejecutar el al-
goritmo que se muestra en el anexo O.
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6.5 ESPACIO DE TRABAJO

Al igual que el Robot Antropomórfico, el Robot PUMA se ubica espacialmente con
coordenadas esféricas, por tanto su espacio de trabajo está restringido entre dos
esferas, para determinar el límite interno se calcula la condición a partir de la Figura
59, en donde se muestra el Robot PUMA en su menor extensión, la cual se logra
cuando las variables articulares θ3 y θ4 están los límites, es decir, cuando los dos
ángulos se encuentran en 90◦ ó en −90◦, es necesario que para lograr la menor
extensión ambos ángulos tengan el mismo signo.

Figura 59: Orientación del robot PUMA para determinar el radio mínimo del espacio de
trabajo

Fuente: Autores del proyecto

A partir de la Figura 59, la condición para el menor límite es:

~rmin = ~l2 + ~l3 + ~l4 ⇒ (θ3, θ5 = −90◦ ∨ θ3, θ5 = 90◦) ∧ θ4 = 0. (128)

donde, ~l2, ~l3, ~l4 son los vectores entre los sistemas de referencia 2, 3, 4 y 6, con
magnitud l2, l3, l4 respectivamente. El límite se completa haciendo rotar esta sección
de circunferencia 300◦, de manera que el menor límite queda como se muestra en la
Figura 60.
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Figura 60: Radio mínimo del espacio de trabajo para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto

El máximo límite se considera en la máxima extensión del brazo, es decir, cuando
los valores de las variables articulares θ3 y θ4 valen 0.

~rmax = ~l2 + ~l3 + ~l4 ⇒ θ3, θ5 = 0◦. (129)

El máximo límite se muestra en la Figura 61.

Figura 61: Radio máximo del espacio de trabajo para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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Finalmente, el espacio de trabajo se muestra en la Figura 62.

Figura 62: Espacio de trabajo para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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7 DESCRIPCIÓN DEL GRIPPER

El elemento final es una parte fundamental para un robot manipulador, éste elemento
es el que interactúa directamente con el objeto a manipular, el cual para este caso
es una pinza mecánica o gripper.

Figura 63: Diseño de cuatro barras para el Gripper

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 63 se ve el diseño de cuatro barras del Gripper, éste diseño permite
que las superficies en contacto con el objeto a manipular siempre estén paralelas,
sin importar la abertura del mecanismo.

Figura 64: Dimensiones de las barras del Gripper

Fuente: Autores del proyecto
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En la Figura 64 se ven las dimensiones de las barras del Gripper para cumplir con
el requerimiento de abertura de la pinza, la cual debe agarrar objetos de máximo 8
centímetros de longitud. Además se tuvo en cuenta el tipo de motor que genere este
tipo de movimiento, para lo cual solo se requiere que rote 180◦, este movimiento lo
realizan con bastante precisión los servomotores, y teniendo en cuenta el tamaño
del gripper, debe ser un servomotor de tamaño reducido.

Figura 65: Adecuación del micro-servomotor al Gripper

Fuente: Autores del proyecto

El micro servomotor se seleccionó por sus reducidas dimensiones y la precisión del
mismo para el movimiento. A partir de éste se dimensionaron las barras de color
amarillo en la Figura 65, definiendo de esta manera las dimensiones de las demás
barras.

Figura 66: Gripper completo

Fuente: Autores del proyecto

El diseño final del gripper se muestra en la Figura 66, cumpliendo con las especifi-
caciones de peso y tamaño para el objeto a manipular. Este gripper debe ser lo más
liviano posible, pero resistente, por tanto el material también debe cumplir con estas
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características. Existen dos tipos de materiales que cumplen con estas característi-
cas, el aluminio y el acrílico, este último fue seleccionado finalmente por ahorro en
costos, ya que realizar el proceso de fundir las piezas en aluminio es mucho más
costoso que cortar estas mismas piezas en acrílico.

El servomotor seleccionado fue el HITEC HS-82MG, el cual cumple con las especi-
ficaciones dimensionales y genera un torque superior a otros de esta clase, ya que
tiene reducciones metálicas, no de nylon como son convencionalmente.

Figura 67: Micro-servomotor HITEC HS-82MG

Fuente: http://hitecrcd.com/products/servos/micro-and-mini-servos/
analog-micro-and-mini-servos/hs-82mg-standard-metal-gear-micro-servo/product

Este servomotor funciona con una señal cuadrada con un voltaje pico entre 3 y 5
V, con una duración de semiciclo positivo entre 600 a 2400 µs, como se muestra en
la Figura 68. El pulso se actualiza cada 20ms, es decir, opera a una frecuencia de
50Hz14.

Figura 68: Funcionamiento servo HITEC HS-82MG

Fuente: http://www.servocity.com/html/hs-82mg_servo.html#.UzI89_l5Pis

14http://hitecrcd.com/files/Servomanual.pdf
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8 GENERACIÓN DE TRAYECTORIAS ARTICULARES

El objetivo de trazar una trayectoria es generar una función continua de movimiento
para el robot, dentro de las cual se incluye las tres principales variables cinemáti-
cas, posición, velocidad y aceleración. Existen dos tipos de trayectorias, punto a
punto y ruta continua. Para este proyecto se hará énfasis en el movimiento punto
a punto, que logra posicionarse en un punto diferente al inicial con funciones para
la posición, velocidad y aceleración, de manera que el elemento final del robot se
desplace con cierta suavidad, sin alteraciones o grandes cambios en la aceleración,
ayudando a que no se presenten picos de corriente en los motores. Para lograr esto
se generan tres segmentos o tramos, el primero inicia con velocidad cero (parte
del reposo) hasta cierta velocidad específica, que será constante para el segundo
tramo, finalizando con el tercer segmento inverso al primero, llevando nuevamente
la velocidad a cero. Para lograr esto se podrían trazar para el primer y tercer tramo
funciones de tercer orden (en la posición), que cumplen con llevar la velocidad de
cero a cierto valor, sin embargo al ser de orden tres, la aceleración será de primer
orden e irá incrementando al igual que la velocidad, de manera que cuando pase al
segundo tramo habrá un cambio brusco, pues la aceleración de este tramo es cero,
como se muestra en la Figura 69. Para resolver este problema se hace una función
de mayor orden, haciendo interpoladores de quinto orden y colocando condiciones
de velocidad y aceleración inicial y final igual a cero, con las que finalmente quedará
una función de orden cuatro, como se demuestra a continuación.

Figura 69: Ley de Tiempo con un perfil de velocidad trapezoidal

Fuente: Subir Kumar Saha. Introducción a la Robótica. México. 2008. pág. 303
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Función para la posición:

θ(t) = a0 + a1 t+ a2 t
2 + a3 t

3 + a4 t
4 + a5 t

5 (130)

Realizando la derivada respecto al tiempo para calcular la velocidad y aceleración:

θ̇(t) = a1 + 2 a2 t+ 3 a3 t
2 + 4 a4 t

3 + 5 a5 t
4 (131)

θ̈(t) = 2 a2 + 6 a3 t+ 12 a4 t
2 + 20 a5 t

3 (132)

Las anteriores ecuaciones se definen a partir del libro Introducción a la robótica15,
con las cuales se define la cinemática para el movimiento de las variables articulares
de los robots, en donde la aceleración es una función de tercer grado, sin embargo
si se define que tanto al inicio como al final del tramo la aceleración tiene por valor
cero, se reduce un grado, como se ve al desarrollar numéricamente las ecuaciones.

q0i = a0i + a1i t0 + a2i t0
2 + a3i t0

3 + a4i t0
4 + a5i t0

5

qfi = a0i + a1i tf + a2i tf
2 + a3i tf

3 + a4i tf
4 + a5i tf

5

v0i = a1i + 2 a2i t0 + 3 a3i t0
2 + a4i t0

3 + 5 a5i t0
4

vfi = a1i + 2 a2i tf + 3 a3i tf
2 + a4i tf

3 + 5 a5i tf
4

ac0i = 2 a2i + 6 a3i t0 + 12 a4i t0
2 + 20 a5i t0

3

acfi = 2 a2i + 6 a3i tf + 12 a4i tf
2 + 20 a5i tf

3

(133)

El anterior sistema se expresa para calcular los coeficientes ak del tramo i.

Generación del tramo dos (ecuación de primer orden)

Para definir las ecuaciones de cada uno de los tramos, inicialmente se define el
tramo dos, ya que primero se tiene en cuenta la pendiente de las recta de este
tramo y luego a partir de esto definir las velocidades iniciales y finales de los otros
dos segmentos.

En la siguiente ecuación se define pendiente m de la recta que define el segundo
tramo:

m =
Qf −Q0

T − 2 τ
(134)

donde,
Qf es el ángulo final del movimiento

15Subir Kumar Saha. Introducción a la Robótica. Capítulo 11
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Q0 es el ángulo inicial del movimiento
T es el periodo del movimiento
τ es el periodo de tiempo de los tramos 1 y 3
Y la ecuación de la recta es:

Q2(t) = m(t− τ) +Q0 (135)

Generación del tramo uno

Para este tramo q01 = Q0, es decir, el ángulo inicial del tramo es el ángulo inicial del
movimiento. El ángulo final del tramo se define a partir de evaluar τ en la ecuación
de la recta:

qf1 = Q0 +
τ(Qf −Q0)

T − 2 τ
(136)

El valor de la velocidad final de este tramo es el mismo de la pendiente de la recta,
vf1 = m.

Como la ecuación de la posición del tramo dos es una recta, la velocidad será una
constante y la aceleración será cero, por consiguiente la aceleración final del tramo
uno y la inicial del tramo tres deben ser cero, para que no existan cambios brus-
cos en la aceleración y se mantenga continuidad en la gráfica de la aceleración del
movimiento.

A partir del sistema de ecuaciones (133) y conociendo los valores de posición, ve-
locidad y aceleración inicial y final, se hallan los coeficientes:

q01 = a01 + a11 t0 + a21 t0
2 + a31 t0

3 + a41 t0
4 + a51 t0

5

qf1 = a01 + a11 tf + a21 tf
2 + a31 tf

3 + a41 tf
4 + a51 tf

5

v01 = a11 + 2 a21 t0 + 3 a31 t0
2 + a41 t0

3 + 5 a51 t0
4

vf1 = a11 + 2 a21 tf + 3 a31 tf
2 + a41 tf

3 + 5 a51 tf
4

ac01 = 2 a21 + 6 a31 t0 + 12 a41 t0
2 + 20 a51 t0

3

acf1 = 2 a21 + 6 a31 tf + 12 a41 tf
2 + 20 a51 tf

3

(137)

Para este tramo el tiempo inicial t0 es cero y el tiempo final tf es τ , reemplazando
esto y expresando de manera matricial:
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a01

a11

a21

a31

a41

a51


=



1 0 0 0 0 0

1 τ τ 2 τ 3 τ 4 τ 5

0 1 0 0 0 0

0 1 2 τ 3 τ 2 4 τ 3 5 τ 4

0 0 2 0 0 0

0 0 2 6 τ 12 τ 2 20 τ 3



−1

q01

qf1

0

m

0

0


(138)

Finalmente las ecuaciones para la posición, velocidad y aceleración para este tramo
respectivamente quedan:

Q1(t) =
5∑
i=0

ai1 t
i (139)

V1(t) =
5∑
i=1

ai1 t
i−1 (140)

ac1(t) =
5∑
i=2

i(i− 1)ai1 t
i−2 (141)

Generación del tramo tres

Para este tramo se sigue el mismo procedimiento que el primer segmento con los
siguientes valores:

• Ángulo inicial del tramo tres: q03 = Q2 evaluado en (T − 2 τ)

• Ángulo final del tramo tres: qf3 = Qf

• Velocidad inicial del tramo tres: v03 = m

• Velocidad final del tramo tres:

vf3 =
2(Qf − q03)

2 τ
− v03 (142)

Después de realizar la evaluación de los coeficientes, las ecuaciones quedan:

Q3(t) =
5∑
i=0

ai3 t
i (143)

V3(t) =
5∑
i=1

i ai3 t
i−1 (144)

ac3(t) =
5∑
i=2

i (i− 1) ai3 t
i−2 (145)
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Figura 70: Gráficas de la posición, velocidad y aceleración de la trayectoria.

Fuente: Autores del proyecto

Como se ve en la Figura 70, estas tres variables siempre mantienen un movimiento
continuo, de manera que nunca se presentan sobresaltos en la señal en ningún
punto de la trayectoria.
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9 INTERFAZ GRÁFICA

La implementación de la interfaz gráfica representa la unión de muchos elementos
que podrían parecer apartes en el proyecto, hace que mover el Robot hacia una
posición deseada sea una tarea sencilla, apartando al usuario de la programación,
logrando que, mover el Robot sea llamativo y entretenido y no una labor tediosa o
complicada. En la Figura 71 se muestra la interacción de la Interfaz gráfica con los
demás elementos que ésta necesita para su correcta funcionamiento.

Figura 71: Diagrama de la interacción de la Intrefaz Gráfica

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 71 el cuadro de color azul representa la entrada del usuario, los cuadros
blancos son funciones realizadas en MATLAB para lograr posicionar al Robot según
la entrada del usuario.

A través de esta interfaz gráfica se controlan los manipuladores con tres funciones
principales que son, envío de posición y velocidad a un motor, envío de posición
y velocidad a todos los servomotores dynamixel a la vez y lectura de posición de
los estos actuadores, además de controlar la abertura del gripper con el servomotor
analógico. El diseño de esta interfaz se realizó en el software MATLAB, haciendo
una GUI (graphical user interface) para luego generar el archivo ejecutable (con
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extensión .exe) que puede instalarse en cualquier computador con sistema operativo
windows de 64 bits que inclusive no tenga instalado MATLAB.

Figura 72: Bloques principales de simmechanics y su relación

Fuente: Autores del proyecto

Figura 73: Diagrama en simmechanics del Robot SCARA sin actuadores

Fuente: Autores del proyecto

Para la comprobación de los cálculos realizados se tomó el diseño hecho en Solid-
Works, el cual contiene editado los materiales reales de cada uno de los manipu-
ladores, cada sub-ensamblaje se guardó como un archivo en formato STL, que se
puede leer en simmechanics de simulink, en donde se modeló cada robot a partir
de bloques, como se muestra en la Figura Figura 72, en donde el elemento “Body”
representa un cuerpo, en este caso un eslabón del Robot. Los elementos “Revolute”
representan las juntas o uniones que existen entre el eslabón i con el i+ 1.
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Figura 74: Diagrama en simmechanics del modelo del Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

Figura 75: Simulación en simmechanics del Robot SCARA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 73 se muestra el ensamblaje del Robot sin tener en cuenta los ac-
tuadores, solamente están las juntas entre los eslabones. Los actuadores fueron
agregados posteriormente a cada junta. Para visualizar de una mejor manera se
creó un subensamblaje de estos elementos, como se muestra en la Figura 74, rep-
resentado por el bloque “ENSAMBLE”. Las entradas para la posición de los GDL
son los cuatro bloques de la Izquierda del diagrama, una por cada GDL. Los resul-
tados de la simulación se muestran en la Figura 75, en la imagen de la izquierda,
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con todas las entradas cero y la de la derecha, −π/2, π/3, 100, π/4, para los cuatro
GDL respectivamente (las unidades están en [rad] y [mm]).

Figura 76: Simulación en simmechanics de los Robots Antropomórfico y PUMA

Fuente: Autores del proyecto

En la Figura 76 se muestran resultados de la simulación de los Robots Antropomór-
fico y PUMA de izquierda a derecha respectivamente.

Para apreciar de mejor manera las simulaciones de los Robots, se pueden seguir
los siguientes enlaces,

• Simulación Robot SCARA

• Simulación Robot Antropomórfico

• Simulación Robot PUMA

en donde se muestran movimientos de los manipuladores llegando a posiciones de-
seadas, viendo el resultado de la implementación de las funciones que se aprecian
en la Figura 71.

En la Figura 77 se muestran las Interfaces con las cuales se realiza la simulación
de los robots SCARA y PUMA, la Interfaz del robot Antropomórfico es igual a la
del PUMA, por lo cual no se muestra, estas se pueden ver con más detalle en los
enlaces de los videos. A través de dos paneles se les ingresa la configuración
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deseada, en uno la posición y en otro la orientación. En otro panel se muestra el
valor de las variables articulares luego de la resolución por la cinemática inversa.
Además presenta botones para realizar el cálculo, regresarlo a posición inicial y
limpiar los campos. El proceso para mover de manera simulada el robot sigue los
pasos:

• Ingreso de la configuración deseada (Posición y Orientación)

• Al presionar el botón Calcular, se llama a la función que calcula la matriz de-
seada M , luego la función que calcula la cinemática Inversa, con los valores
iniciales y finales de las variables, se calculan las trayectorias para cada vari-
able articular, generando una matriz en la cual la primera fila es un vector de
tiempo, las siguientes filas son vectores de posición y finalmente, los vectores
de velocidad. Para la simulación se discretizó el movimiento cada 0.01[s], es
decir, 10[ms].

• Si la configuración dada está dentro del espacio de trabajo, se habilita el botón
"Mover".

Figura 77: Interfaces de simulación para los robots SCARA y PUMA

Fuente: Autores del proyecto

La interfaz presenta tres principales paneles, cálculo de la cinemática directa, cál-
culo de la cinemática inversa y conexión al puerto para enviar la trama de datos.
Para realizar los respectivos cálculos se realizaron funciones (en MATLAB) para la
cinemática directa, cinemática inversa, la matriz de transformación final, las matri-
ces de transformación básicas y generación de las trayectorias, estas funciones se
muestran en los anexos.

En la Figura 78 se muestra una captura de la interfaz gráfica para el robot PUMA, a
continuación se describe la función de los botones.
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• Abrir Puerto: al presionar este botón se abre o cierra el puerto seleccionado,
en el cual esté conectado el circuito del manipulador.

• Calcular: después de seleccionar si la operación es cinemática directa o in-
versa hace el respectivo cálculo.

• Mover: después de realizar el cálculo y si el puerto está abierto hace la comu-
nicación con los motores para mover el robot hacia la posición indicada.

• Limpiar: borra todos los espacios editables y deja la interfaz como como al
inicio.

• Pos Inicial: lleva el robot a posición cero.

• Pos Cierre: lleva el robot a una posición en la cual esté apoyado, de manera
que cuando se des-energice no se golpee.

Figura 78: Interfaz Gráfica para el Robot PUMA

Fuente: Autores del proyecto
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Las Interfaces para los Robots SCARA y Antropomórfico son similares, lo único
diferente es el módulo de la cinemática directa, en la cual se verán sólo cuatro y
cinco GDL respectivamente.
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10 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

10.1 CONCLUSIONES

El análisis dinámico de los robots manipuladores a partir del algoritmo de Lagrange
- Euler permitió la obtención de los torques requeridos en cada articulación de una
forma metódica, de manera que rapidamente se llega a la solución simbólica del
sistema (robot), pues una de sus grandes bondades es la manipulación de las ex-
presiones a partir de variables escalares, por lo cual es bastante eficiente computa-
cionalmente.

Se observó que por cada grado de libertad adicional, el cálculo de cinemática y
dinámica de los robots manipuladores se hace mucho más extenso, de manera que
manipular las variables y visualizar el resultado simbólico en el caso del robot PUMA
se hizo imposible, pues la expresión ocupa más de dos páginas, por lo cual no fue
posible consignarla en el documento.

La implementación del circuito integrado FT232RL y el uso de los servomotores dig-
itales dynamixel, permitieron realizar un diseño de circuito más compacto respecto
a lo que convencionalmente se tiene para controlar seis servomotores (como es el
caso de los servomotores analógicos) que requieren un conector por cada servomo-
tor y dispositivo que genere una señal de control para cada uno de estos.

El uso del software MatLab posibilito modelar las etapas del proyecto a manera de
funciones, como lo son cinemática directa, cinemática inversa, dinámica, generación
de trayectorias y simulaciones de los robots, para luego integrar estos anteriores el-
ementos en una interfaz gráfica para cada robot, logrando que el cálculo sea más
rápido al estar contenido en un mismo programa. Además este software permite
realizar cálculos simbólicos extensos, superando a otros software como Maple y
Mathcad.

La Interfaz gráfica es el elemento principal de las etapas del proyecto, pues con ésta
se logró asimilar los demás componentes para que el robot llegue a la posición re-
querida con un tiempo especifico y una trayectoria trazada, haciendo un movimiento
suave entre el punto inicial y final.

El uso de los servomotores digitales dynamixel facilitaron el movimiento del robot,
realizando el cambio de posición y velocidad según la trayectoria, pues se le puede
enviar una trama de datos en la cual se incluyen estas dos variables. Además
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permiten que todos se muevan a la vez variando la trama de datos enviada, debido
a su único ID. También posibilitaron un espacio de trabajo más amplio que el de los
servomotores analógicos tradicionales, ya que estos últimos solo se mueven 180◦,
mientras que los dynamixel permiten 300◦.

10.2 TRABAJOS FUTUROS

En el desarrollo de esta proyecto se lograron importantes resultados, como se mues-
tran en las conclusiones, sin embargo los cálculos dinámicos realizados aún no se
han implementado, pero se pretende hacer para una etapa posterior, como lo es
realizar control al movimiento de los manipuladores, para lo cual es vital tener las
expresiones dinámicas de los sistemas, en este caso, robots. Aprovechando a su
vez el potencial de Simulink, que permite integrar el modelo CAD de los manipu-
ladores en Simmechanics y realizar un análisis dinámico, logrando validar los resul-
tados obtenidos, como se realizó con la simulación de los robots.
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ANEXOS

Anexo A. MATRICES DE TRANSFORMACIÓN 0Ai ROBOT SCARA

0A2 =


cos(θ1) − sin(θ1) 0 l3 cos(θ1)
sin(θ1) cos(θ1) 0 l3 sin(θ1)

0 0 1 l2
0 0 0 1

 (146)

0A3 =


cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)
sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2) 0 l4 sin(θ1 + θ2) + l3 sin(θ1)

0 0 1 l2
0 0 0 1

 (147)

0A4 =


cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)
sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2) 0 l4 sin(θ1 + θ2) + l3 sin(θ1)

0 0 1 l2 − l5
0 0 0 1

 (148)

0A5 =


cos(θ1 + θ2 + θ3) − sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)
sin(θ1 + θ2 + θ3) cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 l4 sin(θ1 + θ2) + l3 sin(θ1)

0 0 1 l2 − l5 − l6
0 0 0 1


(149)
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Anexo B. MATRICES U ij ROBOT SCARA

U 11 =


− sin(θ1) − cos(θ1) 0 −l3 sin(θ1)
cos(θ1) − sin(θ1) 0 l3 cos(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (150)

U 21 =


− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)− l3 sin(θ1)
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (151)

U 22 =


− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2) 0 l4 cos(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (152)

U 31 =


− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)− l3 sin(θ1)
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (153)

U 32 =


− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2) 0 l4 cos(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (154)

U 33 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

 (155)

U 41 =


− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)− l3 sin(θ1)
cos(θ1 + θ2 + θ3) − sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 l4 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0


(156)

U 42 =


− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)
cos(θ1 + θ2 + θ3) − sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 l4 cos(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (157)
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U 43 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

 (158)

U 44 =


− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 0
cos(θ1 + θ2 + θ3) − sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (159)

U 12 = U 13 = U 14 = U 23 = U 24 = U 34 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (160)
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Anexo C. MATRICES U ijk ROBOT SCARA

U 111 =


− cos(θ1) sin(θ1) 0 −l3 cos(θ1)
− sin(θ1) − cos(θ1) 0 −l3 sin(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (161)

U 211 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)− l3 cos(θ1)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)− l3 sin(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (162)

U 212 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (163)

U 221 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (164)

U 222 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (165)

U 311 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)− l3 cos(θ1)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)− l3 sin(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (166)

U 312 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (167)

U 321 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (168)
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U 322 =


− cos(θ1 + θ2) sin(θ1 + θ2) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2) − cos(θ1 + θ2) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (169)

U 411 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)− l3 cos(θ1)
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)− l3 sin(θ1)

0 0 0 0
0 0 0 0


(170)

U 412 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (171)

U 414 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 0
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (172)

U 421 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (173)

U 422 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 cos(θ1 + θ2)
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 −l4 sin(θ1 + θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (174)

U 424 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 0
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (175)

U 441 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 0
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (176)
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U 442 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 0
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (177)

U 444 =


− cos(θ1 + θ2 + θ3) sin(θ1 + θ2 + θ3) 0 0
− sin(θ1 + θ2 + θ3) − cos(θ1 + θ2 + θ3) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (178)

U 112 = U 113 = U 114 = U 213 = U 214 = U 223 = U 224 =
U 231 = U 232 = U 233 = U 234 = U 241 = U 242 = U 243 =
U 244 = U 313 = U 314 = U 323 = U 324 = U 331 = U 332 =
U 333 = U 334 = U 341 = U 342 = U 343 = U 344 = U 413 =
U 423 = U 431 = U 432 = U 433 = U 434 = U 443 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (179)
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Anexo D. TÉRMINOS hikm ROBOT SCARA

h112 = −l3 sin(θ2) (d2m2 + l4m2 + l4m3 + l4m4) , (180)

h121 = −l3 sin(θ2) (d2m2 + l4m2 + l4m3 + l4m4) , (181)

h122 = −l3 sin(θ2) (d2m2 + l4m2 + l4m3 + l4m4) , (182)

h211 = l3 sin(θ2) (d2m2 + l4m2 + l4m3 + l4m4) , (183)

h111 = h113 = h114 = h123 = h124 = h131 = h132 = h133 = 0
h134 = h141 = h142 = h143 = h144 = h212 = h213 = h214 = 0
h221 = h222 = h223 = h224 = h231 = h232 = h233 = h234 = 0
h241 = h242 = h243 = h244 = h311 = h312 = h313 = h314 = 0
h321 = h322 = h323 = h324 = h331 = h332 = h333 = h334 = 0
h341 = h342 = h343 = h344 = h411 = h412 = h413 = h414 = 0
h421 = h422 = h423 = h424 = h431 = h432 = h433 = h434 = 0

h441 = h442 = h443 = h444 = 0

(184)
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Anexo E. MATRICES DE TRANSF. 0Ai ROBOT ANTROPOMÓRFICO

La matriz 0A1 está expresada en la ecuación (48).

0A2 =


− cos(θ1) sin(θ2) − cos(θ1) cos(θ2) sin(θ1) −l2 cos(θ1) sin(θ2)
− sin(θ1) sin(θ2) − cos(θ2) sin(θ1) − cos(θ1) −l2 sin(θ1) sin(θ2)

cos(θ2) − sin(θ2) 0 l1 + l2 cos(θ2)
0 0 0 1

 .

(185)

0A3 =

 0Q3
0P 3

~0 1

 , (186)

donde,

0Q3 =

 − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − cos(θ1)

cos(θ2 + θ3) − sin(θ2 + θ3) 0

 ,

0P 3 =

 − cos(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

− sin(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

l1 + l3 cos(θ2 + θ3) + l2 cos(θ2)

 .

0A4 =

 0Q4
0P 4

~0 1

 , (187)

donde,

0Q4 =

 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) − cos(θ1) − sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4)

 ,

0P 4 =

 − cos(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

− sin(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

l1 + l3 cos(θ2 + θ3) + l2 cos(θ2)

 .

La matriz 0A5 se muestra en la ecuación (53).
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Anexo F. MATRICES U ij ROBOT ANTROPOMÓRFICO

U 11 =


− sin(θ1) 0 cos(θ1) 0
cos(θ1) 0 sin(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (188)

U 21 =


sin(θ1) sin(θ2) cos(θ2) sin(θ1) cos(θ1) l2 sin(θ1) sin(θ2)
− cos(θ1) sin(θ2) − cos(θ1) cos(θ2) sin(θ1) −l2 cos(θ1) sin(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (189)

U 22 =


− cos(θ1) cos(θ2) cos(θ1) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ1) cos(θ2)
− cos(θ2) sin(θ1) sin(θ1) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ2) sin(θ1)
− sin(θ2) − cos(θ2) 0 −l2 sin(θ2)

0 0 0 0

 . (190)

U 31 =
(
UQ31 UP 31

)
, (191)

donde,

UQ31 =


sin(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ1)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

QP 31 =


sin(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))
− cos(θ1) (l3 sin(θ2 + θ3) + l2 sin(θ2))

0
0

 .

U 32 =
(
UQ32 QP 32

)
, (192)

donde,

UQ32 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− sin(θ2 + θ3) − cos(θ2 + θ3) 0

0 0 0

 ,

UP 32 =


− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
− sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

−l2 sin(θ2)− l3 sin(θ2 + θ3)
0

 .
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U 33 =
(
UQ33 UP 32

)
, (193)

donde,

UQ33 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− sin(θ2 + θ3) − cos(θ2 + θ3) 0

0 0 0

 ,

UP 33 =


−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 sin(θ2 + θ3)

0

 .

U 41 =
(
UQ41 UP 41

)
, (194)

donde,

UQ41 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) cos(θ1) sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 41 =


sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
− cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 42 =
(
UQ42 UP 42

)
, (195)

donde,

UQ42 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) 0 − sin(θ2 + θ3 + θ4)

0 0 0

 ,

UP 42 =


− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
− sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

−l2 sin(θ2)− l3 sin(θ2 + θ3)
0

 .

U 43 =
(
UQ43 UP 43

)
, (196)

donde,

UQ43 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) 0 − sin(θ2 + θ3 + θ4)

0 0 0

 ,
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UP 43 =


−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 sin(θ2 + θ3)

0

 ,

U 44 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3 + θ4) 0 − sin(θ2 + θ3 + θ4) 0

0 0 0 0

 . (197)

U 51 =
(
Un51 Uo51 Ua51 UP 51

)
, (198)

donde,

Un51 =


cos(θ1) sin(θ5) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,

Uo51 =


cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua51 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,

UP 51 =


sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))− l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 52 =
(
Un52 Uo52 Ua52 UP 52

)
, (199)

donde,

Un52 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)

0

 ,

Uo52 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,
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Ua52 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 52 =


− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
− sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

−l4 sin(θ2 + θ3 + θ4)− l2 sin(θ2)− l3 sin(θ2 + θ3)
0

 .

U 53 =
(
Un53 Uo53 Ua53 UP 53

)
, (200)

donde,

Un53 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)

0

 ,

Uo53 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,

Ua53 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 53 =


−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

−l4 sin(θ2 + θ3 + θ4)− l3 sin(θ2 + θ3)
0

 .

U 54 =
(
Un54 Uo54 Ua54 UP 54

)
, (201)

donde,

Un54 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)

0

 ,

Uo54 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,
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Ua54 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 54 =


−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 sin(θ2 + θ3 + θ4)

0

 .

U 55 =
(
Un55 Uo55 ~0 T ~0 T

)
, (202)

donde,

Un55 =


cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ1) cos(θ5)

sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,

Uo55 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ1) sin(θ5)
cos(θ1) sin(θ5) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 .
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Anexo G. MATRICES U ijk ROBOT ANTROPOMÓRFICO

U 111 =


− cos(θ1) 0 − sin(θ1) 0
− sin(θ1) 0 cos(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (203)

U 211 =


cos(θ1) sin(θ2) cos(θ1) cos(θ2) − sin(θ1) l2 cos(θ1) sin(θ2)
sin(θ1) sin(θ2) cos(θ2) sin(θ1) cos(θ1) l2 sin(θ1) sin(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (204)

U 212 =


cos(θ2) sin(θ1) − sin(θ1) sin(θ2) 0 l2 cos(θ2) sin(θ1)
− cos(θ1) cos(θ2) cos(θ1) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ1) cos(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (205)

U 221 =


cos(θ2) sin(θ1) − sin(θ1) sin(θ2) 0 l2 cos(θ2) sin(θ1)
− cos(θ1) cos(θ2) cos(θ1) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ1) cos(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (206)

U 222 =


cos(θ1) sin(θ2) cos(θ1) cos(θ2) 0 l2 cos(θ1) sin(θ2)
sin(θ1) sin(θ2) cos(θ2) sin(θ1) 0 l2 sin(θ1) sin(θ2)
− cos(θ2) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ2)

0 0 0 0

 . (207)

U 311 =
(
UQ311 UP 311

)
, (208)

donde,

UQ311 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) cos(θ1) − sin(θ1)
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 311 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 312 =
(
UQ312 UP 312

)
, (209)
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donde,

UQ312 =


cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 312 =


sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 313 =
(
UQ313 UP 313

)
, (210)

donde,

UQ313 =


cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 313 =


l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

0
0

 .

U 321 =
(
UQ321 UP 321

)
, (211)

donde,

UQ321 =


cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 321 =


sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 322 =
(
UQ322 UP 322

)
, (212)

donde,

UQ322 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) 0

0 0 0

 ,
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UP 322 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−l2 cos(θ2)− l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 323 =
(
UQ323 UP 323

)
, (213)

donde,

UQ323 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) 0

0 0 0

 ,

UP 323 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 331 =
(
UQ331 UP 331

)
, (214)

donde,

UQ331 =


cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 331 =


l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

0
0

 .

U 332 =
(
UQ332 UP 332

)
, (215)

donde,

UQ332 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) 0

0 0 0

 ,

UP 332 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 333 =
(
UQ333 UP 333

)
, (216)
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donde,

UQ333 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) 0

0 0 0

 ,

UP 333 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 411 =
(
UQ411 UP 411

)
, (217)

donde,

UQ411 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) − sin(θ1) sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) cos(θ1) sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 411 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 412 =
(
UQ412 UP 412

)
, (218)

donde,

UQ412 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 412 =


sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 413 =
(
UQ413 UP 413

)
, (219)

donde,

UQ413 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,
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UP 413 =


l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

0
0

 .

U 414 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (220)

U 421 =
(
UQ421 UP 421

)
, (221)

donde,

UQ421 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 421 =


sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

0
0

 .

U 422 =
(
UQ422 UP 422

)
, (222)

donde,

UQ422 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4)
0 0 0

 ,

UP 422 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−l2 cos(θ2)− l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 423 =
(
UQ423 UP 423

)
, (223)

donde,

UQ423 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4)
0 0 0

 ,

150



UP 423 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 424 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) 0
0 0 0 0

 . (224)

U 431 =
(
UQ431 UP 431

)
, (225)

donde,

UQ431 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0 0 0
0 0 0

 ,

UP 431 =


l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

0
0

 .

U 432 =
(
UQ432 UP 432

)
, (226)

donde,

UQ432 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4)
0 0 0

 ,

UP 432 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 433 =
(
UQ433 UP 433

)
, (227)

donde,

UQ433 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4)
0 0 0

 ,
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UP 433 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3)

0

 .

U 434 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) 0
0 0 0 0

 . (228)

U 441 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (229)

U 442 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) 0
0 0 0 0

 . (230)

U 443 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) 0
0 0 0 0

 . (231)

U 444 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) 0
cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3 + θ4) 0 − cos(θ2 + θ3 + θ4) 0
0 0 0 0

 . (232)

U 511 =
(
Un511 Uo511 Ua511 UP 511

)
, (233)

donde,

Un511 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ1) sin(θ5)
cos(θ1) sin(θ5) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

0
0

 ,

Uo511 =


− cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua511 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

0
0

 ,
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UP 511 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

0
0

 .

U 512 =
(
Un512 Uo512 Ua512 UP 512

)
, (234)

donde,

Un512 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,

Uo512 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua512 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,

UP 512 =


sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)) + l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 513 =
(
Un513 Uo513 Ua513 UP 513

)
, (235)

donde,

Un513 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,

Uo513 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua513 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,
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UP 513 =


l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1) + l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 514 =
(
Un514 Uo514 Ua514 UP 514

)
, (236)

donde,

Un514 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,

Uo514 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua514 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,

UP 514 =


l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 515 =
(
Un515 Uo515 ~0 T ~0 T

)
, (237)

donde,

Un515 =


cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Uo515 =


− cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ1) sin(θ5)

0
0

 .

U 521 =
(
Un521 Uo521 Ua521 UP 521

)
, (238)

donde,

Un521 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,
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Uo521 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua521 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,

UP 521 =


sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)) + l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 522 =
(
Un522 Uo522 Ua522 UP 522

)
, (239)

donde,

Un522 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo522 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua522 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 522 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)− l2 cos(θ2)− l3 cos(θ2 + θ3)
0

 .

U 523 =
(
Un523 Uo523 Ua523 UP 523

)
, (240)

donde,

Un523 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,
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Uo523 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua523 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 523 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)− l3 cos(θ2 + θ3)
0

 .

U 524 =
(
Un524 Uo524 Ua524 UP 524

)
, (241)

donde,

Un524 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo524 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua524 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 524 =


l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 .

U 525 =
(
Un525 Uo525 ~0 T ~0 T

)
, (242)

donde,

Un525 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,
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Uo525 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 .

U 531 =
(
Un531 Uo531 Ua531 UP 531

)
, (243)

donde,

Un531 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,

Uo531 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua531 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,

UP 531 =


l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1) + l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)− l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 532 =
(
Un532 Uo532 Ua532 UP 532

)
, (244)

donde,

Un532 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo532 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua532 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,
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UP 532 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)− l3 cos(θ2 + θ3)
0

 .

U 533 =
(
Un533 Uo533 Ua533 UP 533

)
, (245)

donde,

Un533 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo533 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua533 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 533 =


l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) + l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)

−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)− l3 cos(θ2 + θ3)
0

 .

U 534 =
(
Un534 Uo534 Ua534 UP 534

)
, (246)

donde,

Un534 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo534 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua534 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,
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UP 534 =


l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 .

U 535 =
(
Un535 Uo535 ~0 T ~0 T

)
, (247)

donde,

Un535 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,

Uo535 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 .

U 541 =
(
Un541 Uo541 Ua541 UP 541

)
, (248)

donde,

Un541 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)

0
0

 ,

Uo541 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Ua541 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 ,

UP 541 =


l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)

0
0

 .

U 542 =
(
Un542 Uo542 Ua542 UP 542

)
, (249)

donde,

Un542 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,
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Uo542 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua542 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 542 =


l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 .

U 543 =
(
Un543 Uo543 Ua543 UP 543

)
, (250)

donde,

Un543 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo543 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua543 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 543 =


l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 .

U 544 =
(
Un544 Uo544 Ua544 UP 544

)
, (251)

donde,

Un544 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,
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Uo544 =


− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)

0

 ,

Ua544 =


sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 ,

UP 544 =


l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1)
l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1)
−l4 cos(θ2 + θ3 + θ4)

0

 .

U 545 =
(
Un545 Uo545 ~0 T ~0 T

)
, (252)

donde,

Un545 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,

Uo545 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

U 551 =
(
Un551 Uo551 ~0 T ~0 T

)
, (253)

donde,

Un551 =


cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)
cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)

0
0

 ,

Uo551 =


− cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)
cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ1) sin(θ5)

0
0

 .

U 552 =
(
Un552 Uo552 ~0 T ~0 T

)
, (254)

donde,

Un552 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,
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Uo552 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 .

U 553 =
(
Un553 Uo553 ~0 T ~0 T

)
, (255)

donde,

Un553 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,

Uo553 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 .

U 554 =
(
Un554 Uo554 ~0 T ~0 T

)
, (256)

donde,

Un554 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 ,

Uo554 =


− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 .

U 555 =
(
Un555 Uo555 ~0 T ~0 T

)
, (257)

donde,

Un555 =


cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ1) sin(θ5)
cos(θ1) sin(θ5) + cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5) sin(θ1)

sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ5)
0

 ,

Uo555 =


− cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5)
cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1) sin(θ5)

− sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ5)
0

 .
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Anexo H. TÉRMINOS hikm ROBOT ANTROPOMÓRFICO

Términos hikm paramétricos

h112 = 1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)

[
l3

2 (m3 +m4 +m5) + d2
2m3 + d2 l3m3

]
+1

2
sin(2 θ2)

[
l2

2 (m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2

]
+1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

[
l4

2m5 − d32m4

]
+sin(2 θ2 + θ3) [l2 l3 (m3 +m4 +m5) d2 l2m3]
+ l4m5 [l2 sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
+ d3m4 [l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
+ d1 l2m2 cos(2 θ2) ,

(258)

h113 = 1
2
m4 {l32 sin(2 θ2 + 2 θ3)− d32 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

+ d3 l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
−d3 l2 cos(θ3 + θ4) + l2 l3 sin(2 θ2 + θ3)
+d3 l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)− l2 l3 sin(θ3)}
+m5 (l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3))
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+m3 cos(θ2 + θ3) (d2 + l3)
(l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,

(259)

h114 = −1
2
m4 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) d3

2

−m4 sin(θ2 + θ3 + θ4) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) d3
+ l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,

(260)

h121 = 1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)

[
l3

2 (m3 +m4 +m5) + d2m3 (d2 + 2l3)
]

+1
2
sin(2 θ2)

[
l2

2 (m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2

]
+1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

(
l4

2m5 − d32m4

)
+sin(2 θ2 + θ3) [l2l3 (m3 +m4 +m5) + d2 l2m3]
+d3m4 [l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
+l4m5 [l2 sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
+ d1 l2m2 cos(2 θ2) ,

(261)

h131 = 1
2
m4 {l32 sin(2 θ2 + 2 θ3)− d32 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

+ d3 l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− d3 l2 cos(θ3 + θ4)
+1

2
l2 l3 sin(2 θ2 + θ3) + d3 l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)− l2 l3 sin(θ3)}

+m5 (l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3))
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+m3 cos(θ2 + θ3) (d2 + l3)
(l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,

(262)
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h141 = −1
2
m4 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) d3

2

−m4 sin(θ2 + θ3 + θ4) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) d3
+ l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,

(263)

h211 = −1
2
sin(2 θ2 + 2 θ3)

[
l3

2 (m3 +m4 +m5) + d2m3 (d2 + 2l3)
]

−1
2
sin(2 θ2)

[
l2

2 (m2 +m3 +m4 +m5)− d12m2

]
+1

2
sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)

[
d3

2m4 − l42m5

]
− sin(2 θ2 + θ3) [l2 l3 (m3 +m4 +m5) + d2 l2m3]
−d3m4 [l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
−l4m5 [l2 sin(2 θ2 + θ3 + θ4) + l3 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)]
−d1 l2m2 cos(2 θ2) ,

(264)

h223 = − l2m4 (l3 sin(θ3) + d3 cos(θ3 + θ4))
− l2m5 (l3 sin(θ3) + l4 sin(θ3 + θ4))
− l2m3 sin(θ3) (d2 + l3) ,

(265)

h224 = −d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
−l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

(266)

h232 = −l2m4 (l3 sin(θ3) + d3 cos(θ3 + θ4))
−l2m5 (l3 sin(θ3) + l4 sin(θ3 + θ4))
−l2m3 sin(θ3) (d2 + l3) ,

(267)

h233 = −l2m4 (l3 sin(θ3) + d3 cos(θ3 + θ4))
−l2m5 (l3 sin(θ3) + l4 sin(θ3 + θ4))
−l2m3 sin(θ3) (d2 + l3) ,

(268)

h234 = −d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
−l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

(269)

h242 = −d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
−l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

(270)

h243 = −d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
−l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

(271)

h244 = −d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
−l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

(272)
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h311 = −1
2
m4 {l32 sin(2 θ2 + 2 θ3)− d32 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)− l2 l3 sin(θ3)

+ d3 l3 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
−1

2
d3 l2 cos(θ3 + θ4) + l2 l3 sin(2 θ2 + θ3) + d3 l2 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)}

−m5 (l4 cos(θ2 + θ3 + θ4) + l3 cos(θ2 + θ3))
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−m3 cos(θ2 + θ3) (d2 + l3)
(l2 sin(θ2) + d2 sin(θ2 + θ3) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,

(273)

h322 = l2m4 (l3 sin(θ3) + d3 cos(θ3 + θ4))
+l2m5 (l3 sin(θ3) + l4 sin(θ3 + θ4))
+l2m3 sin(θ3) (d2 + l3) ,

(274)

h324 = −d3 l3m4 cos(θ4)− l3 l4m5 sin(θ4) , (275)

h334 = −d3 l3m4 cos(θ4)− l3 l4m5 sin(θ4) , (276)

h342 = −d3 l3m4 cos(θ4)− l3 l4m5 sin(θ4) , (277)

h343 = −d3 l3m4 cos(θ4)− l3 l4m5 sin(θ4) , (278)

h344 = −d3 l3m4 cos(θ4)− l3 l4m5 sin(θ4) , (279)

h411 = d3m4 sin(θ2 + θ3 + θ4)
(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + d3 cos(θ2 + θ3 + θ4))
−l4m5 cos(θ2 + θ3 + θ4)
(l4 sin(θ2 + θ3 + θ4) + l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)) ,

(280)

h422 = d3m4 (l3 cos(θ4) + l2 cos(θ3 + θ4))
+l4m5 (l3 sin(θ4) + l2 sin(θ3 + θ4)) ,

(281)

h423 = d3 l3m4 cos(θ4) + l3 l4m5 sin(θ4) , (282)

h432 = d3 l3m4 cos(θ4) + l3 l4m5 sin(θ4) , (283)

h433 = d3 l3m4 cos(θ4) + l3 l4m5 sin(θ4) . (284)
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h111 = h115 = h122 = h123 = h124 = h125 = h132 = h133 = h134 = h135 = 0
h142 = h143 = h144 = h145 = h151 = h152 = h153 = h154 = h155 = h212 = 0
h213 = h214 = h215 = h221 = h222 = h225 = h231 = h235 = h241 = h245 = 0
h251 = h252 = h253 = h254 = h255 = h312 = h313 = h314 = h315 = h321 = 0
h323 = h325 = h331 = h332 = h333 = h335 = h341 = h345 = h351 = h352 = 0
h353 = h354 = h355 = h412 = h413 = h414 = h415 = h421 = h424 = h425 = 0
h431 = h434 = h435 = h441 = h442 = h443 = h444 = h445 = h451 = h452 = 0
h453 = h454 = h455 = h511 = h512 = h513 = h514 = h515 = h521 = h522 = 0
h523 = h524 = h525 = h531 = h532 = h533 = h534 = h535 = h541 = h542 = 0

h543 = h544 = h545 = h551 = h552 = h553 = h554 = h555 = 0

(285)

Términos hikm numéricos

h112 = 0.0040943 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) + 0.00447 cos(2 θ2)
+0.010908 sin(2 θ2) + 0.0080252 sin(2 θ2 + 2 θ3)
+0.00065759 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + 0.0062982 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
+0.016255 sin(2 θ2 + θ3) + 0.00084851 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)
+0.0081267 sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

(286)

h113 = 0.0040943 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)− 0.0040634 sin(θ3 + θ4)
−0.00042425 cos(θ3 + θ4) + 0.0080252 sin(2 θ2 + 2 θ3)
+0.00065759 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + 0.0062982 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
−0.0081276 sin(θ3) + 0.0081276 sin(2 θ2 + θ3)
+0.00042425 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + 0.0040634 sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

(287)

h114 = 0.000040633 cos(θ2 + θ3 + θ4)
(155 sin(θ2 + θ3) + 206 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 200 sin(θ2))

(288)

h121 = 0.0040943 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4) + 0.00447 cos(2 θ2)
+0.010908 sin(2 θ2) + 0.0080252 sin(2 θ2 + 2 θ3)
+0.00065759 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + 0.0062982 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
+0.016255 sin(2 θ2 + θ3) + 0.00084851 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)
+0.0081267 sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

(289)

h131 = 0.0040943 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)− 0.0040634 sin(θ3 + θ4)
−0.00042425 cos(θ3 + θ4) + 0.0080252 sin(2 θ2 + 2 θ3)
+0.00065759 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4) + 0.0062982 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
−0.0081276 sin(θ3) + 0.0081276 sin(2 θ2 + θ3)
+0.00042425 cos(2 θ2 + θ3 + θ4) + 0.0040634 sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

(290)

166



h141 = 0.000040633 cos(θ2 + θ3 + θ4) {155 sin(θ2 + θ3)
+206 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 200 sin(θ2)}

(291)

h211 = −0.0040943 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2 θ4)− 0.00447 cos(2 θ2)
−0.010908 sin(2 θ2)− 0.0080252 sin(2 θ2 + 2 θ3)
−0.00065759 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− 0.0062982 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
−0.016255 sin(2 θ2 + θ3)− 0.00084851 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)
−0.0081267 sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

(292)

h223 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
−0.016255 sin(θ3)

(293)

h224 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
−0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4)

(294)

h232 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)− 0.016255 sin(θ3) (295)

h233 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)− 0.016255 sin(θ3) (296)

h234 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
−0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4)

(297)

h242 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
−0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4)

(298)

h243 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
−0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4)

(299)

h244 = −0.00084851 cos(θ3 + θ4)− 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
−0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4)

(300)

h311 = 0.00042425 cos(θ3 + θ4) + 0.0040634 sin(θ3 + θ4)
−0.0040943 sin(2 θ2 + 2 θ3 + 2.0 θ4)− 0.0080252 sin(2 θ2 + 2 θ3)
−0.00065759 cos(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)− 0.0062982 sin(2 θ2 + 2 θ3 + θ4)
+0.0081276 sin(θ3)− 0.0081276 sin(2 θ2 + θ3)
−0.00042425 cos(2 θ2 + θ3 + θ4)− 0.0040634 sin(2 θ2 + θ3 + θ4)

(301)

h322 = 0.00084851 cos(θ3 + θ4) + 0.0081267 sin(θ3 + θ4) + 0.016255 sin(θ3) (302)
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h324 = −0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4) (303)

h334 = −0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4) (304)

h342 = −0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4) (305)

h343 = −0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4) (306)

h344 = −0.00065759 cos(θ4)− 0.0062982 sin(θ4) (307)

h411 = −0.000040633 cos(θ2 + θ3 + θ4)
(155 sin(θ2 + θ3) + 206 sin(θ2 + θ3 + θ4) + 200 sin(θ2))

(308)

h422 = 0.00084851 cos(θ3 + θ4) + 0.0081267 sin(θ3 + θ4)
+0.00065759 cos(θ4) + 0.0062982 sin(θ4)

(309)

h423 = 0.00065759 cos(θ4) + 0.0062982 sin(θ4) (310)

h432 = 0.00065759 cos(θ4) + 0.0062982 sin(θ4) (311)

h433 = 0.00065759 cos(θ4) + 0.0062982 sin(θ4) (312)

Los valores de los demás términos hikm se encuentran en la ecuación (285).
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Anexo I. MATRICES DE TRANSFORMACIÓN 0Ai ROBOT PUMA

0A2 =


cos(θ1) sin(θ2) cos(θ1) cos(θ2) − sin(θ1) l2 cos(θ1) sin(θ2)
sin(θ1) sin(θ2) cos(θ2) sin(θ1) cos(θ1) l2 sin(θ1) sin(θ2)

cos (θ2) − sin (θ2) 0 l1 + l2 cos(θ2)
0 0 0 1

 (313)

0A3 =


cos(θ2 + θ3) cos(θ1) − sin(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) l2 cos(θ1) sin(θ2)
cos(θ2 + θ3) sin(θ1) cos(θ1) sin(θ2 + θ3) sin(θ1) l2 sin(θ1) sin(θ2)
− sin(θ2 + θ3) 0 cos(θ2 + θ3) l1 + l2 cos(θ2)

0 0 0 1


(314)

0A3 =
(

0~n3
0~o3

0~a3
0~p3

)
(315)

donde

0~n3 =


cos(θ2 + θ3) cos(θ1)
cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3)

0


0~o3 =


− sin(θ1)
cos(θ1)

0
0


0~a3 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3)
0


0~p3 =


l2 cos(θ1) sin(θ2)
l2 sin(θ1) sin(θ2)
l1 + l2 cos(θ2)

1


0A4 =

(
0~n4

0~o4
0~a4

0~p4
)

(316)

donde

0~n4 =


cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)− sin(θ1) sin(θ4)
cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
0
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0~o4 =


− sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3)

0


0~a4 =


− cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)
cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

sin(θ2 + θ3) sin(θ4)
0


0~p4 =


cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
l1 + l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)

1



0A5 =


0A5 11

0A5 12
0A5 13

0A5 14

0A5 21
0A5 22

0A5 23
0A5 24

0A5 31
0A5 32

0A5 33
0A5 34

0 0 0 1

 (317)

donde

0A5 11 = − cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)
0A5 21 = cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)
0A5 31 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
0A5 12 = − cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)
0A5 22 = cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)
0A5 32 = sin(θ2 + θ3) sin(θ4)
0A5 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

− sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
0A5 23 = sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)
0A5 33 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
0A5 14 = cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
0A5 24 = sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
0A5 34 = l1 + l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)

La matriz 0A6 se muestra en la ecuación (99)
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Anexo J. MATRICES U ij ROBOT PUMA

U11 =


− sin(θ1) 0 − cos(θ1) 0
cos(θ1) 0 − sin(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (318)

U21 =


− sin(θ1) sin(θ2) − cos(θ2) sin(θ1) − cos(θ1) −l2 sin(θ1) sin(θ2)
cos(θ1) sin(θ2) cos(θ1) cos(θ2) − sin(θ1) l2 cos(θ1) sin(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (319)

U22 =


cos(θ1) cos(θ2) − cos(θ1) sin(θ2) 0 l2 cos(θ1) cos(θ2)
cos(θ2) sin(θ1) − sin(θ1) sin(θ2) 0 l2 cos(θ2) sin(θ1)
− sin(θ2) − cos(θ2) 0 −l2 sin(θ2)

0 0 0 0

 (320)

U31 =


− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − cos(θ1) − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) −l2 sin(θ1) sin(θ2)
cos(θ2 + θ3) cos(θ1) − sin(θ1) sin(θ2 + θ3) cos(θ1) l2 cos(θ1) sin(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0


(321)

U32 =


− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) l2 cos(θ1) cos(θ2)
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) sin(θ1) l2 cos(θ2) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3) 0 − sin(θ2 + θ3) −l2 sin(θ2)

0 0 0 0

 (322)

U33 =


− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) 0 − sin(θ2 + θ3) 0

0 0 0 0

 (323)

U41 =
(
U41a U41b U42c

)
(324)

donde

U41a =


− cos(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ2 + θ3) sin(θ1)
cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)− sin(θ1) sin(θ4) − sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

0 0
0 0
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U41b =


cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)
− cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

0
0



U41c =


− sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

0
0


U42 =

(
U42a U42b

)
(325)

donde

U42a =


− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) − cos(θ2 + θ3) cos(θ1)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) − cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2 + θ3)

0 0



U42b =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

cos(θ2 + θ3) sin(θ4) −l2 sin(θ2)− l3 sin(θ2 + θ3)
0 0


U43 =

(
U43a U43b

)
(326)

donde

U43a =


− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) − cos(θ2 + θ3) cos(θ1)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) − cos(θ2 + θ3) sin(θ1)
− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2 + θ3)

0 0



U43b =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

cos(θ2 + θ3) sin(θ4) −l3 sin(θ2 + θ3)
0 0


U44 =

(
U44a U44b

)
(327)

donde

U44a =


− cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) 0
cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) 0

sin(θ2 + θ3) sin(θ4) 0
0 0
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U44b =


sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) 0
− cos(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3) cos(θ4) 0
0 0



U51 =


U51 11 U51 12 U51 13 U51 14

U51 21 U51 22 U51 23 U51 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (328)

donde

U51 11 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U51 21 = − cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U51 12 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U51 22 = − cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U51 13 = − sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U51 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

− sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U51 14 = − sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U51 24 = cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U52 =


U52 11 U52 12 U52 13 U52 14

U52 21 U52 22 U52 23 U52 24

U52 31 U52 32 U52 33 U52 34

0 0 0 0

 (329)

173



donde

U52 11 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U52 21 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U52 31 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U52 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U52 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U52 32 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4)

U52 14 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U52 24 = sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U52 34 = −l2 sin(θ2)− l3 sin(θ2 + θ3)

U53 =


U53 11 U53 12 U53 13 U53 14

U53 21 U53 22 U53 23 U53 24

U53 31 U53 32 U53 33 U53 34

0 0 0 0

 (330)

donde

U53 11 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U53 21 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U53 31 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U53 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U53 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U53 32 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4)

U53 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U53 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U53 33 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U53 14 = l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U53 24 = l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U53 34 = −l3 sin(θ2 + θ3)

U54 =


U54 11 U54 12 U54 13 0

U54 21 U54 22 U54 23 0

U54 31 U54 32 U54 33 0

0 0 0 0

 (331)
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donde

U54 11 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U54 21 = cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U54 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U54 12 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U54 22 = − cos(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U54 32 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

U54 13 = − sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U54 23 = sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U54 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U55 =


U55 11 0 U55 13 0

U55 21 0 U55 23 0

U55 31 0 U55 33 0

0 0 0 0

 (332)

donde

U55 11 = sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U55 21 = − sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U55 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U55 13 = − cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U55 23 = cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

U55 33 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U61 =


U61 11 U61 12 U61 13 U61 14

U61 21 U61 22 U61 23 U61 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (333)
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donde

U61 11 = − cos(θ6) [cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)]

− sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U61 21 = − cos(θ6) [cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)]

− sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U61 12 = sin(θ6) [cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)]

− cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U61 22 = sin(θ6) [cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)]

− cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U61 13 = − sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U61 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

− sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U61 14 = −l4 {sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)} − sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U61 24 = cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

−l4 [sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)]

U62 =


U62 11 U62 12 U62 13 U62 14

U62 21 U62 22 U62 23 U62 24

U62 31 U62 32 U62 33 U62 34

0 0 0 0

 (334)
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donde

U62 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U62 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U62 31 = cos(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

+ cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U62 12 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U62 22 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U62 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U62 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U62 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U62 33 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5)

− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U62 14 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

+l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U62 24 = sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

+l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U62 34 = −l2 sin(θ2)− l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3)

U63 =


U63 11 U63 12 U63 13 U63 14

U63 21 U63 22 U63 23 U63 24

U63 31 U63 32 U63 33 U63 34

0 0 0 0

 (335)
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donde

U63 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

U63 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

U63 31 = cos(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

+ cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U63 12 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U63 22 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U63 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

U63 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U63 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U63 33 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U63 14 = l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)]

+l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U63 24 = l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)]

+l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U63 34 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))− l3 sin(θ2 + θ3)

U64 =


U64 11 U64 12 U64 13 U64 14

U64 21 U64 22 U64 23 U64 24

U64 31 U64 32 U64 33 U64 34

0 0 0 0

 (336)
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donde

U64 11 = sin(θ6) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U64 21 = cos(θ5) cos(θ6) [cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U64 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6) + sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U64 12 = cos(θ6) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U64 22 = − cos(θ6) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U64 32 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U64 13 = − sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U64 23 = sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U64 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U64 14 = −l4 sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U64 24 = l4 sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U64 34 = l4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U65 =


U65 11 U65 12 U65 13 U65 14

U65 21 U65 22 U65 23 U65 24

U65 31 U65 32 U65 33 U65 34

0 0 0 0

 (337)

donde

U65 11 = cos(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U65 21 = − cos(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U65 31 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U65 12 = − sin(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U65 22 = sin(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U65 32 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))
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U65 13 = − cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U65 23 = cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

U65 33 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U65 14 = −l4 {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
U65 24 = l4 {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
U65 34 = −l4 (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U66 =


U66 11 U66 12 0 0

U66 21 U66 22 0 0

U66 31 U66 32 0 0

0 0 0 0

 (338)

donde

U66 11 = sin(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U66 21 = cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

− sin(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
U66 31 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

U66 12 = cos(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U66 22 = − cos(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U66 32 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U12 = U13 = U14 = U15 = U16 = U23 = U24 = U25 = 0
U26 = U34 = U35 = U36 = U45 = U46 = U56 = 0

(339)
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Anexo K. MATRICES U ijk ROBOT PUMA

U111 =


− cos(θ1) 0 sin(θ1) 0
− sin(θ1) 0 − cos(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (340)

U211 =


− cos(θ1) sin(θ2) − cos(θ1) cos(θ2) sin(θ1) −l2 cos(θ1) sin(θ2)
− sin(θ1) sin(θ2) − cos(θ2) sin(θ1) − cos(θ1) −l2 sin(θ1) sin(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0


(341)

U212 =


− cos(θ2) sin(θ1) sin(θ1) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ2) sin(θ1)
cos(θ1) cos(θ2) − cos(θ1) sin(θ2) 0 l2 cos(θ1) cos(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (342)

U221 =


− cos(θ2) sin(θ1) sin(θ1) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ2) sin(θ1)
cos(θ1) cos(θ2) − cos(θ1) sin(θ2) 0 l2 cos(θ1) cos(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0

 (343)

U222 =


− cos(θ1) sin(θ2) − cos(θ1) cos(θ2) 0 −l2 cos(θ1) sin(θ2)
− sin(θ1) sin(θ2) − cos(θ2) sin(θ1) 0 −l2 sin(θ1) sin(θ2)
− cos(θ2) sin(θ2) 0 −l2 cos(θ2)

0 0 0 0

 (344)

U311 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ1) − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) −l2 cos(θ1) sin(θ2)
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) − cos(θ1) − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) −l2 sin(θ1) sin(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0


(345)

U312 =


sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) −l2 cos(θ2) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) l2 cos(θ1) cos(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0


(346)
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U313 =


sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (347)

U321 =


sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) −l2 cos(θ2) sin(θ1)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) l2 cos(θ1) cos(θ2)

0 0 0 0
0 0 0 0


(348)

U322 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) −l2 cos(θ1) sin(θ2)
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) −l2 sin(θ1) sin(θ2)

sin(θ2 + θ3) 0 − cos(θ2 + θ3) −l2 cos(θ2)
0 0 0 0


(349)

U323 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3) 0 − cos(θ2 + θ3) 0
0 0 0 0

 (350)

U331 =


sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 (351)

U332 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3) 0 − cos(θ2 + θ3) 0
0 0 0 0

 (352)

U333 =


− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) 0
− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) 0 − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) 0

sin(θ2 + θ3) 0 − cos(θ2 + θ3) 0
0 0 0 0

 (353)

U411 =


U411 11 U411 12 U411 13 U411 14

U411 21 U411 22 U411 23 U411 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (354)
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donde

U411 11 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U411 21 = − cos(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U411 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U411 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U411 13 = cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U411 23 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U411 14 = − cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U411 24 = − sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U412 =


U412 11 U412 12 U412 13 U412 14

U412 21 U412 22 U412 23 U412 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (355)

donde

U412 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U412 21 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U412 12 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U412 22 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U412 13 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U412 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U412 14 = − sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U412 24 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U413 =


U413 11 U413 12 U413 13 U413 14

U413 21 U413 22 U413 23 U413 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (356)
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donde

U413 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U413 21 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U413 12 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U413 22 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U413 13 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U413 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U413 14 = −l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U143 24 = l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U414 =


U414 11 0 U414 13 0

U414 21 0 U414 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (357)

donde

U414 11 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U414 21 = − cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U414 13 = cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U414 23 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U421 =


U421 11 U421 12 U421 13 U421 14

U421 21 U421 22 U421 23 U421 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (358)

donde

U421 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U421 21 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U412 12 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U412 22 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U421 13 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U421 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U421 14 = − sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U421 24 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
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U422 =


U422 11 U422 12 U422 13 U422 14

U422 21 U422 22 U422 23 U422 24

U422 31 U422 32 U422 33 U422 34

0 0 0 0

 (359)

donde

U422 11 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U422 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U422 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

U422 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U422 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U422 32 = cos(θ2 + θ3)

U422 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U422 23 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U422 33 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U422 14 = − cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U422 24 = − sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U422 34 = −l2 cos(θ2)− l3 cos(θ2 + θ3)

U423 =


U423 11 U423 12 U423 13 U423 14

U423 21 U423 22 U423 23 U423 24

U423 31 U423 32 U423 33 U423 34

0 0 0 0

 (360)

donde

U423 11 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U423 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U423 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

U423 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U423 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U423 32 = cos(θ2 + θ3)

U423 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U423 23 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U423 33 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)
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U423 14 = −l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U423 24 = −l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U423 34 = −l3 cos(θ2 + θ3)

U424 =


U424 11 0 U424 13 0

U424 21 0 U424 23 0

U424 31 0 U424 33 0

0 0 0 0

 (361)

donde

U424 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U424 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U424 31 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4)

U424 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U424 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U424 33 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4)

U431 =


U431 11 U431 12 U431 13 U431 14

U431 21 U431 22 U431 23 U431 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (362)

donde

U431 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U431 21 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U431 12 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U431 22 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U431 13 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U431 23 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U431 14 = −l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U431 24 = l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U432 =


U432 11 U432 12 U432 13 U432 14

U432 21 U432 22 U432 23 U432 24

U432 31 U432 32 U432 33 U432 34

0 0 0 0

 (363)
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donde

U432 11 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U432 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U432 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

U432 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U432 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U432 32 = cos(θ2 + θ3)

U432 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U432 23 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U432 33 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U432 14 = −l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U432 24 = −l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U432 34 = −l3 cos(θ2 + θ3)

U433 =


U433 11 U433 12 U433 13 U433 14

U433 21 U433 22 U433 23 U433 24

U433 31 U433 32 U433 33 U433 34

0 0 0 0

 (364)

donde

U433 11 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U433 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U433 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

U433 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U433 22 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U433 32 = cos(θ2 + θ3)

U433 13 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U433 23 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U433 33 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U433 14 = −l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U433 24 = −l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U433 34 = −l3 cos(θ2 + θ3)

U434 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) 0 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) 0 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) 0

cos(θ2 + θ3) sin(θ4) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) 0
0 0 0 0

 (365)
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U441 =


U441 11 0 U441 13 0

U441 21 0 U441 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (366)

donde

U441 11 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U441 21 = − cos(θ4) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U441 13 = cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U441 23 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U442 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) 0 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) 0 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) 0

cos(θ2 + θ3) sin(θ4) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) 0
0 0 0 0

 (367)

U443 =


sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) 0 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) 0
sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) 0 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) 0

cos(θ2 + θ3) sin(θ4) 0 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) 0
0 0 0 0

 (368)

U444 =


U444 11 0 U444 13 0

U444 21 0 U444 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (369)

donde

U444 11 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U444 21 = − cos(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U444 13 = cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U444 23 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U511 =


U511 11 U511 12 U511 13 U511 14

U511 21 U511 22 U511 23 U511 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (370)
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donde

U511 11 = cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U511 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U511 12 = cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U511 22 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U511 13 = sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U511 23 = − sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U511 14 = − cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U511 24 = − sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U512 =


U512 11 U512 12 U512 13 U512 14

U512 21 U512 22 U512 23 U512 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (371)

donde

U512 11 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U512 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U512 12 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U512 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U512 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U512 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U512 14 = − sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U512 24 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U513 =


U513 11 U513 12 U513 13 U513 14

U513 21 U513 22 U513 23 U513 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (372)
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donde

U513 11 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U513 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U513 12 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U513 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U513 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U513 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U513 14 = −l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U513 24 = l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U514 =


U514 11 U514 12 U514 13 0

U514 21 U514 22 U514 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (373)

donde

U514 11 = − cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U514 21 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U514 12 = cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U514 22 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U514 13 = − sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U514 23 = − sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U515 =


U515 11 0 U514 13 0

U515 21 0 U514 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (374)

donde

U515 11 = sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U515 21 = sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U515 13 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U515 23 = − cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)
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U521 =


U521 11 U521 12 U521 13 U521 14

U521 21 U521 22 U521 23 U521 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (375)

donde

U521 11 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U521 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U521 12 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U521 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U521 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U521 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U521 14 = − sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U521 24 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

U522 =


U522 11 U522 12 U522 13 U522 14

U522 21 U522 22 U522 23 U522 24

U522 31 U522 32 U522 33 U522 34

0 0 0 0

 (376)

donde

U522 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U522 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U522 31 = cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U522 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U522 22 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U522 32 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U522 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U522 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U522 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U522 14 = − cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U522 24 = − sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U522 34 = −l2 cos(θ2)− l3 cos(θ2 + θ3)
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U523 =


U523 11 U523 12 U523 13 U523 14

U523 21 U523 22 U523 23 U523 24

U523 31 U523 32 U523 33 U523 34

0 0 0 0

 (377)

donde

U523 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U523 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U523 31 = cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U523 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U523 22 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U523 32 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U523 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U523 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U523 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U523 14 = −l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U523 24 = −l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U523 34 = −l3 cos(θ2 + θ3)

U524 =


U524 11 U524 12 U524 13 0

U524 21 U524 22 U524 23 0

U524 31 U524 32 U524 33 0

0 0 0 0

 (378)

donde

U524 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4)

U524 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4)

U524 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U524 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U524 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U524 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4)

U524 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U524 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U524 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
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U525 =


U525 11 0 U525 13 0

U525 21 0 U525 23 0

U525 31 0 U525 33 0

0 0 0 0

 (379)

donde

U525 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U525 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U525 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U525 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U525 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U525 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U531 =


U531 11 U531 12 U531 13 U531 14

U531 21 U531 22 U531 23 U531 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (380)

donde

U531 11 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U531 21 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U531 12 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U531 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U531 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U531 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U531 14 = −l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U531 24 = l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U532 =


U532 11 U532 12 U532 13 U532 14

U532 21 U532 22 U532 23 U532 24

U532 31 U532 32 U532 33 U532 34

0 0 0 0

 (381)
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donde

U532 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U532 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U532 31 = cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U532 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U532 22 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U532 32 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U532 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U532 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U532 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U532 14 = −l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U532 24 = −l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U532 34 = −l3 cos(θ2 + θ3)

U533 =


U533 11 U533 12 U533 13 U533 14

U533 21 U533 22 U533 23 U533 24

U533 31 U533 32 U533 33 U533 34

0 0 0 0

 (382)

donde

U533 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U533 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U533 31 = cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U533 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U533 22 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)

U533 32 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U533 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U533 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U533 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U533 14 = −l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U533 24 = −l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U533 34 = −l3 cos(θ2 + θ3)
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U534 =


U534 11 U534 12 U534 13 0

U534 21 U534 22 U534 23 0

U534 31 U534 32 U534 33 0

0 0 0 0

 (383)

donde

U534 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4)

U534 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4)

U534 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U534 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U534 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U534 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4)

U534 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U534 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U534 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U535 =


U535 11 0 U535 13 0

U535 21 0 U535 23 0

U535 31 0 U535 33 0

0 0 0 0

 (384)

donde

U535 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U535 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U535 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U535 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U535 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U535 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U541 =


U541 11 U541 12 U541 13 0

U541 21 U541 22 U541 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (385)

195



donde

U541 11 = − cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U541 21 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U541 12 = cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U541 22 = sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U541 13 = − sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U541 23 = − sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U542 =


U542 11 U542 12 U542 13 0

U542 21 U542 22 U542 23 0

U542 31 U542 32 U542 33 0

0 0 0 0

 (386)

donde

U542 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4)

U542 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4)

U542 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U542 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U542 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U542 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4)

U542 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U542 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U542 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U543 =


U543 11 U543 12 U543 13 0

U543 21 U543 22 U543 23 0

U543 31 U543 32 U543 33 0

0 0 0 0

 (387)
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donde

U543 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4)

U543 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4)

U543 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U543 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)

U543 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)

U543 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4)

U543 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U543 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U543 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U544 =


U544 11 U544 12 U544 13 0

U544 21 U544 22 U544 23 0

U544 31 U544 32 U544 33 0

0 0 0 0

 (388)

donde

U544 11 = cos(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U544 21 = − cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U544 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U544 12 = cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)

U544 22 = cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ1) cos(θ4)

U544 32 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4)

U544 13 = sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U544 23 = − sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U544 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U545 =


U545 11 U545 12 U545 13 0

U545 21 U545 22 U545 23 0

U545 31 U545 32 U545 33 0

0 0 0 0

 (389)
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donde

U545 11 = sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U545 21 = − sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U545 31 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U545 13 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U545 23 = cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U545 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U551 =


U551 11 0 U551 13 0

U551 21 0 U551 23 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (390)

donde

U551 11 = sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U551 21 = sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U551 13 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U551 23 = − cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U552 =


U552 11 0 U552 13 0

U552 21 0 U552 23 0

U552 31 0 U552 33 0

0 0 0 0

 (391)

donde

U552 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U552 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U552 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U552 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U552 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U552 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
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U553 =


U553 11 0 U553 13 0

U553 21 0 U553 23 0

U553 31 0 U553 33 0

0 0 0 0

 (392)

donde

U553 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U553 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U553 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U553 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U553 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U553 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U554 =


U554 11 0 U554 13 0

U554 21 0 U554 23 0

U554 31 0 U554 33 0

0 0 0 0

 (393)

donde

U554 11 = sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U554 21 = − sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U554 31 = − sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U554 13 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U554 23 = cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U554 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U555 =


U555 11 0 U555 13 0

U555 21 0 U555 23 0

U555 31 0 U555 33 0

0 0 0 0

 (394)

donde

U555 11 = cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U555 21 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
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U555 31 = cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U555 13 = sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U555 23 = − sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U555 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U611 =


U611 11 U611 12 U611 13 U611 14

U611 21 U611 22 U611 23 U611 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (395)

donde

U611 11 = cos(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U611 21 = − cos(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U611 12 = cos(θ6) [cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
U611 22 = sin(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U611 13 = sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U611 23 = − sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U611 14 = l4 {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
− cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))

U611 24 = −l4 {sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
− sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
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U612 =


U612 11 U612 12 U612 13 U612 14

U612 21 U612 22 U612 23 U612 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (396)

donde

U612 11 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U612 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

U612 12 = − sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U612 22 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U612 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U612 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U612 14 = − sin(θ1) [l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)]

−l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U612 24 = cos(θ1) [l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)]

+l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U613 =


U613 11 U613 12 U613 13 U613 14

U613 21 U613 22 U613 23 U613 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (397)

donde

U613 11 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U613 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

U613 12 = − sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)
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U613 22 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U613 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U613 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U613 14 = −l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)]

−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U613 24 = l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)]

+l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U614 =


U614 11 U614 12 U614 13 U614 14

U614 21 U614 22 U614 23 U614 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (398)

donde

U614 11 = sin(θ6) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U614 21 = sin(θ6) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U614 12 = cos(θ6) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U614 22 = cos(θ6) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U614 13 = − sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U614 23 = − sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U614 14 = −l4 sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U614 24 = −l4 sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U615 =


U615 11 U615 12 U615 13 U615 14

U615 21 U615 22 U615 23 U615 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (399)
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donde

U615 11 = cos(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U615 21 = cos(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U615 12 = − sin(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U615 22 = − sin(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U615 13 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U615 23 = − cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U615 14 = −l4 {cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
U615 24 = −l4 {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}

U616 =


U616 11 U616 12 0 0

U616 21 U616 22 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (400)

donde

U616 11 = sin(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U616 21 = sin(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U616 12 = cos(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U616 22 = cos(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))
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U621 =


U621 11 U621 12 U621 13 U621 14

U621 21 U621 22 U621 23 U621 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (401)

donde

U621 11 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U621 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)− cos(θ6)

(cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U621 12 = − sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U621 22 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U621 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U621 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U621 14 = − sin(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

−l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)]

U621 24 = cos(θ1) (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))

+l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)]

U622 =


U622 11 U622 12 U622 13 U622 14

U622 21 U622 22 U622 23 U622 24

U622 31 U622 32 U622 33 U622 34

0 0 0 0

 (402)

donde

U622 11 = cos(θ6) [sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U622 21 = cos(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

+ cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U622 31 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)
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U622 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U622 22 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U622 32 = − sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

U622 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U622 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U622 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U622 14 = − cos(θ1) [l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]

−l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U622 24 = − sin(θ1) [l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]

−l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U622 34 = −l2 cos(θ2)− l4 [cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

−l3 cos(θ2 + θ3)

U623 =


U623 11 U623 12 U623 13 U623 14

U623 21 U623 22 U623 23 U623 24

U623 31 U623 32 U623 33 U623 34

0 0 0 0

 (403)

donde

U623 11 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U623 21 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

+ cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U623 31 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U623 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U623 22 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U623 32 = − sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

U623 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U623 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)
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U623 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U623 14 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U623 24 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U623 34 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))− l3 cos(θ2 + θ3)

U624 =


U624 11 U624 12 U624 13 U624 14

U624 21 U624 22 U624 23 U624 24

U624 31 U624 32 U624 33 U624 34

0 0 0 0

 (404)

donde

U624 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U624 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U624 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6)

+ cos(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U624 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ6)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U624 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U624 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U624 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U624 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U624 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U624 14 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U624 24 = l4 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U624 34 = l4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U625 =


U625 11 U625 12 U625 13 U625 14

U625 21 U625 22 U625 23 U625 24

U625 31 U625 32 U625 33 U625 34

0 0 0 0

 (405)
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donde

U625 11 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U625 21 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U625 31 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U625 12 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U625 22 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U625 32 = − sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U625 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U625 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U625 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U625 14 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U625 24 = −l4 (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U625 34 = l4 (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U626 =


U626 11 U626 12 0 0

U626 21 U626 22 0 0

U626 31 U626 32 0 0

0 0 0 0

 (406)

donde

U626 11 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U626 21 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U626 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U626 12 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U626 22 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U626 32 = − cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)
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U631 =


U631 11 U631 12 U631 13 U631 14

U631 21 U631 22 U631 23 U631 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (407)

donde

U631 11 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U631 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

− cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U631 12 = − sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U631 22 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U631 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U631 23 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U631 14 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ1)

U631 24 = l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

+l3 cos(θ2 + θ3) cos(θ1)

U632 =


U632 11 U632 12 U632 13 U632 14

U632 21 U632 22 U632 23 U632 24

U632 31 U632 32 U632 33 U632 34

0 0 0 0

 (408)

donde

U632 11 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U632 21 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

+ cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U632 31 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U632 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))
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U632 22 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U632 32 = − sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

U632 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U632 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U632 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U632 14 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)

U632 24 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U632 34 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))− l3 cos(θ2 + θ3)

U633 =


U633 11 U633 12 U633 13 U633 14

U633 21 U633 22 U633 23 U633 24

U633 31 U633 32 U633 33 U633 34

0 0 0 0

 (409)

donde

U633 11 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U633 21 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

+ cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U633 31 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U633 12 = cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U633 22 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U633 32 = − sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

U633 13 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5)

U633 23 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5)

U633 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U633 14 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ1)
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U633 24 = −l4 (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

−l3 sin(θ2 + θ3) sin(θ1)

U633 34 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))− l3 cos(θ2 + θ3)

U634 =


U634 11 U634 12 U634 13 U634 14

U634 21 U634 22 U634 23 U634 24

U634 31 U634 32 U634 33 U634 34

0 0 0 0

 (410)

donde

U634 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U634 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U634 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6) + cos(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U634 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ6)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U634 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U634 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U634 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U634 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U634 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U634 14 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U634 24 = l4 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U634 34 = l4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U635 =


U635 11 U635 12 U635 13 U635 14

U635 21 U635 22 U635 23 U635 24

U635 31 U635 32 U635 33 U635 34

0 0 0 0

 (411)

donde

U635 11 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U635 21 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))
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U635 31 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U635 12 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U635 22 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U635 32 = − sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U635 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U635 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U635 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U635 14 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U635 24 = −l4 (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U635 34 = l4 (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U636 =


U636 11 U636 12 0 0

U636 21 U636 22 0 0

U636 31 U636 32 0 0

0 0 0 0

 (412)

donde

U636 11 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U636 21 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U636 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U636 12 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U636 22 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U636 32 = − cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

− cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U641 =


U641 11 U641 12 U641 13 U641 14

U641 21 U641 22 U641 23 U641 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (413)
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donde

U641 11 = sin(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U641 21 = sin(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U641 12 = cos(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U641 22 = cos(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U641 13 = − sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U641 23 = − sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U641 14 = −l4 sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U641 24 = −l4 sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U642 =


U642 11 U642 12 U642 13 U642 14

U642 21 U642 22 U642 23 U642 24

U642 31 U642 32 U642 33 U642 34

0 0 0 0

 (414)

donde

U642 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U642 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U642 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6) + cos(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U642 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ6)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U642 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U642 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U642 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U642 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U642 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U642 14 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U642 24 = l4 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U642 34 = l4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
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U643 =


U643 11 U643 12 U643 13 U643 14

U643 21 U643 22 U643 23 U643 24

U643 31 U643 32 U643 33 U643 34

0 0 0 0

 (415)

donde

U643 11 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U643 21 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ6)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U643 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6) + cos(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U643 12 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ6)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U643 22 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6) sin(θ1)

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U643 32 = cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U643 13 = sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U643 23 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U643 33 = cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U643 14 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U643 24 = l4 sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ5)

U643 34 = l4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

U644 =


U644 11 U644 12 U644 13 U644 14

U644 21 U644 22 U644 23 U644 24

U644 31 U644 32 U644 33 U644 34

0 0 0 0

 (416)

donde

U644 11 = sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

+ cos(θ5) cos(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U644 21 = − sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U644 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) cos(θ6)− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U644 12 = cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

− cos(θ5) sin(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))
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U644 22 = cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U644 32 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ6)

U644 13 = sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U644 23 = − sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U644 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U644 14 = l4 sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U644 24 = −l4 sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U644 34 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

U645 =


U645 11 U645 12 U645 13 U645 14

U645 21 U645 22 U645 23 U645 24

U645 31 U645 32 U645 33 U645 34

0 0 0 0

 (417)

donde

U645 11 = cos(θ6) sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U645 21 = − cos(θ6) sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U645 31 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4) sin(θ5)

U645 12 = − sin(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U645 22 = sin(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U645 32 = sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) sin(θ6)

U645 13 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U645 23 = cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U645 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U645 14 = −l4 cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U645 24 = l4 cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U645 34 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U646 =


U646 11 U646 12 0 0

U646 21 U646 22 0 0

U646 31 U646 32 0 0

0 0 0 0

 (418)
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donde

U646 11 = cos(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U646 21 = − cos(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U646 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U646 12 = cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

− sin(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U646 22 = sin(θ6) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U646 32 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6)− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)

U651 =


U651 11 U651 12 U651 13 U651 14

U651 21 U651 22 U651 23 U651 24

0 0 0 0

0 0 0 0

 (419)

donde

U651 11 = cos(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U651 21 = cos(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U651 12 = − sin(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U651 22 = − sin(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U651 13 = sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)

− cos(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))

U651 23 = − cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)

U651 14 = −l4 {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
U651 24 = −l4 {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
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U652 =


U652 11 U652 12 U652 13 U652 14

U652 21 U652 22 U652 23 U652 24

U652 31 U652 32 U652 33 U652 34

0 0 0 0

 (420)

donde

U652 11 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U652 21 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U652 31 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U652 12 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U652 22 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U652 32 = − sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U652 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U652 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U652 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U652 14 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))

U652 24 = −l4 (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U652 34 = l4 (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U653 =


U653 11 U653 12 U653 13 U653 14

U653 21 U653 22 U653 23 U653 24

U653 31 U653 32 U653 33 U653 34

0 0 0 0

 (421)

donde

U653 11 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U653 21 = − cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U653 31 = cos(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U653 12 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) sin(θ5))

U653 22 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1) sin(θ5))

U653 32 = − sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U653 13 = − cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)

U653 23 = − cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)

U653 33 = sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

U653 14 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5))
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U653 24 = −l4 (cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1))

U653 34 = l4 (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U654 =


U654 11 U654 12 U654 13 U654 14

U654 21 U654 22 U654 23 U654 24

U654 31 U654 32 U654 33 U654 34

0 0 0 0

 (422)

donde

U654 11 = cos(θ6) sin(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U654 21 = − cos(θ6) sin(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U654 31 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4) sin(θ5)

U654 12 = − sin(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U654 22 = sin(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U654 32 = sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) sin(θ6)

U654 13 = − cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U654 23 = cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U654 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U654 14 = −l4 cos(θ5) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U654 24 = l4 cos(θ5) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U654 34 = l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

U655 =


U655 11 U655 12 U655 13 U655 14

U655 21 U655 22 U655 23 U655 24

U655 31 U655 32 U655 33 U655 34

0 0 0 0

 (423)

donde

U655 11 = cos(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
U655 21 = − cos(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
U655 31 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U655 12 = − sin(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
U655 22 = sin(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
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U655 32 = − sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U655 13 = sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)

U655 23 = − sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)

U655 33 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ5)

U655 14 = l4 {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U655 24 = −l4 {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U655 34 = −l4 (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U656 =


U656 11 U656 12 0 0

U656 21 U656 22 0 0

U656 31 U656 32 0 0

0 0 0 0

 (424)

donde

U656 11 = − sin(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U656 21 = sin(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U656 31 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U656 12 = − cos(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U656 22 = cos(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U656 32 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U661 =


U661 11 U661 12 0 0

U661 21 U661 22 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (425)
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donde

U661 11 = sin(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U661 21 = sin(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U661 12 = cos(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U661 22 = cos(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U662 =


U662 11 U662 12 0 0

U662 21 U662 22 0 0

U662 31 U662 32 0 0

0 0 0 0

 (426)

donde

U662 11 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U662 21 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U662 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

U662 12 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U662 22 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U662 32 = − cos(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

− cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)
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U663 =


U663 11 U663 12 0 0

U663 21 U663 22 0 0

U663 31 U663 32 0 0

0 0 0 0

 (427)

donde

U663 11 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ6) sin(θ4)

U663 21 = sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ1) sin(θ4)

U663 31 = cos(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

− sin(θ6) (sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5))

U663 12 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4) cos(θ5)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U663 22 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4) sin(θ6)

U663 32 = − cos(θ6) [sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

− cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U664 =


U664 11 U664 12 0 0

U664 21 U664 22 0 0

U664 31 U664 32 0 0

0 0 0 0

 (428)

donde

U664 11 = cos(θ6) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U664 21 = − cos(θ6) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− cos(θ5) sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U664 31 = sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ6)− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ6)

U664 12 = cos(θ5) cos(θ6) [cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ6) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))

U664 22 = sin(θ6) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− cos(θ5) cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U664 32 = − sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ6)− sin(θ2 + θ3) cos(θ5) cos(θ6) sin(θ4)
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U665 =


U665 11 U665 12 0 0

U665 21 U665 22 0 0

U665 31 U665 32 0 0

0 0 0 0

 (429)

donde

U665 11 = − sin(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U665 21 = sin(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U665 31 = sin(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U665 12 = − cos(θ6) {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
U665 22 = cos(θ6) {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
U665 32 = cos(θ6) (cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

U666 =


U666 11 U666 12 0 0

U666 21 U666 22 0 0

U666 31 U666 32 0 0

0 0 0 0

 (430)

donde

U666 11 = cos(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
+sin(θ6) (cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4))

U666 21 = − cos(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− sin(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U666 31 = cos(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ6)

U666 12 = cos(θ6) [cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)]

− sin(θ6) {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
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U666 22 = sin(θ6) {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]

− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
− cos(θ6) (cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4))

U666 32 = − sin(θ6) [cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

− sin(θ2 + θ3) cos(θ6) sin(θ4)

U112 = U113 = U114 = U115 = U116 = U121 =
U122 = U123 = U124 = U125 = U126 = U131 =
U132 = U133 = U134 = U135 = U136 = U141 =
U142 = U143 = U144 = U145 = U146 = U151 =
U152 = U153 = U154 = U155 = U156 = U161 =
U162 = U163 = U164 = U165 = U166 = U223 =
U224 = U225 = U226 = U231 = U232 = U233 =
U234 = U235 = U236 = U241 = U242 = U243 =
U244 = U245 = U246 = U251 = U252 = U253 =
U254 = U255 = U256 = U261 = U262 = U263 =
U264 = U265 = U266 = U334 = U335 = U336 =
U341 = U342 = U343 = U344 = U345 = U346 =
U351 = U352 = U353 = U354 = U355 = U356 =
U361 = U362 = U363 = U364 = U365 = U366 =
U445 = U446 = U451 = U452 = U453 = U454 =
U455 = U456 = U461 = U462 = U463 = U464 =
U465 = U466 = U556 = U561 = U562 = U563 =
U564 = U565 = U566 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (431)

222



Anexo L. TÉRMINOS hikm ROBOT PUMA

Términos hikm paramétricos

h112 = 1
2
m2

(
−1 sin(2 θ2) d1

2 + 2 cos(2 θ2) d1 l2 + sin(2 θ2) l2
2
)

+1
2
m3

(
−1 sin(2 θ2 + 2 θ3) d2

2 + 2 cos(2 θ2 + θ3) d2 l2 + sin(2 θ2) l2
2
)

+m4 (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+m6 [l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
[l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)
+l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
+d3 l3m5 sin(θ4) + l2

2m5 cos(θ2) sin(θ2)
−d32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) + d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
+l3

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) + d4
2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

+l2 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) + l2 l3m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ2)

−2 d3 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4) + d3

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
2 − d4 l3m5 cos(θ4) cos(θ5)

−d3 d4m5 sin(θ4) sin(θ5) + 2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4) sin(θ5)

−2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ5)

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

2

−2 d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

−d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ2) sin(θ4)− d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)
−d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ2) sin(θ5)
+d3 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)
+d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
−d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)
+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(432)
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h113 = m6 [l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
[l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
+l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
−1

2
d2m3 (l2 cos(θ3)− l2 cos(2 θ2 + θ3) + d2 sin(2 θ2 + 2 θ3))

+d3 l3m5 sin(θ4)− d32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) + l3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)

+l3m4 cos(θ2 + θ3) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+d4

2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5) + l2 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2)

−2 d3 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4)

+d3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

2

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
2

−d4 l3m5 cos(θ4) cos(θ5)− d3 d4m5 sin(θ4) sin(θ5)

+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4) sin(θ5)

−2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ5)

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

2

−2 d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

−d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)
+d3 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)
−d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)
+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(433)

h114 = 2 d3 d4m5 cos(θ4)
2 cos(θ5)− d32m5 cos(θ4) sin(θ4)

−d3 d4m5 cos(θ5) + d3
2m5 cos(θ2 + θ3)

2 cos(θ4) sin(θ4)

+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ5) + d4

2m5 cos(θ4) cos(θ5)
2 sin(θ4)

+l4
2m6 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

2

−d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

2 sin(θ4)

−l42m6 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

2

−d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

−2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4)

2 cos(θ5)
−d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2)
−l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
−d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ2) sin(θ4)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
−l2 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4) sin(θ5)
−l42m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
−d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

(434)
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h115 = l4m6 {l4 [sin(θ5) (sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4))
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)]
− cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
{cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
−d4m5 {l3 cos(θ5)− l3 cos(θ2 + θ3)

2 cos(θ5)

+l2 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ2) + d4 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ5) sin(θ5)

−d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) + d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

−d4 cos(θ4)2 cos(θ5) sin(θ5)
−d3 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)
+l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

+d4 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4)

2 cos(θ5) sin(θ5)

+2 d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
2

+l2 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)

−d3 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)}

+l4m6 {l4 [sin(θ5) (cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1))
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)]
+ sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
{cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}

(435)
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h121 = 1
2
m2

(
−1 sin(2 θ2) d1

2 + 2 cos(2 θ2) d1 l2 + sin(2 θ2) l2
2
)

+1
2
m3

(
−1 sin(2 θ2 + 2 θ3) d2

2 + 2 cos(2 θ2 + θ3) d2 l2 + sin(2 θ2) l2
2
)

+m4 (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+m6 {l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}
{l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
+l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}
+d3 l3m5 sin(θ4) + l2

2m5 cos(θ2) sin(θ2)
−d32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) + l3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)

+d4
2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5) + l2 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2)

+l2 l3m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ2)− 2 d3 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4)

+d3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

2

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
2

−d4 l3m5 cos(θ4) cos(θ5)− d3 d4m5 sin(θ4) sin(θ5)

+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4) sin(θ5)

−2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ5)

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

2

−2 d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

−d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ2) sin(θ4)
−d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)
−d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ2) sin(θ5)
+d3 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)
+d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
−d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)
+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(436)
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h122 = d3 l3m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)− d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
+d3 l2m5 cos(θ4) sin(θ2)− d32m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)
+l4

2m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)

+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

+d4 l2m5 cos(θ5) sin(θ2) sin(θ4)
−d42m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
+l2 l4m6 sin(θ2) sin(θ4) sin(θ5)
+l4

2m6 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)

+d4
2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

2 sin(θ4)

−l42m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
2 sin(θ4)

−d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
+d4 l3m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)
+l3 l4m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)

(437)

h123 = −1m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
2 cos(θ4)

+2m5 cos(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ4)
2 cos(θ5)

−1m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) d3 d4 cos(θ4)
−1m5 cos(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ5) + l3m5 sin(θ2 + θ3) d3 cos(θ4)

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

−1m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d4
2 cos(θ5)

+l3m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)

−1m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

+m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4)

+m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4
2 cos(θ5)

+l3m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4

(438)

h124 = −1m6

(
cos(θ4)

2 − 1
) (

cos(θ5)
2 − 1

)
{sin(θ2) + sin(θ3) + 2 sin(θ2)

(
cos
(
θ3
2

)2 − 1
)

+2 sin(θ3)
(
cos
(
θ2
2

)2 − 1
)
}

l4
2 −m5 (cos(θ2) sin(θ3) + cos(θ3) sin(θ2))

{d32 cos(θ4)2 + 2 sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)

−d42 cos(θ4)2 cos(θ5)2 + d4
2 cos(θ5)

2}

(439)

h125 = m6 sin(θ4) [−1 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
2

+sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3)]
l4

2 + d4m5 [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
(cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5))

(440)
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h131 = m6 [l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
[l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)
+l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
−1

2
d2m3 (l2 cos(θ3)− l2 cos(2 θ2 + θ3) + d2 sin(2 θ2 + 2 θ3))

+d3 l3m5 sin(θ4)− d32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) + l3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)

+l3m4 cos(θ2 + θ3) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
+d4

2m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
+l2 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2)

−2 d3 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4)

+d3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

2

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
2

−d4 l3m5 cos(θ4) cos(θ5)− d3 d4m5 sin(θ4) sin(θ5)

+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4) sin(θ5)

−2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ5)

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
2 cos(θ5)

2

−2 d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

−d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)
+d3 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)
−d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)
+2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(441)

h132 = −1m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
2 cos(θ4)

+2m5 cos(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ4)
2 cos(θ5)

−1m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) d3 d4 cos(θ4)
−1m5 cos(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ5)
+l3m5 sin(θ2 + θ3) d3 cos(θ4)

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

−1m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d4
2 cos(θ5)

+l3m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)

−1m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

+m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4)

+m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4
2 cos(θ5)

+l3m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4

(442)

228



h133 = −1m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
2 cos(θ4)

+2m5 cos(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ4)
2 cos(θ5)

−1m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) d3 d4 cos(θ4)
−1m5 cos(θ2 + θ3) d3 d4 cos(θ5) + l3m5 sin(θ2 + θ3) d3 cos(θ4)

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

−1m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d4
2 cos(θ5)

+l3m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)

−1m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

2

+m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) l4
2 cos(θ4)

+m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4
2 cos(θ5)

+l3m6 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) l4

(443)

h134 = −1m6

(
cos(θ4)

2 − 1
) (

cos(θ5)
2 − 1

)(
sin(θ2) + sin(θ3) + 2 sin(θ2)

(
cos
(
θ3
2

)2 − 1
)
+ 2 sin(θ3)

(
cos
(
θ2
2

)2 − 1
))

l4
2 −m5 (cos(θ2) sin(θ3) + cos(θ3) sin(θ2))

[d3
2 cos(θ4)

2 + 2 sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)

−d42 cos(θ4)2 cos(θ5)2 + d4
2 cos(θ5)

2]
(444)

h135 = m6 sin(θ4) [−1 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
2

+sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3)]
l4

2 + d4m5 (d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4))
[cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(445)
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h141 = 2 d3 d4m5 cos(θ4)
2 cos(θ5)− d32m5 cos(θ4) sin(θ4)

−d3 d4m5 cos(θ5) + d3
2m5 cos(θ2 + θ3)

2 cos(θ4) sin(θ4)

+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ5)

+d4
2m5 cos(θ4) cos(θ5)

2 sin(θ4)

+l4
2m6 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

2

−d42m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

2 sin(θ4)

−l42m6 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

2

−d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)

−2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4)

2 cos(θ5)
−d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2)
−l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
−d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ2) sin(θ4)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
−l2 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4) sin(θ5)
−l42m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
−d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

(446)

h142 = m6 sin2(θ4) sin
2(θ5)(

sin(θ2) + sin(θ3)− 2 sin(θ2) sin
2
(
θ3
2

)
− 2 sin(θ3) sin

2
(
θ2
2

))
l4

2 −m5 (cos(θ2) sin(θ3) + cos(θ3) sin(θ2))

[d3
2 cos(θ4)

2 + 2 sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)

−d42 cos(θ4)2 cos(θ5)2 + d4
2 cos(θ5)

2]

(447)

h143 = m6 sin2(θ4) sin
2(θ5)[

− sin(θ2)− sin(θ3) + 2 sin(θ2) sin
2
(
θ3
2

)
+ 2 sin(θ3) sin

2
(
θ2
2

)]
l4

2

m5 [cos(θ2) sin(θ3) + cos(θ3) sin(θ2)]

{d32 cos(θ4)2 + 2 sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)

−d42 cos(θ4)2 cos(θ5)2 + d4
2 cos(θ5)

2}

(448)

h144 = −m5 (d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4))
(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)− d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ5))
−l4m6 sin(θ4) sin(θ5)
(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5))

(449)

h145 = l4m6 cos(θ5) {l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
+l4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + l2 cos(θ4) sin(θ2)
+l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
−d4m5 {d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)

2

+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ5)
−d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) + l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
sin(θ5) + l2 cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)}

(450)
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h151 = l4m6 {l4 {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
− cos(θ1) [l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]}
{cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
−d4m5 {l3 cos(θ5)− l3 cos(θ2 + θ3)

2 cos(θ5)

+l2 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ2) + d4 cos(θ2 + θ3)
2

cos(θ5) sin(θ5)− d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
cos(θ4) + d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

−d4 cos(θ4)2 cos(θ5) sin(θ5)
−d3 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)
+l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)

+d4 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4)

2 cos(θ5) sin(θ5)

+2 d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
2

+l2 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)

−d3 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)}

+l4m6 {l4 {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
+sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
{cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}

(451)

h152 = m6 sin(θ4) {− cos(θ2 + θ3) cos
2(θ5)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3)}
l4

2 + d4m5 [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
[cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(452)

h153 = m6 sin(θ4) {− cos(θ2 + θ3) cos
2(θ5)

+ sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5) cos(θ5) + cos(θ2 + θ3)}
l4

2 + d4m5 [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
[cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(453)

h154 = l4m6 cos(θ5) {l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
+l4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) + l2 cos(θ4) sin(θ2)
+l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
−d4m5 {d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos

2(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ5)
−d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
+l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
+l2 cos(θ4) sin(θ2) sin(θ5)}

(454)
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h155 = 1
2
l4m6 [cos(θ4 + θ5)− cos(θ4 − θ5)) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]
−d4m5 {d3 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
−d3 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) + l3 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)
+l2 cos(θ5) sin(θ2) sin(θ4)}

(455)

h211 = d3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
−1

2
m3

[
− sin(2 θ2 + 2 θ3) d2

2 + 2 cos(2 θ2 + θ3) d2 l2 + sin(2 θ2) l2
2
]

−m4 (l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3))
(l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))
−m6 {l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}
{l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)
+l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}
−d3 l3m5 sin(θ4)− l22m5 cos(θ2) sin(θ2)
−1

2
m2

(
−1 sin(2 θ2) d1

2 + 2 cos(2 θ2) d1 l2 + sin(2 θ2) l2
2
)

−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
−l32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
−d42m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
−l2 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2)
−l2 l3m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ2)

+2 d3 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4)

−d32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
cos2(θ4) + d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos
2(θ5)

+d4 l3m5 cos(θ4) cos(θ5) + d3 d4m5 sin(θ4) sin(θ5)
−2 d4 l3m5 cos

2(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
−2 d3 d4m5 cos

2(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ5)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos
2(θ4) cos

2(θ5)
+2 d4

2m5 cos
2(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

+d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ2) sin(θ4)
+d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)
+d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ2) sin(θ5)
−d3 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)
−d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
+d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)
−2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(456)
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h214 = d3
2m5 sin(θ2 + θ3)− d32m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)
+l4

2m6 sin(θ2 + θ3) cos
2(θ4)

+d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
+d4

2m5 sin(θ2 + θ3) cos
2(θ4) cos

2(θ5)
−l42m6 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4) cos
2(θ5)

+d3 l2m5 cos(θ2) sin(θ4)
−d4 l2m5 cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
−l2 l4m6 cos(θ2) cos(θ4) sin(θ5)
−l42m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
−d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
−d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
−l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
−2 d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(457)

h215 = d4m5 {−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos
2(θ4)

−d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5)
−d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) + d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)
+l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) + l2 cos(θ2) sin(θ4) sin(θ5)}
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4) {l2 cos(θ2)
+l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}

(458)

h223 = −l2m5 {l3 sin(θ3)− d3 cos(θ3) sin(θ4)
−d4 sin(θ3) sin(θ5) + d4 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
−l2m6 [l3 sin(θ3) + l4 cos(θ5) sin(θ3) + l4 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
−d2 l2m3 cos(θ3)− l2 l3m4 sin(θ3)

(459)

h224 = m5 {sin(θ4) d32 cos(θ4)− 2 d3 d4 cos
2(θ4) cos(θ5)

+d3 d4 cos(θ5) + l2 sin(θ3) d3 cos(θ4)− sin(θ4) d4
2 cos(θ4) cos

2(θ5)
+l2 sin(θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)}
+l4m6 sin(θ4) sin(θ5)(
−2 l4 sin(θ5) cos

(
θ4
2

)2
+ l2 sin(θ3) + l4 sin(θ5)

) (460)

h225 = −l4m6 {−l4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4) + l2 cos(θ5) sin(θ3) cos(θ4)

+l3 sin(θ5) + l2 cos(θ3) sin(θ5) + l4 cos(θ5) sin(θ5)}
−d4m5 {l3 cos(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)
−d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)− l2 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5)

+d4 cos(θ4)
2 cos(θ5) sin(θ5)}

(461)
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h232 = −l2m5 {l3 sin(θ3)− d3 cos(θ3) sin(θ4)− d4 sin(θ3) sin(θ5)
+d4 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
−l2m6 (l3 sin(θ3) + l4 cos(θ5) sin(θ3) + l4 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5))
−d2 l2m3 cos(θ3)− l2 l3m4 sin(θ3)

(462)

h233 = −l2m5 [l3 sin(θ3)− d3 cos(θ3) sin(θ4)− d4 sin(θ3) sin(θ5)
+d4 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5)]
−l2m6 [l3 sin(θ3) + l4 cos(θ5) sin(θ3) + l4 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
−d2 l2m3 cos(θ3)− l2 l3m4 sin(θ3)

(463)

h234 = m5 {sin2(θ4) d3 cos(θ4)− 2 d3 d4 cos
2(θ4) cos(θ5)

+d3 d4 cos(θ5) + l2 sin(θ3) d3 cos(θ4)
− sin(θ4) d4

2 cos(θ4) cos
2(θ5) + l2 sin(θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)}

+l4m6 sin(θ4) sin(θ5)(
−2 l4 sin(θ5) cos

2
(
θ4
2

)
+ l2 sin(θ3) + l4 sin(θ5)

) (464)

h235 = −l4m6 [−l4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4) + l2 cos(θ5) sin(θ3) cos(θ4)

+l3 sin(θ5) + l2 cos(θ3) sin(θ5) + l4 cos(θ5) sin(θ5)]
−d4m5 [l3 cos(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)
−d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)− l2 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5)

+d4 cos(θ4)
2 cos(θ5) sin(θ5)]

(465)

h241 = d3
2m5 sin(θ2 + θ3)− d32m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)
+l4

2m6 sin(θ2 + θ3) cos
2(θ4) + d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)

+d4
2m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4) cos
2(θ5)

−l42m6 sin(θ2 + θ3) cos
2(θ4) cos

2(θ5) + d3 l2m5 cos(θ2) sin(θ4)
−d4 l2m5 cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
−l2 l4m6 cos(θ2) cos(θ4) sin(θ5)
−l42m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
−d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
−d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
−l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
−2 d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(466)

h242 = m5 {sin(θ4) d32 cos(θ4)− 2 d3 d4 cos
2(θ4) cos(θ5)

+d3 d4 cos(θ5) + l2 sin(θ3) d3 cos(θ4)
− sin(θ4) d4

2 cos(θ4) cos
2(θ5) + l2 sin(θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)}

+l4m6 sin(θ4) sin(θ5)(
−2 l4 sin(θ5) cos

2
(
θ4
2

)
+ l2 sin(θ3) + l4 sin(θ5)

) (467)
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h243 = m5 {sin(θ4) d32 cos(θ4)− 2 d3 d4 cos
2(θ4) cos(θ5)

+d3 d4 cos(θ5) + l2 sin(θ3) d3 cos(θ4)
− sin(θ4) d4

2 cos(θ4) cos
2(θ5)

+l2 sin(θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)}
+l4m6 sin(θ4) sin(θ5)(
−2 l4 sin(θ5) cos

(
θ4
2

)2
+ l2 sin(θ3) + l4 sin(θ5)

)
(468)

h244 = m5 [d3 sin(θ4)− d4 cos(θ4) cos(θ5)]
[l3 + l2 cos(θ3)− d4 sin(θ5)]
−l4m6 cos(θ4) sin(θ5) (l3 + l2 cos(θ3) + l4 cos(θ5))

(469)

h245 = d4m5 sin(θ4) sin(θ5) (l3 + l2 cos(θ3)− d4 sin(θ5))
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4) (l3 + l2 cos(θ3) + l4 cos(θ5))

(470)

h251 = d4m5 {−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos
2(θ4)

−d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5)− d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
+d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) + l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+l2 cos(θ2) sin(θ4) sin(θ5)}
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4)
{l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}

(471)

h252 = −l4m6 {−l4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)

+l2 cos(θ5) sin(θ3) cos(θ4) + l3 sin(θ5)
+l2 cos(θ3) sin(θ5) + l4 cos(θ5) sin(θ5)}
−d4m5 {l3 cos(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ5)
−d4 cos(θ5) sin(θ5)− d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

−l2 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5) + d4 cos(θ4)
2 cos(θ5) sin(θ5)}

(472)

h253 = −l4m6 {−l4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)

+l2 cos(θ5) sin(θ3) cos(θ4) + l3 sin(θ5)
+l2 cos(θ3) sin(θ5) + l4 cos(θ5) sin(θ5)}
−d4m5 {l3 cos(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)
−d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)

−l2 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5) + d4 cos(θ4)
2 cos(θ5) sin(θ5)}

(473)

h254 = d4m5 sin(θ4) sin(θ5) [l3 + l2 cos(θ3)− d4 sin(θ5)]
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4) [l3 + l2 cos(θ3) + l4 cos(θ5)]

(474)

h255 = −d4m5 {l3 cos(θ4) cos(θ5)− d3 sin(θ4) sin(θ5)− l2 sin(θ3) sin(θ5)
+l2 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
−l4m6 [l2 cos(θ5) sin(θ3) + l3 cos(θ4) sin(θ5)
+l2 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(475)
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h311 = d3
2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)− d3 l3m5 sin(θ4)
−m6 [l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
[l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3) + l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ5)
+l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)− l32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3)
+d2m3 sin(θ2 + θ3) [l2 sin(θ2) + d2 cos(θ2 + θ3)]
−l3m4 cos(θ2 + θ3) [l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3)]
−d42m5 cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)− l2 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2)
+2 d3 l3m5 cos

2(θ2 + θ3) sin(θ4)
−d32m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos
2(θ5)

+d4 l3m5 cos(θ4) cos(θ5) + d3 d4m5 sin(θ4) sin(θ5)

−2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3)
2 cos(θ4) cos(θ5)

−2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3)
2 sin(θ4) sin(θ5)

+2 d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ5)
+d4

2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos
2(θ4) cos

2(θ5)
+2 d4

2m5 cos
2(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)

+d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ5)
−d3 l2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4)
+d4 l2m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ2)
−2 d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(476)

h314 = −m5 sin(θ2 + θ3) d3
2 cos2(θ4) +m5 sin(θ2 + θ3) d3

2

−2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)
−m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d3 d4
+l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
+m5 sin(θ2 + θ3) d4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

−l3m5 cos(θ2 + θ3) d4 cos(θ4) cos(θ5)
−m6 sin(θ2 + θ3) l4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

+m6 sin(θ2 + θ3) l4
2 cos2(θ4)

−m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

−l3m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4 cos(θ4)

(477)

h315 = −d4m5 {d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos
2(θ4)

+d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
−d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)− d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)
−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)}
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4) {l3 cos(θ2 + θ3)
+l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}

(478)
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h322 = l2m5 {l3 sin(θ3)− d3 cos(θ3) sin(θ4)
−d4 sin(θ3) sin(θ5) + d4 cos(θ3) cos(θ4) cos(θ5)}
+l2m6 (l3 sin(θ3) + l4 cos(θ5) sin(θ3) + l4 cos(θ3) cos(θ4) sin(θ5))
+d2 l2m3 cos(θ3) + l2 l3m4 sin(θ3)

(479)

h324 = −1
2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)− 1

2
m5[

− sin(2 θ4) d3
2 + 2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4

2 cos2(θ5)
] (480)

h325 = −d4m5 {d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)

−d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) + l3 cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)}
−l4m6 sin(θ5)

[
−l4 cos(θ5) cos(θ4)

2 + l3 + l4 cos(θ5)
] (481)

h334 = −1
2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)− 1

2
m5[

− sin(2 θ4) d3
2 + 2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4

2 cos(θ5)
2] (482)

h335 = −d4m5 {d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)

−d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) + l3 cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)}
−l4m6 sin(θ5)

[
−l4 cos(θ5) cos(θ4)

2 + l3 + l4 cos(θ5)
] (483)

h341 = −m5 sin(θ2 + θ3) d3
2 cos2(θ4) +m5 sin(θ2 + θ3) d3

2

−2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)
−m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d3 d4
+l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
+m5 sin(θ2 + θ3) d4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

−l3m5 cos(θ2 + θ3) d4 cos(θ4) cos(θ5)
−m6 sin(θ2 + θ3) l4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

+m6 sin(θ2 + θ3) l4
2 cos2(θ4)

−m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

−l3m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4 cos(θ4)

(484)

h342 = −1
2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)− 1

2
m5[

− sin(2 θ4) d3
2 + 2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4

2 cos2(θ5)
] (485)

h343 = −1
2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)− 1

2
m5[

− sin(2 θ4) d3
2 + 2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4

2 cos2(θ5)
] (486)

h344 = m5 (l3 − d4 sin(θ5)) [d3 sin(θ4)− d4 cos(θ4) cos(θ5)]
−l4m6 cos(θ4) sin(θ5) [l3 + l4 cos(θ5)]

(487)
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h345 = d4m5 sin(θ4) sin(θ5) [l3 − d4 sin(θ5)]
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4) [l3 + l4 cos(θ5)]

(488)

h351 = −d4m5 {d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos
2(θ4)

+d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
−d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)− d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)
−l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)}
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4)
[l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(489)

h352 = −d4m5 {d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)

−d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) + l3 cos(θ5)
−d4 cos(θ5) sin(θ5)}
−l4m6 sin(θ5) [−l4 cos(θ5) cos

2(θ4) + l3 + l4 cos(θ5)]

(490)

h353 = −d4m5 {d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)

−1 d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) + l3 cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)}
−l4m6 sin(θ5)

[
−l4 cos(θ5) cos(θ4)

2 + l3 + l4 cos(θ5)
] (491)

h354 = d4m5 sin(θ4) sin(θ5) [l3 − d4 sin(θ5)]
−l4m6 cos(θ5) sin(θ4) [l3 + l4 cos(θ5)]

(492)

h355 = −d4m5 [l3 cos(θ4) cos(θ5)− d3 sin(θ4) sin(θ5)]
−l3 l4m6 cos(θ4) sin(θ5)

(493)

h411 = d3 d4m5 cos(θ5) + d3
2m5 cos(θ4) sin(θ4)

−2 d3 d4m5 cos
2(θ4) cos(θ5)− d32m5 cos

2(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4)
−d3 d4m5 cos

2(θ2 + θ3) cos(θ5)− d42m5 cos(θ4) cos
2(θ5) sin(θ4)

−l42m6 cos(θ4) sin(θ4) sin
2(θ5)

+d4
2m5 cos

2(θ2 + θ3) cos(θ4) cos
2(θ5) sin(θ4)

+l4
2m6 cos

2(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ4) sin
2(θ5)

+d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4)
+2 d3 d4m5 cos

2(θ2 + θ3) cos
2(θ4) cos(θ5)

+d3 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ2)
+l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+d4 l2m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ2) sin(θ4)
−d42m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
+l2 l4m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2) sin(θ4) sin(θ5)
+l4

2m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4) sin(θ5)
−d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
+d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ4)

(494)
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h412 = d3
2m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)− d32m5 sin(θ2 + θ3)
−l42m6 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)− d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
−d42m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4) cos
2(θ5)

+l4
2m6 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4) cos
2(θ5)

−d3 l2m5 cos(θ2) sin(θ4) + d4 l2m5 cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
−d42m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
+l2 l4m6 cos(θ2) cos(θ4) sin(θ5)
+l4

2m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
+d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
+2 d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(495)

h413 = m5 sin(θ2 + θ3) d3
2 cos2(θ4)−m5 sin(θ2 + θ3) d3

2

+2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)
+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d3 d4
−l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3 −m5 sin(θ2 + θ3) d4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

−m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

+l3m5 cos(θ2 + θ3) d4 cos(θ4) cos(θ5)
+m6 sin(θ2 + θ3) l4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

−m6 sin(θ2 + θ3) l4
2 cos2(θ4)

+m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

+l3m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4 cos(θ4)
(496)

h415 = l4
2m6 {sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos

2(θ5)
+ cos(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4)}
−d4m5 cos(θ5) [d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5)
−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) + d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]

(497)

h421 = d3
2m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)− d32m5 sin(θ2 + θ3)
−l42m6 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4)− d3 l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
−d42m5 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4) cos
2(θ5)

+l4
2m6 sin(θ2 + θ3) cos

2(θ4) cos
2(θ5)

−d3 l2m5 cos(θ2) sin(θ4) + d4 l2m5 cos(θ2) cos(θ4) cos(θ5)
−d42m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
+l2 l4m6 cos(θ2) cos(θ4) sin(θ5)
+l4

2m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ5)
+d4 l3m5 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)
+d3 d4m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+l3 l4m6 cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)
+2 d3 d4m5 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5) sin(θ4)

(498)
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h422 = −m5 {sin(θ4) d32 cos(θ4)− 2 d3 d4 cos
2(θ4) cos(θ5)

+d3 d4 cos(θ5) + l2 sin(θ3) d3 cos(θ4)
− sin(θ4) d4

2 cos(θ4) cos
2(θ5) + l2 sin(θ3) sin(θ4) d4 cos(θ5)}

−l4m6 sin(θ4) sin(θ5)[
−2 l4 sin(θ5) cos

(
θ4
2

)2
+ l2 sin(θ3) + l4 sin(θ5)

] (499)

h423 = 1
2
m5

[
− sin(2 θ4) d3

2 + 2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4
2 cos2(θ5)

]
+1

2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)

(500)

h425 = d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
+l4

2m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

(501)

h431 = m5 sin(θ2 + θ3) d3
2 cos2(θ4)−m5 sin(θ2 + θ3) d3

2

+2m5 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) d3 d4 cos(θ4) cos(θ5)
+m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) d3 d4
−l3m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) d3
−m5 sin(θ2 + θ3) d4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

−m5 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) d4
2 cos(θ4) cos(θ5)

+l3m5 cos(θ2 + θ3) d4 cos(θ4) cos(θ5)
+m6 sin(θ2 + θ3) l4

2 cos2(θ4) cos
2(θ5)

−m6 sin(θ2 + θ3) l4
2 cos2(θ4)

+m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4
2 cos(θ4) cos(θ5)

+l3m6 cos(θ2 + θ3) sin(θ5) l4 cos(θ4)

(502)

h432 = 1
2
m5 [− sin(2 θ4) d3

2

+2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4
2 cos2(θ5)]

+1
2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)

(503)

h433 = 1
2
m5 [− sin(2 θ4) d3

2

+2 cos(2 θ4) d3 d4 cos(θ5) + sin(2 θ4) d4
2 cos2(θ5)]

+1
2
l4

2m6 sin(2 θ4) sin
2(θ5)

(504)

h435 = d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
+l4

2m6 sin(θ4) cos
2(θ5)

(505)

h445 = −1
2
sin(2 θ5)

(
d4

2m5 − l42m6

)
(506)

h451 = l4
2m6 {sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos

2(θ5)
+ cos(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ5)
− sin(θ2 + θ3) cos(θ4)}
−d4m5 cos(θ5) {d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5)
−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) + d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)}

(507)
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h452 = d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
+l4

2m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

(508)

h453 = d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
+l4

2m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

(509)

h454 = −1
2
sin(2 θ5)

(
d4

2m5 − l42m6

)
(510)

h455 = d3 d4m5 cos(θ5) (511)

h511 = {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
{d42m5 {cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
+d3 d4m5 [cos(θ4) sin(θ1) + cos(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ4)]
−d4m5 cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
+{sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
{d42m5 {cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}
+d3 d4m5 [cos(θ1) cos(θ4)− cos(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ4)]
+d4m5 sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
−l4m6 {l4 {sin(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
− sin(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ5)}
− cos(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
{cos(θ5) [sin(θ1) sin(θ4)− cos(θ2 + θ3) cos(θ1) cos(θ4)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ1) sin(θ5)}
−l4m6 {l4 {sin(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
+ sin(θ2 + θ3) cos(θ5) sin(θ1)}
+sin(θ1) (l2 sin(θ2) + l3 sin(θ2 + θ3))}
{cos(θ5) [cos(θ1) sin(θ4) + cos(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ1)]
− sin(θ2 + θ3) sin(θ1) sin(θ5)}

(512)

h512 = l4m6 cos(θ5) sin(θ4) {l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)
+l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)}
−d4m5 {−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos

2(θ4)
−d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5)− d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
+d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) + l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+l2 cos(θ2) sin(θ4) sin(θ5)}

(513)
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h513 = d4m5 {d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos
2(θ4)

+d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
−d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5) + d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)}
+l4m6 cos(θ5) sin(θ4)
[l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(514)

h514 = d4m5 cos(θ5) [d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5)− d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ4)
+d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]
−l42m6 [sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos

2(θ5)
+ cos(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4)]

(515)

h521 = l4m6 cos(θ5) sin(θ4) [l2 cos(θ2) + l3 cos(θ2 + θ3)
+l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)− l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]
−d4m5 [−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos

2(θ4)
−d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
+d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5)− d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
+d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) + l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)
+l2 cos(θ2) sin(θ4) sin(θ5)]

(516)

h522 = l4m6 [−l4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4) + l2 cos(θ5) sin(θ3) cos(θ4)

+l3 sin(θ5) + l2 cos(θ3) sin(θ5) + l4 cos(θ5) sin(θ5)]
+d4m5 [l3 cos(θ5) + l2 cos(θ3) cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)
−d3 cos(θ4) sin(θ4) sin(θ5)− l2 cos(θ4) sin(θ3) sin(θ5)

+d4 cos(θ4)
2 cos(θ5) sin(θ5)]

(517)

h523 = d4m5 [d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)− 1 d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4)

+l3 cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)]
+l4m6 sin(θ5) [−l4 cos(θ5) cos

2(θ4) + l3 + l4 cos(θ5)]
(518)

h524 = −l42m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

−d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
(519)

h531 = d4m5 {d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5) cos
2(θ4)

+d4 sin(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4) cos(θ5)
−d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) cos

2(θ5) + d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ4)
−d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ5)− l3 cos(θ2 + θ3) sin(θ4) sin(θ5)}
+l4m6 cos(θ5) sin(θ4)
[l3 cos(θ2 + θ3) + l4 cos(θ2 + θ3) cos(θ5)
−l4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) sin(θ5)]

(520)
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h532 = d4m5 [d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)− d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4)

+l3 cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)]
+l4m6 sin(θ5) [−l4 cos(θ5) cos

2(θ4) + l3 + l4 cos(θ5)]
(521)

h533 = d4m5 [d4 cos(θ5) sin(θ5) cos
2(θ4)− d3 sin(θ4) sin(θ5) cos(θ4)

+l3 cos(θ5)− d4 cos(θ5) sin(θ5)]
+l4m6 sin(θ5) [−l4 cos(θ5) cos

2(θ4) + l3 + l4 cos(θ5)]
(522)

h534 = −l42m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

−d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
(523)

h541 = d4m5 cos(θ5) [d4 cos(θ2 + θ3) sin(θ5)− d3 sin(θ2 + θ3) sin(θ4)
+d4 sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos(θ5)]
−l42m6 [sin(θ2 + θ3) cos(θ4) cos

2(θ5)
+ cos(θ2 + θ3) sin(θ5) cos(θ5)− sin(θ2 + θ3) cos(θ4)]

(524)

h542 = −l42m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

−d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
(525)

h543 = −l42m6 sin(θ4) sin
2(θ5)

−d4m5 cos(θ5) [d3 cos(θ4) + d4 cos(θ5) sin(θ4)]
(526)

h544 = 1
2
sin(2 θ5)

(
d4

2m5 − l42m6

)
(527)

h111 = h116 = h126 = h136 = h146 = h156 = h161 = h162 = h163 = h164 = 0
h165 = h166 = h212 = h213 = h216 = h221 = h222 = h226 = h231 = h236 = 0
h246 = h256 = h261 = h262 = h263 = h264 = h265 = h266 = h312 = h313 = 0
h316 = h321 = h323 = h326 = h331 = h332 = h333 = h336 = h346 = h356 = 0
h361 = h362 = h363 = h364 = h365 = h366 = h414 = h416 = h424 = h426 = 0
h434 = h436 = h441 = h442 = h443 = h444 = h446 = h456 = h461 = h462 = 0
h463 = h464 = h465 = h466 = h515 = h516 = h525 = h526 = h535 = h536 = 0
h545 = h546 = h551 = h552 = h553 = h554 = h555 = h556 = h561 = h562 = 0
h563 = h564 = h565 = h566 = h611 = h612 = h613 = h614 = h615 = h616 = 0
h621 = h622 = h623 = h624 = h625 = h626 = h631 = h632 = h633 = h634 = 0
h635 = h636 = h641 = h642 = h643 = h644 = h645 = h646 = h651 = h652 = 0
h653 = h654 = h655 = h656 = h661 = h662 = h663 = h664 = h665 = h666 = 0

(528)
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Anexo M. PROGRAMAS PARA EL ROBOT SCARA

Traslación en Z

function [T] = trasZ(dz)

T = [1, 0, 0, 0;...
0, 1, 0, 0;...
0, 0, 1, dz;...
0, 0, 0, 1];

Rotación en Z

function [T] = rotZ(angZ)

T = [cos(angZ), -sin(angZ), 0, 0;...
sin(angZ), cos(angZ), 0, 0;...
0, 0, 1, 0;...
0, 0, 0, 1];

Traslación en X

function [T] = trasX(dx)

T = [1, 0, 0, dx;...
0, 1, 0, 0;...
0, 0, 1, 0;...
0, 0, 0, 1];

Rotación en X

function [T] = rotX(angX)
T = [1, 0, 0, 0;...

0, cos(angX), -sin(angX), 0;...
0, sin(angX), cos(angX), 0;...
0, 0, 0, 1];

244



Parámetros de D - H

function DH = DenavitH()

syms l_1
syms l_2
syms l_3
syms l_4
syms l_5
syms l_6
theta1 = sym('`&theta;_1`');
theta2 = sym('`&theta;_2`');
theta3 = sym('`&theta;_3`');

DH = [l_1, 0, 0, 0;...
l_2, theta1, l_3, 0;...
0, theta2, l_4, 0;...
-l_5, 0, 0, 0;...
-l_6, theta3, 0, 0];

Matriz de transformación

function M = MatrixT(V)

M = trasZ(V(1))*rotZ(V(2))*trasX(V(3))*rotX(V(4));

Cinemática Directa

function T_05 = CD_SCARA()

DH = DenavitH;
T_01 = simplify(MatrixT(DH(1,:)));
T_12 = simplify(MatrixT(DH(2,:)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(3,:)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(4,:)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(5,:)));
T_05 = simplify(T_01*T_12*T_23*T_34*T_45);
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Cinemática Inversa

function [T1, T2, l5, T3, mtz, res] = CI_SCARA()

syms nx ny nz
syms ox oy oz
syms ax ay az
syms px py pz
syms l_5 theta_1 theta_2 theta_3

n --> orientación en X
o --> orientación en Y
a --> orientación en Z
p --> posición
z --> vector de ceros

n = [nx; ny; nz];
o = [ox; oy; oz];
a = [ax; ay; az];
p = [px; py; pz];
z = [0, 0, 0];
M = [n, o, a, p; z, 1];

T = CD_SCARA();

Solución para l5 (variable priamática)

Se resuelve a partir de la igualación de las posiciones (3,4)
de la matriz M y la simbólica T_05

l5 = solve(pz == T(3,4), l_5);

Solución para theta 2

Se toman las posiciones (1,4) y (2,4) de las matrices M (numérica)
y T_05 (simbólica), se elevan al cuadrado las expresiones para
luego sumarlas, obteniendo una expresión para theta 2, la cual tiene
dos soluciones, ya que al final resulta un ACOS

PX = T(1,4)^2;
PY = T(2,4)^2;
e1 = simplify(PX+PY);
e2 = px^2 + py^2;
T2 = solve(e2 == e1, theta_2);
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Solución para theta 1

Conociendo el valor de theta 2, se toman las mismas posiciones de
tomadas en el paso anterior, hallando un sistema de dos ecuaciones con
dos incógnitas, que expresándolo de forma matricial se llega a la
solución, hay que realizar el resultado para cada respuesta de theta 2

syms cosT1 sinT1
PX = expand(T(1,4));
PY = expand(T(2,4));
PPX = simplify(subs(PX, [cos(theta_1), sin(theta_1)], [cosT1, sinT1]));
PPY = simplify(subs(PY, [cos(theta_1), sin(theta_1)], [cosT1, sinT1]));
[mtz, res] = equationsToMatrix([PPX == px, PPY == py], [sinT1, cosT1]);
s1 = simplify(mtz\res);
T1(1) = simplify(atan(s1(1)/s1(2)));

Solución para theta 3

Inicialmente se debe calcular un ángulo beta a partir de las
posiciones (1,1) y (2,1) de la Matriz M, éste ángulo es la suma
de theta 1, theta 2 y theta 3, para luego con una operación
aritmética hallar el valor de theta 3.

beta = atan(T(2,1) / T(1,1));
T3 = beta - T1 - T2;
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OBTENCIÓN DEL MODELO DINÁMICO DEL ROBOT SCARA 4 GDL MEDIANTE
LA FORMULACIÓN DE LAGRANGE-EULER

%*********************
% Algoritmo computacional

L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a las nor-
mas de D-H.

clear all
clc

[DH, q] = DenavitH;

L-E 2. Obtener las matrices de transformación T0i para cada elemento i

T_12 = simplify(MatrixT(DH(1, :)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(2, :)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(3, :)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(4, :)));

T_02 = T_12;
T_03 = simplify(T_02*T_23);
T_04 = simplify(T_03*T_34);
T_05 = simplify(T_04*T_45);

Tij(:, :, 1) = T_02;
Tij(:, :, 2) = T_03;
Tij(:, :, 3) = T_04;
Tij(:, :, 4) = T_05;

L-E 3. Obtener las Matrices Uij

Uij(1,1) = struct('matriz', T_02);
for i=1:4

for j=1:4
Uij(i,j).matriz = diff(Tij(:, :, i), q(j));

end
end
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L-E 4. Obtener las Matrices Uijk

Uijk(1,1,1) = struct('matriz', T_02);
for i=1:4

for j=1:4
for k=1:4

Uijk(i,j,k).matriz = diff(Uij(i,j).matriz, q(k));
end

end
end

L-E 5. Obtener las Matrices de Pseudoinercia J para cada elemento

syms d_1
syms d_2
syms m_1
syms m_2
syms m_3
syms m_4

M = [m_1, m_2, m_3, m_4];

J(:,:,1) = [d_1^2*m_1, 0, 0, d_1*m_1;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
d_1*m_1, 0, 0, m_1];

J(:,:,2) = [d_2^2*m_2, 0, 0, d_2*m_2;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
d_2*m_2, 0, 0, m_2];

J(:,:,3) = [0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_3];

J(:,:,4) = [0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_4];
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L-E 6. Obtener la matriz de inercias D

for i=1:4
for j=1:4

clear temp
for k=(max(i,j)):4

temp(k) = simplify(trace(Uij(k,j).matriz*...
J(:,:,k)*(Mtrans(Uij(k,i).matriz))));

end
D(i,j) = simplify(sum(temp));

end
end

L-E 7. Obtener los elementos h_ikm

h(1,1,1) = struct('e', d_1);

for i=1:4
for k=1:4

for m=1:4
clear temp
for j=(max(max(i,k),m)):4

temp(j) = simplify(trace(Uijk(j,k,m).matriz*...
J(:,:,j)*(Mtrans(Uij(j,i).matriz))));

end
h(i,k,m).e = simplify(sum(temp));

end
end

end

L-E 8. Obtener la matriz de fuerza de coriolis y centrípeta H

syms dot_theta_1
syms dot_theta_2
syms dot_l_5
syms dot_theta_3
qp = [dot_theta_1, dot_theta_2, dot_l_5, dot_theta_3];

for i=1:4
for k=1:4

for m=1:4
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temp(m) = simplify(h(i,k,m).e*qp(k)*qp(m));
end
B(k) = simplify(sum(temp));

end
hi(i) = simplify(sum(B));

end
H = Mtrans(hi);

L-E 9. Obtener la matriz de fuerzas de gravedad C

syms g
G = [0, 0, -g, 0];
r = [d_1, 0, 0, 1;...

d_2, 0, 0, 1;...
0, 0, 0, 1;...
0, 0, 0, 1];

for i=1:4
for j=1:4

c(j) = simplify(-M(j)*G*Uij(j,i).matriz*Mtrans(r(j,:)));
end
ci(i) = simplify(sum(c));

end
C = Mtrans(ci);

L-E 10. ECUACION DINÁMICA DEL SISTEMA

syms ddot_theta_1
syms ddot_theta_2
syms diff(l_5)
syms ddot_theta_3
qqp = [ddot_theta_1; ddot_theta_2; diff(l_5); ddot_theta_3];

tao = simplify(D*qqp + H + C);
%**************************************************************************
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Anexo N. PROGRAMAS PARA EL ROBOT ANTROPOMÓRFICO

SOLUCIÓN SIMBÓLICA DE LA CINEMÁTICA DIRECTA DEL ROBOT
ANTROPOMÓRFICO

Parámetros de D - H

syms l_1
syms l_2
syms l_3
syms l_4
syms theta_1
syms theta_2
syms theta_3
syms theta_4
syms theta_5

DH = [l_1, theta_1, 0, pi/2;...
0, theta_2+pi/2, l_2, 0;...
0, theta_3, l_3, 0;...
0, theta_4+pi/2, 0, pi/2;...
l_4, theta_5, 0, 0];

Matriz de Transformación

function M = MatrixT(V)
M = trasZ(V(1))*rotZ(V(2))*trasX(V(3))*rotX(V(4));

Cinemática Directa

function [T_05] = CD_ANTROPO()

DH = DenavitH; % Parámetros de Denavit-Hartemberg
T_01 = simplify(MatrixT(DH(1,:)));
T_12 = simplify(MatrixT(DH(2,:)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(3,:)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(4,:)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(5,:)));
T_05 = simplify(T_01*T_12*T_23*T_34*T_45);
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SOLUCIÓN SIMBÓLICA DE LA CINEMÁTICA INVERSA DEL ROBOT
ANTROPOMÓRFICO

function [T1, T3] = CI_ANTROPO()

clear all
clc

syms nx ny nz
syms ox oy oz
syms ax ay az
syms px py pz
syms l_1 l_2 l_3 l_4
syms theta_1 theta_2 theta_3 theta_4 theta_5

Matriz deseada M

n --> orientación en X
o --> orientación en Y
a --> orientación en Z
p --> posición
z --> vector de ceros

n = [nx; ny; nz];
o = [ox; oy; oz];
a = [ax; ay; az];
p = [px; py; pz];
z = [0, 0, 0];
M = [n, o, a, p; z, 1];

Matriz simbólica T_05

[T_01, T_12, T_23, T_34, T_45] = CD_ANTROPO();

Desacoplo Cinemático

P_r = p;
P_m = P_r - l_4*a;
T_03 = simplify(T_01*T_12*T_23);
P_04 = simplify(T_03((1:3),4));
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Solución para theta 1

Se resuelve con las ecuaciones 1 y 2 del vector P_04
igualadas a sus homónimas conocidas.

syms cosT1 sinT1
cT1 = solve(subs(P_m(1) == P_04(1), cos(theta_1), cosT1), cosT1);
sT1 = solve(subs(P_m(2) == P_04(2), sin(theta_1), sinT1), sinT1);
%PY = solve(P_m(2) == P_04(2), sin(theta_1));
%T1 = 0;
T1 = atan(sT1/cT1);

Solución para theta 3

A = P_m(1)/(-cos(theta_1));
B = P_m(3) - l_1;
eq = A^2 + B^2 == l_2^2 + l_3^2 + 2*l_2*l_3*cos(theta_3);
T3 = solve(eq, theta_3);
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OBTENCIÓN DEL MODELO DINÁMICO DEL ROBOT ANTROPOMÓRFICO 5
GDL MEDIANTE LA FORMULACIÓN DE LAGRANGE-EULER

%*********************
% Algoritmo computacional

L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a las nor-
mas de D-H.

clear all
clc
n = 5; % #GDL

[DH, q] = DenavitH;
%

L-E 2. Obtener las matrices de transformación T0i para cada elemento i

T_01 = simplify(MatrixT(DH(1, :)));
T_12 = simplify(MatrixT(DH(2, :)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(3, :)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(4, :)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(5, :)));

T_02 = simplify(T_01*T_12);
T_03 = simplify(T_02*T_23);
T_04 = simplify(T_03*T_34);
T_05 = simplify(T_04*T_45);

Tij(:, :, 1) = T_01;
Tij(:, :, 2) = T_02;
Tij(:, :, 3) = T_03;
Tij(:, :, 4) = T_04;
Tij(:, :, 5) = T_05;
%

L-E 3. Obtener las Matrices Uij

Uij(1,1) = struct('matriz', T_02);
for i=1:n

for j=1:n
Uij(i,j).matriz = diff(Tij(:, :, i), q(j));

end
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end
%

L-E 4. Obtener las Matrices Uijk

Uijk(1,1,1) = struct('matriz', T_01);
for i=1:n

for j=1:n
for k=1:n

Uijk(i,j,k).matriz = diff(Uij(i,j).matriz, q(k));
end

end
end
%

L-E 5. Obtener las Matrices de Pseudoinercia J para cada elemento

syms d_1
syms d_2
syms d_3
syms m_1
syms m_2
syms m_3
syms m_4
syms m_5

M = [m_1, m_2, m_3, m_4, m_5];

J(:,:,1) = [0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_1];

J(:,:,2) = [0, 0, 0, 0;...
0, d_1^2*m_2, 0, d_1*m_2;...
0, 0, 0, 0;...
0, d_1*m_2, 0, m_2];

J(:,:,3) = [d_2^2*m_3, 0, 0, d_2*m_3;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
d_2*m_3, 0, 0, m_3];

J(:,:,4) = [d_3^2*m_4, 0, 0, d_3*m_4;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
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d_3*m_4, 0, 0, m_4];
J(:,:,5) = [0, 0, 0, 0;...

0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_5];

%

L-E 6. Obtener la matriz de inercias D

for i=1:n
for j=1:n

clear temp
for k=(max(i,j)):n

temp(k) = simplify(trace(Uij(k,j).matriz*J(:,:,k)*...
(Mtrans(Uij(k,i).matriz))));

end
D(i,j) = simplify(sum(temp));

end
end
%

L-E 7. Obtener los elementos h_ikm

h(1,1,1) = struct('e', d_1);

for i=1:n
for k=1:n

for m=1:n
clear temp
for j=(max(max(i,k),m)):n

temp(j) = simplify(trace(Uijk(j,k,m).matriz*J(:,:,j)*...
(Mtrans(Uij(j,i).matriz))));

end
h(i,k,m).e = simplify(sum(temp));

end
end

end
%

L-E 8. Obtener la matriz de fuerza de coriolis y centrípeta H

dT1 = sym('DT1');
dT2 = sym('DT2');
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dT3 = sym('DT3');
dT4 = sym('DT4');
dT5 = sym('DT5');
qp = [dT1, dT2, dT3, dT4, dT5];

for i=1:n
for k=1:n

for m=1:n
temp(m) = simplify(h(i,k,m).e*qp(k)*qp(m));

end
B(k) = simplify(sum(temp));

end
hi(i) = simplify(sum(B));

end
H = Mtrans(hi);
%

L-E 9. Obtener la matriz de fuerzas de gravedad C

syms g
G = [0, 0, -g, 0];
r = [0, 0, 0, 1;...

0, d_1, 0, 1;...
d_2, 0, 0, 1;...
d_3, 0, 0, 1;...
0, 0, 0, 1];

for i=1:n
for j=1:n

c(j) = simplify(-M(j)*G*Uij(j,i).matriz*Mtrans(r(j,:)));
end
ci(i) = simplify(sum(c));

end
C = Mtrans(ci);
%

L-E 10. ECUACION DINÁMICA DEL SISTEMA

syms ddottheta_1
syms ddottheta_2
syms ddottheta_3
syms ddottheta_4
syms ddottheta_5
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qqp = [ddottheta_1; ddottheta_2; ddottheta_3; ddottheta_4; ddottheta_5];

tao = simplify(D*qqp + H + C);
%**************************************************************************
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Anexo O. PROGRAMAS PARA EL ROBOT PUMA

INVERSA ROBOT PUMA

function [TETHA1, TETHA2, TETHA3, TETHA4, TETHA5, TETHA6] = INV_PUMA(M)
% Parámetros del robot

l1 = 219.55;
l3 = 251.6;
l4 = 196.55;
l5 = 162.21;

Pr = [M(1,4) M(2,4) M(3,4)];

z6 = [M(1,3) M(2,3) M(3,3)];

Pm = Pr - l5*z6;

if (Pm(1) >= 0)
Q1 = Pm(1);

else
Q1 = -Pm(1);

end

if (Pm(2) >= 0)
Q2 = Pm(2);

else
Q2 = -Pm(2);

end
TETHA1 = -atan2(Q2, Q1);

AA = Pm(1)/cos(TETHA1);
BB = Pm(3) - l1;
TETHA3 = -acos((AA^2 + BB^2 - l4^2 - l3^2)/(2*l3*l4));

CC = l4*cos(TETHA3) + l3;
DD = l4*sin(TETHA3);
VAR = [CC, DD; -DD, CC];
RES = [AA; BB];
EQ = VAR\RES;
TETHA2 = atan2(EQ(1), EQ(2));
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T01 = TRASz(l1)*ROTz(TETHA1)*TRASx(0)*ROTx(-pi/2);
T12 = TRASz(0)*ROTz(TETHA2- pi/2)*TRASx(l3)*ROTx(0);
T23 = TRASz(0)*ROTz(TETHA3 + pi/2)*TRASx(0)*ROTx(pi/2);
T34a = TRASz(l4);
M04 = T01*T12*T23*T34a;
M46 = M04\M;

TETHA4 = atan2(M46(2,4), M46(1,4));

TETHA5 = atan2(((M46(1,4))/(cos(TETHA4))),M46(3,4));

T34b = ROTz(TETHA4)*TRASx(0)*ROTx(-pi/2);
T45 = TRASz(0)*ROTz(TETHA5)*TRASx(0)*ROTx(pi/2);
M05 = M04*T34b*T45;
M5E = M05\M;

TETHA6 = atan2(-M5E(2,1), M5E(2,2));
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OBTENCIÓN DEL MODELO DINÁMICO DEL ROBOT PUMA 6 GDL MEDIANTE
LA FORMULACIÓN DE LAGRANGE-EULER

%*********************
% Algoritmo computacional [ Marzo 15 de 2014 ]
%

L-E 1. Asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a las nor-
mas de D-H.

clear all
clc
n = 6; % GDL
[DH, q] = DenavitH;
%

L-E 2. Obtener las matrices de transformación T0i para cada elemento i

T_01 = simplify(MatrixT(DH(1, :)));
T_12 = simplify(MatrixT(DH(2, :)));
T_23 = simplify(MatrixT(DH(3, :)));
T_34 = simplify(MatrixT(DH(4, :)));
T_45 = simplify(MatrixT(DH(5, :)));
T_56 = simplify(MatrixT(DH(6, :)));

T_02 = simplify(T_01*T_12);
T_03 = simplify(T_02*T_23);
T_04 = simplify(T_03*T_34);
T_05 = simplify(T_04*T_45);
T_06 = simplify(T_05*T_56);

Tij(:, :, 1) = T_01;
Tij(:, :, 2) = T_02;
Tij(:, :, 3) = T_03;
Tij(:, :, 4) = T_04;
Tij(:, :, 5) = T_05;
Tij(:, :, 6) = T_06;
%

L-E 3. Obtener las Matrices Uij

Uij(1,1) = struct('m', T_01);
for i=1:n
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for j=1:n
Uij(i,j).m = diff(Tij(:, :, i), q(j));

end
end
%

L-E 4. Obtener las Matrices Uijk

Uijk(1,1,1) = struct('m', T_01);
for i=1:n

for j=1:n
for k=1:n

Uijk(i,j,k).m = diff(Uij(i,j).m, q(k));
end

end
end
%

L-E 5. Obtener las Matrices de Pseudoinercia J para cada elemento

syms d_1
syms d_2
syms d_3
syms d_4
syms m_1
syms m_2
syms m_3
syms m_4
syms m_5
syms m_6

M = [m_1, m_2, m_3, m_4, m_5, m_6];

J(:,:,1) = [0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_1];

J(:,:,2) = [0, 0, 0, 0;...
0, d_1^2*m_2, 0, d_1*m_2;...
0, 0, 0, 0;...
0, d_1*m_2, 0, m_2];

J(:,:,3) = [d_2^2*m_3, 0, 0, d_2*m_3;...
0, 0, 0, 0;...
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0, 0, 0, 0;...
d_2*m_3, 0, 0, m_3];

J(:,:,4) = [0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_4];

J(:,:,5) = [d_4^2*m_5, d_3*d_4*m_5, 0, d_4*m_5;...
d_3*d_4*m_5, d_3^2*m_5, 0, d_3*m_5;...
0, 0, 0, 0;...
d_4*m_5, d_3*m_5, 0, m_5];

J(:,:,6) = [0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, 0;...
0, 0, 0, m_6];

%

L-E 6. Obtener la matriz de inercias D

for i=1:n
for j=1:n

clear temp
for k=(max(i,j)):n

temp(k) = simplify(trace(Uij(k,j).m*J(:,:,k)*...
(Mtrans(Uij(k,i).m))));

end
D(i,j) = simplify(sum(temp));

end
end
%

L-E 7. Obtener los elementos h_ikm

h(1,1,1) = struct('e', d_1);

for i=1:n
for k=1:n

for m=1:n
clear temp
for j=(max(max(i,k),m)):n

temp(j) = simplify(trace(Uijk(j,k,m).m*J(:,:,j)*...
(Mtrans(Uij(j,i).m))));

end
h(i,k,m).e = simplify(sum(temp));
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end
end

end
%

L-E 8. Obtener la matriz de fuerza de coriolis y centrípeta H

syms dot_theta_1
syms dot_theta_2
syms dot_theta_3
syms dot_theta_4
syms dot_theta_5
syms dot_theta_6
qp = [dot_theta_1, dot_theta_2, dot_theta_3, dot_theta_4, dot_theta_5,
dot_theta_6];

for i=1:n
for k=1:n

for m=1:n
temp(m) = simplify(h(i,k,m).e*qp(k)*qp(m));

end
B(k) = simplify(sum(temp));

end
hi(i) = simplify(sum(B));

end
H = Mtrans(hi);
%

L-E 9. Obtener la matriz de fuerzas de gravedad C

syms g
G = [0, 0, -g, 0];
r = [0, 0, 0, 1;...

0, d_1, 0, 1;...
d_2, 0, 0, 1;...
0, 0, 0, 1;...
d_4, d_3, 0, 1;...
0, 0, 0, 1];

for i=1:n
for j=1:n

c(j) = simplify(-M(j)*G*Uij(j,i).m*Mtrans(r(j,:)));
end
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ci(i) = simplify(sum(c));
end
C = Mtrans(ci);
%

L-E 10. ECUACION DINÁMICA DEL SISTEMA

syms ddot_theta_1
syms ddot_theta_2
syms ddot_theta_3
syms ddot_theta_4
syms ddot_theta_5
syms ddot_theta_6
qqp = [ddot_theta_1; ddot_theta_2; ddot_theta_3; ddot_theta_4;
ddot_theta_5; ddot_theta_6];

tao = simplify(D*qqp + H + C);
%**************************************************************************
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Anexo P. PROGRAMA PARA GENERACIÓN DE TRAYECTORIAS

function [tt, POS, VEL, ACE] = TRAYECTORIA(T, Qi, Qf)
% T = tiempo del movimiento (PERIODO)
% Qi = ángulo inicial del movimiento
% Qf = ángulo final del movimiento

% ECUACIÓN 1
% qf - qi = tf/2 * (Vi + Vf)

% tiempo de aceleración y desaceleración
deltaT = T/5;

% vectores de tiempo
t1 = 0:0.01:2*deltaT;
t2 = 2*deltaT:0.01:(T-2*deltaT);
t3 = (T-2*deltaT):0.01:T;

% pendiente del segmento recto
m = (Qf - Qi)/(T - 2*deltaT);

% ecuación del segmento recto
recta = m*(t2 - deltaT) + Qi;

% evaluo en 2*deltaT
qf1 = Qi + ((deltaT*(Qf - Qi))/(T - 2*deltaT));

% velocidad final del tramo 1
Vf1 = m;

% velocidad inicial del tramo 1
qi1 = Qi;

Vi1 = 0;
% vector de coeficientes para el tramo 1

COE = [qi1; 0; 0; -(20*qi1 - 20*qf1 + 12*Vi1*2*deltaT +...
8*Vf1*2*deltaT)/(2*((2*deltaT)^3)); (15*qi1 - 15*qf1 +...
8*Vi1*2*deltaT + 7*Vf1*2*deltaT)/((2*deltaT)^4); 0];
% ECUACIÓN PARA EL TRAMO 1
EQ1 = 0;

for i=1:6
EQ1 = EQ1 + COE(i)*(t1.^(i-1));

end
% VELOCIDAD TRAMO 1
VEL1 = 0;

for i=2:6
VEL1 = VEL1 + (i-1)*COE(i)*(t1.^(i-2));

end
% ACELERACIÓN TRAMO 1
ACE1 = 0;
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for i=3:6
ACE1 = ACE1 + (i-1)*(i-2)*COE(i)*(t1.^(i-3));

end

% velocidad inicial del tramo 3
ti3 = T - 2*deltaT;
qi3 = m*(ti3 - deltaT) + Qi;

Vi3 = m;
% velocidad final del tramo 3
qf3 = Qf;

Vf3 = 0;

A = [1, ti3, ti3^2, ti3^3, ti3^4, ti3^5;...
1, T, T^2, T^3, T^4, T^5;...
0, 1, 2*ti3, 3*ti3^2, 4*ti3^3, 5*ti3^4;...
0, 1, 2*T, 3*T^2, 4*T^3, 5*T^4;...
0, 0, 2, 6*ti3, 12*ti3^2, 20*ti3^3;...
0, 0, 2, 6*T, 12*T^2, 20*T^3];

C = [qi3; qf3; Vi3; Vf3; 0; 0];
COE3 = A\C;

% ECUACIÓN PARA EL TRAMO 3
EQ3 = 0;

for i=1:6
EQ3 = EQ3 + COE3(i)*(t3.^(i-1));

end

% VELOCIDAD PARA EL TRAMO 3
VEL3 = 0;

for i=2:6
VEL3 = VEL3 + (i-1)*COE3(i)*(t3.^(i-2));

end
% ACELERACIÓN TRAMO 3
ACE3 = 0;

for i=3:6
ACE3 = ACE3 + (i-1)*(i-2)*COE3(i)*(t3.^(i-3));

end
% VELOCIDAD PARA EL TRAMO 2

VEL2 = m*ones(1, length(t2));

ACE2 = zeros(1, length(t2));

POS = [EQ1, recta, EQ3];
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VEL = [VEL1, VEL2, VEL3];
ACE = [ACE1, ACE2, ACE3];
tt = [t1, t2, t3];
plot(tt, POS)
figure(2)
plot(tt, VEL)
figure(3)
plot(tt, ACE)
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Anexo Q. PROGRAMA DEL MICROCONTROLADOR

#include <16F88.h>

#FUSES NOWDT //No Watch Dog Timer
#FUSES HS //HIGH SPEED Osc
#FUSES NOMCLR //Master Clear pin used for I/O
#FUSES NOBROWNOUT //No brownout reset
#FUSES NOLVP //No low voltage prgming

#use delay(clock=20000000)

#use rs232(baud=115200,parity=N,xmit=PIN_B5,rcv=PIN_B2,bits=8,stream=PC)
#use rs232(baud=250000,parity=N,xmit=PIN_B4,rcv=PIN_B3,bits=8,stream=MOTOR)

#include "dynamixel.c"

#use FAST_IO(ALL)
#use FIXED_IO(A_OUTPUTS = PIN_A1, PIN_A2)
#use FIXED_IO(B_OUTPUTS = PIN_B1)

#define T_OFF 130
#define SERVO PIN_A2

char lectura[5], SW[24], posicion = 90;
int i, CC = 0;
long SAL, T_ON;
int1 AA = 0;

#int_rda
void rda_isr(PC)
{
lectura[0] = fgetc();

switch (lectura[0])
{
case 'P':
GET_POS(1);
break;
case 'Q':
GET_POS(2);
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break;
case 'R':
GET_POS(3);
break;
case 'S':
GET_POS(4);
break;
case 'T':
GET_POS(5);
break;
case 'U':
GET_POS(6);
break;
case 1: // Articulacion 1
lectura[1] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc();
lectura[4] = fgetc();
SET_POS(lectura[0], lectura[1], lectura[2], lectura[3], lectura[4]);
break;
case 2: // Articulacion 2
lectura[1] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc();
lectura[4] = fgetc();
SET_POS(lectura[0], lectura[1], lectura[2], lectura[3], lectura[4]);
break;
case 3: // Articulacion 3
lectura[1] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc();
lectura[4] = fgetc();
SET_POS(lectura[0], lectura[1], lectura[2], lectura[3], lectura[4]);
break;
case 4: // Articulacion 4
lectura[1] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc();
lectura[4] = fgetc();
SET_POS(lectura[0], lectura[1], lectura[2], lectura[3], lectura[4]);
break;
case 5: // Articulacion 5
lectura[1] = fgetc();

271



lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc();
lectura[4] = fgetc();
SET_POS(lectura[0], lectura[1], lectura[2], lectura[3], lectura[4]);
break;
case 6: // Articulacion 6
lectura[1] = fgetc();
lectura[2] = fgetc();
lectura[3] = fgetc();
lectura[4] = fgetc();
SET_POS(lectura[0], lectura[1], lectura[2], lectura[3], lectura[4]);
break;
case 7: // Gripper
lectura[1] = fgetc();
posicion = lectura[1];
break;
case 8: // SYNC WRITE: Mover todos los motores a la vez
for (i=0;i<24;i++)
{
SW[i] = fgetc();
}
SET_POS_ALL(SW[0],SW[1],SW[2],SW[3],SW[4],SW[5],SW[6],SW[7],SW[8],SW[9],
SW[10],SW[11],SW[12],SW[13],SW[14],SW[15],SW[16],SW[17],SW[18],SW[19],
SW[20],SW[21],SW[22],SW[23]);
break;
}
}

#INT_TIMER0
void timer0_isr()
{
CC++;
if (CC == 10)
{
T_ON = 0.627*posicion - 136.85;
SAL = T_ON;
output_high(SERVO);
CC = 0;
}
else if (CC < 10)
{
SAL = T_OFF;
output_low(SERVO);
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}
set_timer0(SAL);
}

void main()
{
char leer[8];

setup_timer_0(RTCC_INTERNAL|RTCC_DIV_32);
enable_interrupts(INT_TIMER0);
enable_interrupts(int_rda);
enable_interrupts(global)

while(TRUE)
{
if (kbhit(MOTOR))
{
leer[0] = fgetc(MOTOR);
leer[1] = fgetc(MOTOR);
leer[2] = fgetc(MOTOR);
leer[3] = fgetc(MOTOR);
leer[4] = fgetc(MOTOR);
leer[5] = fgetc(MOTOR);
leer[6] = fgetc(MOTOR);
leer[7] = fgetc(MOTOR);

fputc(leer[0], PC);
fputc(leer[1], PC);
fputc(leer[2], PC);
fputc(leer[3], PC);
fputc(leer[4], PC);
fputc(leer[5], PC);
fputc(leer[6], PC);
fputc(leer[7], PC);
}
}
}
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/////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// ********* dynamixel.c ***********
//
// FUNCIONES:
// check_sum:
// verifica el CHEKSUM de las demás funciones, esta función
// no se debe llamar desde otro programa, es usada de manera local.
// SET_POS:
// Ir a una posición indicada con velocidad indicada;
// SET_POS(ID, ANGULO_L, ANGULO_H, VELOCIDAD_L, VELOCIDAD_H)
// SET_POS_ALL:
// Mover todos los motores a una posicion especificada,
// en este caso como es el robot PUMA son seis motores
// recibe los byte "low" y "high" de la posicion y el
// angulo de cada motor, por lo tanto espera 24 parámetros.
// GET_POS:
// Leer la posición de un motor
// GET_POS(ID)

//Servo motor control table addresses
//EEPROM
#define CT_ID 0x03
#define CT_BAUD_RATE 0x04
#define CT_RETURN_DELAY 0x05
#define CT_CW_ANGLELIMIT_L 0x06
#define CT_CW_ANGLELIMIT_H 0x07
#define CT_CCW_ANGLELIMIT_L 0x08
#define CT_CCW_ANGLELIMIT_H 0x09
#define CT_MAX_TORQUE_L 0x0E
#define CT_MAX_TORQUE_H 0x0F
#define CT_STATUS_RETURN 0x10
#define CT_ALARM_LED 0x11
//RAM
#define CT_TORQUE_ENABLE 0x18
#define CT_LED 0X19
#define CT_GOAL_POSITION_L 0x1E
#define CT_GOAL_POSITION_H 0x1F
#define CT_MOVING_SPEED_L 0x20
#define CT_MOVING_SPEED_H 0x21
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#define CT_PRESENT_POS_L 0x24
#define CT_PRESENT_POS_H 0x25
#define CT_PRESENT_SPEED_L 0x26
#define CT_PRESENT_SPEED_H 0x27
#define CT_PRESENT_LOAD_L 0x28
#define CT_PRESENT_LOAD_H 0x29
#define CT_PRESENT_VOLTAGE 0x2A
#define CT_REGISTERED_INST 0x2C
#define CT_MOVING 0x2E

//Servo Motor Instruction Set
#define I_PING 0x01
#define I_READ_DATA 0x02
#define I_WRITE_DATA 0x03
#define I_REG_WRITE 0x04
#define I_ACTION 0x05
#define I_RESET 0x06
#define I_SYNC_WRITE 0x83

#define CTRL_TX PIN_A1
#define CTRL_485 PIN_B1

char check_sum(long dato)
{
int cont = 0;
if (dato <= 255) {return((~dato)&0xFF);}
if (dato > 255)
{
while (dato > 255)
{
cont++;
dato = dato - 255;
}
return((~(dato-cont))&0xFF);
}
}

void SET_POS(char id, char anguloL, char anguloH, char velocidadL,
char velocidadH)//angulo: -150 a 150 deg, max 114 rpm
{
OUTPUT_LOW(CTRL_TX); // CERO PARA ENVIAR, UNO PARA RECIBIR
OUTPUT_HIGH(CTRL_485);
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long checksum = ID+(7)+I_WRITE_DATA+CT_GOAL_POSITION_L+anguloL+anguloH
+velocidadL+velocidadH;

checksum = check_sum(checksum);

putc(0xFF, MOTOR);
putc(0xFF, MOTOR);
putc(id, MOTOR); // ID del mmotor
putc(7, MOTOR); // tamaño del paquete
putc(I_WRITE_DATA, MOTOR); // WRITE
putc(CT_GOAL_POSITION_L, MOTOR); // POSICION
putc(anguloL, MOTOR); // low byte angulo
putc(anguloH, MOTOR); // high byte angulo
putc(velocidadL, MOTOR); // low byte velocidad
putc(velocidadH, MOTOR); // high byte velocidad
putc(checksum, MOTOR); // CHECKSUM
}

void SET_POS_ALL(AL1, AH1, VL1, VH1, AL2, AH2, VL2, VH2, AL3, AH3,
VL3, VH3, AL4, AH4, VL4, VH4, AL5, AH5, VL5, VH5, AL6, AH6, VL6, VH6)
{
OUTPUT_LOW(CTRL_TX);
OUTPUT_HIGH(CTRL_485);

long ch1 = AL1+AH1+VL1+VH1+AL2+AH2+VL2+VH2+AL3+AH3+VL3+VH3+AL4+AH4
+VL4+VH4+AL5+AH5+VL5+VH5+AL6+AH6+VL6+VH6;
long ch2 = I_SYNC_WRITE+CT_GOAL_POSITION_L+4+1+2+3+4+5+6+254+34;
long checksum = ch1 + ch2;

checksum = check_sum(checksum);

putc(0xFF, MOTOR);
putc(0xFF, MOTOR);
putc(0xFE, MOTOR); // broadcasting
putc(0x22, MOTOR); // longitud trama
putc(I_SYNC_WRITE, MOTOR); // SYNC WRITE
putc(CT_GOAL_POSITION_L, MOTOR); // POSICION
putc(0x04, MOTOR); // longitud por cada motor
putc(0x01, MOTOR); // ID motor 1
putc(AL1, MOTOR); // low bit angulo motor 1
putc(AH1, MOTOR); // high bit angulo motor 1
putc(VL1, MOTOR); // low bit velocidad motor 1
putc(VH1, MOTOR); // high bit velocidad motor 1
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putc(0x02, MOTOR); // ID motor 2
putc(AL2, MOTOR); // low bit angulo motor 2
putc(AH2, MOTOR); // high bit angulo motor 2
putc(VL2, MOTOR); // low bit velocidad motor 2
putc(VH2, MOTOR); // high bit velocidad motor 2
putc(0x03, MOTOR); // ID motor 3
putc(AL3, MOTOR); // low bit angulo motor 3
putc(AH3, MOTOR); // high bit angulo motor 3
putc(VL3, MOTOR); // low bit velocidad motor 3
putc(VH3, MOTOR); // high bit velocidad motor 3
putc(0x04, MOTOR); // ID motor 4
putc(AL4, MOTOR); // low bit angulo motor 4
putc(AH4, MOTOR); // high bit angulo motor 4
putc(VL4, MOTOR); // low bit velocidad motor 4
putc(VH4, MOTOR); // high bit velocidad motor 4
putc(0x05, MOTOR); // ID motor 5
putc(AL5, MOTOR); // low bit angulo motor 5
putc(AH5, MOTOR); // high bit angulo motor 5
putc(VL5, MOTOR); // low bit velocidad motor 5
putc(VH5, MOTOR); // high bit velocidad motor 5
putc(0x06, MOTOR); // ID motor 6
putc(AL6, MOTOR); // low bit angulo motor 6
putc(AH6, MOTOR); // high bit angulo motor 6
putc(VL6, MOTOR); // low bit velocidad motor 6
putc(VH6, MOTOR); // high bit velocidad motor 6
putc(checksum, MOTOR); // CHECKSUM
}

void GET_POS(char ID)
{
OUTPUT_LOW(CTRL_TX);
OUTPUT_HIGH(CTRL_485);

long checksum = ID + 4 + I_READ_DATA + CT_PRESENT_POS_L + 2;

checksum = check_sum(checksum);

putc(0xFF, MOTOR);
putc(0xFF, MOTOR);
putc(ID, MOTOR); // ID del motor
putc(0x04, MOTOR); // longitud de la trama
putc(I_READ_DATA, MOTOR); // READ
putc(CT_PRESENT_POS_L, MOTOR); // POSITION
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putc(0x02, MOTOR); // Número de parámetros a leer
putc(checksum, MOTOR); // CHECKSUM

OUTPUT_HIGH(CTRL_TX);
OUTPUT_LOW(CTRL_485);
}
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