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Introduccion

En el trabajo de modelacion estadistica, es de primordial impor-
tancia la seleccion del modelo, es decir, elegir dentro de un conjunto
de modelos alternativos el modelo més apropiado para el conjunto
de datos. Por ejemplo, en teoria de valores extremos algunas veces
se desea elegir entre la distribucién generalizada de valores extre-
mos con un parametro de forma muy pequeno o una distribucién
Gumbel, donde ésta ultima se toma como un caso limite de la pri-
mera cuando el parametro de forma tiende a cero. En tal caso es
deseable un estadistico que permita seleccionar entre un modelo u
otro. Los indices AIC' y BIC (Criterio de informaciéon de Akaike
y criterio de informacién bayesiano, respectivamente) son dos cri-
terios de uso frecuente para la seleccién de modelos. El AIC fue
propuesto por Akaike (1974) como un estimador insesgado asintéti-
co de la informacién de Kullback-Leibler esperada, entre un modelo
candidato ajustado y el verdadero modelo. El BIC' fue derivado por
Schwarz en 1978 como una aproximacién a una transformacion de
la probabilidad posterior de un modelo candidato.

A través del tiempo el uso de ambos criterios para la seleccion
de modelos ha crecido significativamente. Entre algunas de las pri-
meras aplicaciones del AIC' sugeridas por el autor se encuentran:
el analisis factorial, andlisis de componentes principales, regresién
multiple y series de tiempo. Otras aplicaciones recientes de am-
bos criterios también se tienen en ecologia (Anderson et al., 1994;
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Johnson y Omland, 2004; Dennis et al., 2006; Ponciano et al., 2009)
y bio-informética (Edwards et al., 2010; Abreu et al., 2010), por
mencionar algunas.

Por otra parte, al realizar un analisis de las aplicaciones y el uso
de estos dos criterios se encuentra que son aplicados sin tener en
cuenta algunas caracteristicas de los modelos como son las posibles
transformaciones que puedan tener la variable respuesta y las im-
plicaciones que estas puedan tener a la hora de realizar el calculo
del criterio para seleccionar el modelo adecuado, es por este moti-
vo que se va a analizar este problema y dar una posible solucion al
mismo y lograr mejorar en la préactica la seleccién de los modelos
cuando se presenta alguna transformacion en la variable respuesta.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el Capitu-
lo 1 se presenta una descripcion tedrica sobre el criterio de Akaike
(AIC) a partir de la informacién de Kullback-Leibler y su impor-
tancia en la selecciéon del modelo que mejor se ajuste a los datos.
Comenzando por definir los conceptos de verosimilitud y la en-
tropia de Boltzmann que son necesarios para aplicar la distancia
de Kullback-Leibler, con este recorrido llegar a las ideas funda-
mentales del autor. Por ultimo, se definen a partir del criterio AIC
los elementos necesarios para llegar a la expresiéon del criterio BIC.

En el Capitulo 2, se plantea la modificacién de los criterios de
AIC y BIC, para los modelos que presenten alguna transforma-
cion en la variable respuesta, dado que es el objetivo principal del
trabajo, para lograr este objetivo se hace uso de conceptos como el
teorema de la transformacion y el Jacobiano asociado a la trans-
formacion.

En el capitulo 3, se realiza la construccion de la funcién en R
que nos permita calcular los criterios de AIC; y BIC para los
modelos con la variable respuesta transformada y asi poder brin-
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dar una herramientas a las personas que diariamente trabajan en
la seleccion de modelos en diferentes contextos.

En el capitulo 4, en este capitulo se presenta una aplicacion de
la funcién y la comparacién entre los diferentes criterios de AIC,
BIC y los criterios modificados por el Jacobiano AIC'J y BICJ,
donde se tiene en cuenta las transformaciones a la variable respues-
ta.



Justificacion

Una de las motivaciones para plantear este tema es la falta de
informacién de la aplicacién del criterio de Akaike (AIC) a los mo-
delos con transformaciones en la variable respuesta y las implica-
ciones que pueda tener estas transformaciones a la hora de decidir
cual es el mejor modelo que se ajusta a los datos y como se puede
llegar a solucionar este inconveniente tanto teéricamente como en
la practica, para darle mas herramientas a las personas que realizan
esta seleccion.

Se debe tener en cuenta que para la seleccién de modelos por el
criterio de Akaike (AIC'), esté criterio se basa en conceptos como la
funcién de verosimilitud, la entropia asociada y la informacién con-
tenida en el modelo, que son fundamentales para su construccion,
a pesar que su expresion es bastante sencilla los conceptos que se
tienen en cuenta son bastante importantes y permiten llegar a su
expresion, para que sea aplicado correctamente. Por lo anterior, se
tiene que la seleccién del mejor modelo se realiza por el menor valor
obtenido de este criterio y esté seria el que mejor se ajuste a los da-
tos. Esté criterio se puede aplicar a todo tipo de modelos lineales y
series de tiempo, teniendo en cuenta las caracteristicas de cada uno,
que son los que al final vamos a ver en la aplicacion de este trabajo.

Lo anterior nos indica el camino hacia el criterio AIC' guiados
por el concepto de verosimilitud, sobre todo si tenemos en cuenta

IV



Justificacion VI

que la funcion de verosimilitud se caracteriza por ser muy sensible
a pequenos cambios en los pardametros lo que la hace adecuada pa-
ra medir la bondad del ajuste, en donde radica la importancia de
contemplar los modelos con la variable respuesta transformada y
que cambios se obtienen al comparar con modelos sin la variable
transformada.

De igual manera, por la importancia del criterio de Akaike
(AIC) para la seleccién de modelos en diferentes contextos, es nece-
sario contemplar todas las posibles variaciones y transformaciones
para los mismos, donde la dificultad de la seleccién de un modelo
reside en obtener la ”verosimilitud”del mismo (Akaike, 1978a), al
tener en cuenta estas dificultades se realiza la exploracion y ade-
cuacién tedrica del criterio donde se tienen en cuenta estas trans-
formaciones de la variable respuesta.

Para terminar, se realiza la construccion de una funcién en el
software R en donde se contemplen dichas transformaciones en la
variable respuesta, dado que las funciones encontradas en R no las
contemplan y por lo que en la practica las personas que hacen uso
de ellas, no contemplan el error que se puede cometer a la hora
de seleccionar modelos con alguna transformacion en su variable
respuesta.



Objetivos

Objetivo general

Determinar las diferencias que se pueden encontrar en la selec-
cién de modelos por el criterio de Akaike (AIC) cuando la variable
respuesta tiene transformaciones y cuando no las tiene.

Objetivos Especificos

1. Evidenciar las malas préacticas generadas al utilizar el criterio
de Akaike (AIC) cuando la variable respuesta ha sido trans-
formada.

2. Proponer una modificacidon al criterio de Akaike (AIC) que
permita comparar modelos con transformaciones en la varia-
ble respuesta..

3. Elaborar una funcién en R la cual permita realizar el calculo
del criterio del Akaike de diferentes modelos transformados.

VII



Capitulo 1

Marco Teorico

En este Capitulo, se realiza un recuento del surgimiento de los
criterios AIC y BIC', los cuales son los mas utilizados a la hora de
seleccionar el modelo mas apropiado entre un conjunto de mode-
los propuestos para los datos que se estén estudiando. Primero se
hace mencién del surgimiento del modelo AIC' con su construccién
tedrica hasta llegar al modelo BIC'

1.1. Construccion del criterio AIC

La definicién del AIC se relaciona con conceptos estadisticos
tan importantes como son la funcién de verosimilitud, la entropia
asociada y la informaciéon contenida en el modelo. por lo tanto cuan-
do hablamos del criterio de Akaike AIC, debemos tener en cuenta
los diferentes conceptos mencionados y que han sido utilizados por
los diferentes autores que lo han planteado como lo realizé Akaike
(1974) y las relaciones entre ellos, como se muestra en la siguiente
grafica.
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LOG-VEROSIMILITUD |
MUESTRAL -

3
4’| BONDAD DEL AJUSTE }1—|_.

ENTROPIA DE

BOLTZMANN
r
o DEF. LOG-VEROSIMILITUD

DEL MODELO

AIC

N

INFORMACION DE
KULLBACK-LEIBLER

Interacciones entre el AIC y otros conceptos estadisticos.

Figura 1.1: Interacciéon AIC y otros conceptos.

Por lo tanto en esta seccion se discute el planteamiento del
criterio de AIC' partiendo de algunos de los conceptos anteriores,
como la informacién de Kullback — Leibler(K — L) el cual es un
criterio para la evaluacion estadistica de modelos que aproximan a
la verdadera distribucion de probabilidad que genera los datos, se
dan algunas de sus propiedades tedricas mas importantes que estan
relacionadas al criterio AIC.

Se parte del criterio de informacién estadistica de (K — L) hasta
llegar a la presentacion del criterio de Akaike (AIC'). También se
describen las ideas de Akaike (1974), para la derivacién del criterio
AIC quedando como punto de partida para definir el criterio de
informacién Bayesiana (BIC') con todos sus elementos.

1.2. Comentarios del criterio AIC

Siempre se ha buscado resolver el problema de la eleccién del
modelo més apropiado para un conjunto de datos, por lo que algu-
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nos autores han desarrollado diferentes criterios basados en la teoria
de la informacién de Kullback — Leibler(K — L) la cuél permite
realizar la identificaciéon del modelo de una manera mas sencilla
y automadtica, entre estos criterios se destacan el AIC' ( 7 Akaike’s
Information Criterion”) y el criterio BIC' ( ”Bayesian Information
Criterion” ), estos dos criterios son lo que vamos a tener en cuenta a
lo largo del trabajo, dado que son los mas utilizados segtin la teoria.

Dado que el criterio méas utilizado es el conocido como AIC
(Akaike, 1974), se parte de que esté criterio presenta una formu-
lacién simple y una facil aplicacion: donde una vez calculado el
criterio AIC' para cada modelo se elige aquel cuyo AIC' es minimo.
Por otra parte, las implicaciones que de él se derivan han abier-
to una nueva perspectiva en el area de la identificacién no solo
aplicable a las series temporales sino a cualquier otra técnica de
modelizacién, como se puede observar en los campos de: modelos
en analisis factorial, analisis de la varianza y regresion multiple,
entre otras técnicas.

Una vez revisadas las implicaciones del criterio de informacion
de Akaike (AIC), vamos a remarcar algunas de sus particularidades
que se han logrado encontrar a lo largo de la historia y por los
diferentes autores que lo han aplicado:

= El AIC mide, como ya hemos dicho, el desajuste entre una
distribucion hipotética y una distribucion teérica.

» La minimizacién del criterio AIC supone realizar de mane-
ra simultanea la seleccion del modelo y la estimacion de los
parametros.

= El AIC sigue el principio de parsimonia: Cuando el nimero
de parametros de un modelo k& aumenta el AIC también,
por tanto escoger el modelo que tiene el minimo AIC supone
elegir el modelo con el menor niimero de parametros posible.
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= La minimizacién del AIC esta de acuerdo con el principio de
maximizacion de la entropfa: [1]

= Algunos resultados obtenidos al utilizar el criterio de AIC
como criterio de identificacion demuestran que este no siem-
pre consigue minimizar el nimero de parametros del modelo
y lleva en algunas ocasiones a sobrestimar el modelo.

= El calculo del AIC supone una aproximacion valida cuando
el tamano de la muestra es grande, en muestras finitas el valor
del AIC es sélo aproximado.

= Para la aplicacién del AIC no es necesario que los diferentes
modelos que compiten para su seleccion estén anidados entre
si.

s Destacar que el AIC es una medida global de la bondad del
ajuste del modelo, su calculo se realiza desde un punto de
vista predictivo lo que supone que los modelos identificados
a partir de este criterio tienen un buen comportamiento res-
pecto a la prediccion.

1.2.1. Verosimilitud y Entropia de Boltzmann

El estudio de la funcién de verosimilitud de la distribucién lleva
a Akaike a relacionar este concepto con el de entropia de Boltz-
mann. Este ultimo, partiendo del estudio de la distribucién de la
energia de las moléculas de los gases y propuesto en 1877 para de-
finir la entropia en términos estadisticos haciendo uso de las den-
sidades de las distribuciones, tomando como densidad secundaria

'Principio de maximizacién de la entropfa (Akaike, 1977): "Todas las ac-
tividades estadisticas tienen como fin maximizar la entropia esperada de la
distribucién de prediccion”
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f respecto a una densidad primaria ¢g. El razonamiento que Boltz-
mann utilizé se muestra a continuacion:

Sea x una variable aleatoria con valores 1, xs, ..., ) v probabi-
lidades asociadas q1, g, ..., qx Y con las siguientes condiciones ¢; > 0
Vg1 +q+ ...+ q = 1. A partir de la observaciéon de las variables
obtienen las frecuencias nq, no, ..., ny tal que ny +ng + ... +np = n,
de tal manera que la verosimilitud esta dada por:

Q*n—!* P gl ek gk (1.1)
ongInel..ny! R U ’
Si tomamos logaritmo natural obtendriamos la expresion de la log-
verosimilitud log €, y utilizando la siguiente igualdad

logn! = n xlog(n) —n

se demuestra que}

k
log = —n Z % log ( nz) (1.2)

en esta expresion, si suponemos pi = “ se puede reescribir
como:

k
log Q= —n Zpi log (%) (1.3)

i=1 '
Boltzmann define la entropia de la distribucién secundaria p
respecto a la primaria ¢ como:

k
Di
B(p;q) = — E p; log (q—)
=1

)

2Ver Tong, H. (1990). Non-linear time series: a dynamical system approach.
Oxford: Oxford University Press, pg. 282
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después al considerar las distribuciones en términos de densida-
des f v g se llega a la siguiente definicion:

Bloif) =~ [ ole) log (%) dr
g(z)

Donde logm, se considera como una medida entre la diferen-
cia de las dos densidades f y g, donde si son iguales la expresion
anterior es cero y entre mas diferentes sean el logaritmo natural va

creciendo hasta no tener convergencia.

De esta manera queda establecido que log-verosimilitud y en-
tropia se relacionan a partir de la siguiente expresion: E|

log © = n B(g; f) (14)

Desde el punto de vista de la teoria de la informacién, —B(g; f) se
puede interpretar como una medida de la variacion de informacién
al pasar de la informacién inicial o a priori, a la final o a posteriori,
caracterizadas cada una de ellas por las funciones de densidad f(x)
y g(z), respectivamente. Kullback (1951), define la informacién de
Kullback-Leibler I(g; f) a partir de la siguiente expresion:

) = [ 9(0) 1og (@) dr (15)

()
lo que nos permite establecer la siguiente igualdad:
(g f) = =B(g; f) (1.6)

Si consideramos ¢ la distribucién tedrica y f la funcion de densi-
dad obtenida para una muestra, podemos entender la variacién de
la informacién entre ambas distribuciones como una medida de la
bondad del ajuste de f respecto a g, lo que nos permite relacionar
el concepto de entropia de Boltzmann con el de bondad del ajuste.

3Ver Raymond, Jose luis y Uriel, Esequiel., 1987. investigacién econométrica
aplicada un caso de estudio. alfa centauro S.A., pg. 224-227.
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1.2.2. Distancia de Kullback-Leibler

Nuestro punto de partida para llegar a la formulacién del cri-
terio AIC, el cual ha sido ampliamente usado para la seleccion de
modelos estadisticos es la estimacion de la informacion de Kullback-
Leibler. Est4 informacion es definida en la ecuacién presentada
a continuacion, la cudal es considerada como una medida de bon-
dad de ajuste del modelo propuesto f(z) hacia el modelo verdadero

g(x )l

fo.n- [ [log (%)}gmdm:& [wg (%)} (17)

donde E, denota que la esperanza es tomada con respecto a la
variable aleatoria z.

Algunas de las propiedades de la informacion de K — L son:
= I(g,f) >0
= I(g,f) =0 g(z) = f(z),

es decir, la informacion de K — L siempre es positiva, excepto cuan-
do las dos distribuciones son iguales E] De aqui, esta informacién
puede interpretarse directamente como una “distancia”’ entre dos
modelos, en este caso f(z) y g(z), aunque estrictamente no lo sea,
yva que la medida de f a g no necesariamente es la misma que de g

a f.

Aunque la informacion K — L es bastante razonable para eva-
luar qué tan adecuado es un modelo dado, en la practica es bastante
limitada ya que casi siempre se desconoce la verdadera distribucion
que genera los datos, lo cudl impide calcular , donde se hace

4yver Shibata (1995)
5Burnham y Anderson, 2002, pagina 430
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necesario el conocimiento de estd distribucion que en algunos casos
simplemente no es posible obtener por métodos sencillos.

Por lo tanto si le hacemos una modificacién a la ecuacion ((1.7))
esta se puede re-expresar como:

I(g, f) = Ex[log(g(x))] — Ex[log(f(z))] (1.8)

de donde se tiene que, para la comparacién de diferentes mo-
delos es suficiente considerar E,[log(f(z))], ya que Ex[log(g(x)]
es un término comun que puede ser ignorado. El segundo término
de se conoce como log-verosimilitud esperada para el modelo
f. Asi, de un conjunto de modelos candidatos el modelo que tenga
mayor log-verosimilitud esperada es el que corresponde al que tiene
menor informacion de K — L, y en consecuencia es el mejor modelo.

Si el modelo f(z) estd completamente especificado, entonces
obsérvese que un estimador natural y consistente para E,[log(f(z))]
es:

3 toglf(w) (1.9

donde x; = (z1,...,x,) es una muestra aleatoria de la verda-
dera distribucién g(z). Teniendo que ([1.9) es un estimador inses-
gado para F,[log(f(z))], y cuando n tiende a infinito converge a
E.[log(f(x))] con probabilidad 1, asumiendo que |E,[log(f(x))]| <
00, esta convergencia se da bajo estas condiciones, para ver mas
detalles de esta convergencia, (P. Billingsley, 1999).

1.2.3. Estimador de Maxima de Verosimilitud
(EMYV)

Teniendo en cuenta la definicién de K — L y dado que en la
practica es complejo tener el modelo completamente especificados
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o definido para los datos y sus parametros son desconocidos. Lo
habitual es asumir un modelo paramétrico {f(z|0);0 € © C RP}
y luego estimar los parametros 6 por el “método de maxima vero-
similitud”. Adn maés, debido a que muchas veces no se tiene bien
identificado un modelo, lo usual es proponer varios modelos para el
mismo problema y posteriormente hacer el calculo del AIC' y del
BIC, para seleccionar el que menor valor del criterio tenga y sera
el que mejor se ajuste a los datos.

Se sabe que bajo ciertas condiciones de regularidad el estimador
de méxima verosimilitud (EMV) de 6,0 = 6,(X,,), converge en
probabilidad a 6y = argmin I[g(-), f(-|0)]

0cO

-~

0, > 0, (1.10)

n—o0

f(z|6p) es llamada la mejor aproximacion a g(z) (Claeskens y
Hjort, 2008). Asi, como en la practica 6y es imposible de calcular
ya que no se conoce g(x), el EMV de 6 proporciona la mejor apro-
ximacion paramétrica a la verdadera distribucién g dentro de las
distribucién f(z|f). Para cuando 6 es un escalar y g(x) = f(z|0%),
para algin 6* € O, para ver mayores detalles sobre el resultado
de la ecuacién se puede consultar, Wasserman (2004). Una
forma alternativa de relacionar los conceptos de log-verosimilitud
e informacién de K — L es la siguiente:

Maximizar la log-verosimilitud 1,(0) =: > 7, log(f(z;]0)) es
equivalente a maximizar:

M, (0) = £ Z log (g{”)i?) (1.11)

y ademas por ley débil de los grandes nimeros, se obtiene la
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siguiente expresién{]

0 2 oo ()] =~ oo ()| =0

De aqui, M, (0) =~ —I[g(-), f(:|0)]. Pero como se mencioné ante-
riormente, I[g(-), f(:|0)] se minimiza en 6y, asi que —I[g(+), f(-|0)]
es maximizada en y. De esta forma, se espera que el § que maxi-
miza M, (0), én, tienda a 6.

1.2.4. Criterio de Akaike (AIC)

Este criterio, definido por Akaike (1974) como ” An Information
Criterion”, se basa en la medida de informacién de Kullback-Leibler
(1951), la cudl permite interpretar la distancia entre dos distribu-
ciones a partir de la log-verosimilitud de un modelo, por lo que
anteriormente se realizé la descripcion de la medida de informa-
cion de K — L.

En la derivacion del AIC por Akaike (1974), de entrada se con-
sidera la situacién donde g(x) = f(x|6p), es decir, la densidad de
probabilidad g(x) verdadera se encuentra incluida en la familia da-
da, {f(z|f) : 0 € © C IRP}. Si K(6y,0) denota I(g(-), f(-]0) vy
ademads si 6 esta suficientemente cercano a 6y, K(6p,0) se puede
aproximar a la siguiente expresién (Kullback (1977)):[1

K (6,00 + A0) ~ %AG’[(@O)AH (1.13)

Ver ley de los grandes numeros y teorema  central
del  limite en  htip : //www.dep fe.unam.mz/ramirez  —
cruz/publicaciones/ramirez_2016_articulo — stata.pdf

Tver Kullback, S. (1997). Information Theory and Statistics, Dover Publi-
cations, New York. pagina 28
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donde:

1 = | oty 200 Pl

Dlog [ (xlf)] _ loglf(xlfy)]
o0 ’ o0 =0,

Una forma alternativa de obtener la aproximacion en la ecuacion
es primero expandir por serie de Taylor de segundo grado
la funcién In[f(x]|6y + Af)] alrededor de 6y, restar log[f(x;00)] v
calcular las esperanzas de estos términos, donde para este calculo
es necesario tener en cuenta el siguiente resultado:

(1.15)

Olog[f (]6o)]

b 00

]:0 (1.16)

Por la ecuacion 1} obsérvese que cuando el EMV 6, de 0
se encuentra cerca a 6, la desviacion de la distribucion ajustada
f(z]0,,) alaverdadera f(x|0y) puede medirse por (6,,—6) 1(00)(6,—
)2

Ahora, considérese el caso en que 6 es restringido a un sub-
espacio de menor dimensién ©, C ©, que no incluye a 0y. Si 0,
denota el EMV de 6 en O, y O, = argminl[g(-), f(-|0)] esta

0cOy
suficientemente cerca a 6, entonces bajo condiciones de regula-

A

ridad la distribucién asintética de /n(6,x — 0x) es aproximada-
mente MV N[0,1(6,) — 1], y de aqui la distribucién de n(6, ) —
00)'1(00) (0. —00) s aproximadamente Ji-cuadrada no central Xk
con pardametro de no centralidad A\ = n (6, — 6y)' I1(6) (0 — 6p). Asi

de esto y de la ecuacion (|1.13))

zﬂmK%ﬁmﬂzm@—%w@M@—%mw (1.17)
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donde k es la dimension de Oy o el nimero de parametros. De
esto, si se cuenta con una estimaciéon de n(6y — 6y)' 1(00)(0x — o)
y se tienen varios modelos, es natural adoptar como mejor el que

A

tenga un valor E[2nK (6, 0,,1)] mas pequenio.

Para obtener una estimacién de n(6y —0)"I(0o) (0 — 0p) nétese
que como asintéticamente 2[l, (0,,) = 1y (0n, k)] ~ x>, (donde X =

n(0x — 00)1(0) (0 — 00)), v 2[1n(0,) — 1,(60)] ~ X;, entonces:

B |200(00) = b 0n))| = B [2000(00) = 1n(Bu)] = 20a(8r) = 1n(60)]
~ B [2000(6n) — 1 0n0)]] = B |200n(8a) — 1 (80)]

= (p—k+X)-p
De aqui, un estimador aproximadamente insesgado para
n(@k - 90)’](90)(91€ — 90)

esta dado por:

2[1,(60) — Ln(Onp)] + K
y en consecuencia, por la ecuacion (1.17)), un estimador aproxi-
madamente insesgado para E[2nK (g, 0)] es:

E[2nK (60,01)] = 2[1.(60) — Ly(0ns)] + k + k
Asi, por lo mencionado anteriormente, la comparacién de varios
modelos candidatos se puede llevar a cabo con la ecuacién ((1.19)),
pero como [, (fy) es un término comun puede ignorarse, y tal com-

paracion resulta equivalente a realizarla con:

~

AIC = —2(0, 1) + 2k (1.20)

el llamado criterio de informacién de Akaike.

(1.18)
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1.3. Criterio Bayesiano de Schwarz (BIC)

Dentro del conjunto de los criterios utilizados en la practica
para la seleccién de modelos, el AIC es sin duda el mas conoci-
do, pero existen diferentes criterios construidos con el mismo fin,
pero con caracteristicas diferentes. Uno de ellos y que se relaciona
directamente con el criterio AIC' es el criterio BIC' (”Bayesian In-
formation Criterion”) derivado del criterio AIC al introducir una
modificacién bayesiana en la construccion del criterio AIC' revisa-
da anteriormente.

El criterio BIC' fue propuesto por Schwarz (1978) y ha sido
uno de los métodos mas populares usado para la seleccién de mo-
delos. Este es un criterio de evaluacién de modelos en términos de
sus probabilidades posteriores. Una motivacion detras del criterio
BIC' junto con un bosquejo de la derivacion de este se presenta en
seguida.

Se tiene el problema de seleccionar, dentro de un conjunto de
r modelos el que mejor describa a un conjunto de datos x, =
(x1,...,2,)", donde la densidad condicional de estos dado por el
i-iésimo modelo candidato (M;) y su correspondiente vector de
pardmetros (6%), esta dada por f;(z,]0%) =: f(x,|M;, 69)(6" € ©; C
IRP).

Sea ;(#) la densidad a priori para el vector 6" dado el modelo
M;, y p(M;) una densidad de probabilidad discreta a priori que
asigna probabilidad positiva a cada uno de los modelos Mj, ..., M,.
Dado estos supuestos, por el teorema de Bayes de probabilidad
total, la probabilidad a posteriori del i-ésimo modelo esta dada
por:
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P(M;) f (2, M;)

f@ (xn| M;, 0)m;(0)dO

P(M;|x,) =

= i) (1.21)

donde:

Flan) = [ Heloymo)d0 (122)

La probabilidad condicional P(M|xz,) dada en se inter-
preta como la probabilidad de que los datos sean generados por el
modelo M; dado que se ha observado z,,, entonces desde un punto
de vista Bayesiano es natural adoptar como mejor modelo el que
tenga mayor probabilidad a posteriori.

Para comparar diferentes modelos a través de sus probabili-
dades a posteriori, f(z,) no es importante ya que es un término
comun para todos los modelos, y al ignorarse, tal comparacion re-
sulta equivalente a realizarla con solamente el numerador de ,
es decir, usando P(M;) f;(x,). Ademads, si asume que las probabili-
dades a priori P(M;) son iguales para todos los modelos, entonces
el modelo que maximice es el que debe seleccionarse como el
mejor.

En la practica los valores de son dificiles de calcular,
ademas de que para ello se requiere de la especificacién de las den-
sidades a priori 7(6). Una aproximacién del logaritmo de (1.22)))
estd dada por
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loglfix)) =~ logli(xuld)] — “log(n)

. ks
ln,i (9n,kz) - 5

log(n) (1.23)

donde én,k esel EMV de 6% y 1, x(01) = log|fr(2,|0k)] es la log-
verosimilitud correspondiente al modelo M; (Konishi y Kitagawa,
2008; Claeskens y Hjort, 2008; Burnham y Anderson,2002). Asi, ya
que la funcién logaritmo es mondétona creciente, seleccionar como
mejor modelo el que maximice equivale aproximadamente
a seleccionar al que maximice ([1.23]), lo que a su vez equivale a
seleccionar el modelo que minimice

~

BIC = =2I(0n ) + k log(n) (1.24)

el llamado criterio de informaciéon Bayesiana.

Para finalizar, si comparamos el AIC' y el BIC vemos que la
diferencia bésica entre ambos criterios radica en que este tltimo
penaliza més los modelos con un nimero mayor de parametros es-
timados (debido a la sustitucién del 2 por log(n)), obteniéndose
asi modelos de orden inferior a los obtenidos a partir del AIC' y
corrigiendo, por tanto, la tendencia a la sobrestimacion observada
en éste ultimo.



Capitulo 2

Modificacion de los
criterios AIC' y BIC

En esté capitulo se presentan los calculos necesarios para reali-
zados para modificar los criterios AIC' y BIC, donde se busca in-
cluir las transformaciones que se le realizan a la variable respuesta,
para nuestro caso vamos analizar las transformaciones z = log(y) y
z =y con \ conocido y positivo que son las transformaciones mas
usuales en la practica, dado que estas también hacen que los valores
obtenidos de los criterios varien de acuerdo a la transformacion que
se utilice y en la revision realizada de las propuestas tedricas no se
tienen en cuenta dichas transformaciones, llegando a tener errores
en la seleccion del modelo mas apropiado para los datos.

2.1. Modificacién de la Log-verosimilitud

Para realizar la modificacién de la log-verosimilitud se deben
tener en cuenta algunos conceptos y propiedades sobre la funcion
de densidad, mostradas a continuacién.

Sea x una variable aleatoria con funcién de densidad f(z) y

16
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g(x) una transformacién de z. Se supone que tanto g como su in-
versa son continuas y crecientes dado por que las transformaciones
escogidas cumplen con estas caracteristicas.

Se tiene como supuesto sobre a funciéon de densidad, que una
funcién de densidad de probabilidad es una funcién f cuyo dominio
es un intervalo (a, b) y tiene las siguientes propiedades:

» f(x) > 0 para toda x

o [0 f(x)dr =1

Permitimos que sea infinita a,b o los dos de modo que la integral
seria impropia.

Otro concepto importante y necesario para la modificacion de
la log-verosimilitud se enuncia a continuacién:

Teorema de inversion: Sea X una variable aleatoria con fun-
cion de densidad de probabilidad acumulada F', continua e inver-
tible, y sea F~! su funcién inversa. Entonces, la variable aleatoria
U = F(X) tiene distribucién uniforme en (0;1). Como consecuen-
cia, si U es una variable aleatoria uniforme en (0;1) entonces la
variable aleatoria X = F~1(U) satisface la distribucién F y con-
serva sus propiedades.

Sea z=g(y) = g7 '(2) =y
Por definicién de funcion de densidad se tiene:
[(2)=P(Z<z)=Pgly) <z2)=(y<g '(2)fy(97(2))

Y por el teorema de la transformacion E] se obtiene la densidad
de z aplicando la transformacién, se tiene la siguiente expresién:

tf=(2) = fy(h(2))|J(2)], Blanco, L (2004)
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7.2 = e () 2 1)

Donde: J(z) = Bg(;:(z) es el Jacobiano de la transformacion.

Ahora se necesita la densidad conjunta de z,z2o,...,2, con
zi = ¢(y;) con las observaciones zy,zs,..., 2, independientes e
igualmente distribuidas, a partir de la funcién de densidad con-
junta la verosimilitud esta dada por la siguiente expresion:

f(217227...,zn):Hfz Zz ny _1 z 82( ) (22)

Ahora se obtiene la log-verosimilitud

ers sz ) = 3 dtoath(a™ ) + 109 ™ B 23y

i=1

Dado que g7 '(2;) = v;, la log-verosimilitud es la siguiente:

n

(s 2) = Z{log(fy(yi))—i—log (gi)} (2.4)

i=1

Zlog Fulyi) +Zlog (az)

a .
== lOg(f(ylay27 s 7yn)) + Zlog (832/)
i=1 !

Donde, el primer término de la la expresién anterior es la log-
verosimilitud de los datos originales y el segundo término es el Ja-
cobiano de la transformacién (penalizacién por la transformacion).
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2.1.1. Transformacion z; = log(y;)

Lo anterior fue el desarrollo en forma general aplicado para
cualquier trasformacién de la variable y, ahora se vera para las
transformaciones de z = log(y) v z = y*.

Sea z = log(y) entonces, g~ '(y) = €*. La funcién de densidad
para una sola observacién esta dada por:

fz(z) = fy(ez) = ezfy(ez)

Si tenemos una muestra yy, ¥, . . . , Yn, la transformacion aplica-
da z; = log(y;) — g *(y;) = €%, calculamos su verosimilitud y la
log-verosimilitud de la transformacion obteniendo lo siguiente:

n

flaza, o z) = [ [ e fy(e) (2.5)

i=1

(21,22, .., 2n) = Z{z@- + log(f,(e))} (2.6)

Por ejemplo, si y ~ N(u,c?), entonces su funciéon de densidad
esta dada por:

1 1 )
) = e {—ss-wh @D

Y la funcién de distribucién de g=!(y;) estd dada por:

1 1
fy(GZi) = Wexp {_T‘Q(e% - M)Q}

la log-verosimilitud queda de la siguiente forma:

log(fy(e™)) = —3log(2m0?) — (e — P (28)
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Reemplazando log(f,(e*)) en la ecuacién (2.6), obtenemos la
log-verosimilitud para la transformacion z; = log(y;).

n

U(z1,22, -y 2n) = Z {z,- + —%log(ZwaQ) — W(ez" - ,u)2} (2.9)

=1

para los datos originales se tiene:

__n 2 1 2
Y1, Y2, Yn) = —5(27T0 ) — 257 Z@l — 1)° +nlog(y) (2.10)

Tenemos que los dos primeros términos de la ecuacién (2.10)) son
la log-verosimilitud de los datos originales y; y el término nlog(y)
es la penalizacién por la trasformacién realizada a la variable res-
puesta (y), donde log(y) es el promedio de los logaritmos de los
datos originales, se puede observar que en la ecuaciéon se hace uso

de los datos originales y.

2.1.2. Transformacién z; = (y;)*

Sea z1, 29, . .., z, una muestra y la transformacién aplicada z; =
() — g Yy) = z'/*, calculamos su verosimilitud y la log-
verosimilitud obteniendo lo siguiente:

f(z1,20,. .0, 20) = H fy(zil/’\)lzil/’\_l (2.11)

n

et 20, m) = {log sz/k—l) + log(fy(zil/A))} (2.12)

=1

Por ejemplo, si y ~ N(u,0?), entonces su funcién de densidad
esta dada por:
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1 1 9
B = e { -} 1)
Y la funcién de distribucién de g~ (y;) estd dada por:
1 1
Y IR Vo SR
fy(zi7) = W@xp{ 952 (2 0] } (2.14)
la log-verosimilitud queda de la siguiente forma:
1 1
log(f,(2'")) = —5log(210”) — (' — p)? (2.15)
2 202

Reemplazando log(f,(z'/*)) en la ecuacién (2.12)), obtenemos
la log-verosimilitud para la transformacién z; = (y;)*.

- 1 1
W(z1,22,-.,20) = > {ZOQ (Xzzl/A 1) - 7log(27r02) - 2—2(%1“ - u)2}
i=1 4

n
_ i VX _ 2 1 11
= -3 02 Z + ;log (le ) (2.16)

i=1

Donde
2P = W)
= Yix y@'
=y (2.17)
Reemplazando y; = zil/’\ y 27;1/,\71 = ¢y~ en la ecuacién (2.16))
se tiene:
W(z1,22,...,2n) = —g(QﬂUQ) — # . 1/’\ Zlog( 2 VA 1) (2.18)

para los datos originales se tiene la log-verosimilitud.

n n 1 _
Wy, 92,.-,yn) = 271-0 Z 2+Zlog (Xyil A)
i=1 i=1
Wy1,92,---5yn) = 2 27r0 Z — )% = nlog(\) + n(1 — Nlog(y)

(2.19)
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Se tiene que los dos primeros términos de la ecuacion (|2.19))
es la log-verosimilitud de los datos originales (y) y los términos
nlog(A) + n(1 — A)log(y) son la penalizacién por la trasformacion
realizada a la variable respuesta y log(y) es el promedio de los loga-
ritmos de la variable y, en esta ultima ecuacién se puede observar
esta en términos de los datos originales y.

2.2. Modelo lineal

Ahora se inicia con el modelo de regresién lineal simple, que
consiste en expresar la dependencia lineal de la variable objetivo o
dependiente, y, respecto a otras dos variables: la variable indepen-
diente, explicativa o covariable, z, y el término error o perturbacion
del modelo, e asi:

Yi = Bo + B1x; + €;, con (x;,y;) variables numéricas.

donde y; v e; son variables aleatorias, x; es una variable conocida
v Bo v B1 son los parametros desconocidos del modelo.

Las hipétesis del modelo se pueden formular en términos de la
variable e;, o de forma equivalente en términos de la variable depen-
diente, y. La variable e; sigue una distribucién normal, por tanto
la distribucién de y para cada x también sigue una distribucién
normal, expresadas de la siguiente forma:

e N(O,O'2>

=y ~ N(Bo + frzi,0%)

= Los errores, e;, son independientes entre si y las variables y;
son independientes entre si.
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2.2.1. Transformacién z; = log(y;)

Sea z; = log(y;) la transformacién, se tiene y; = e*.

Se encuentra la funcién de densidad conjunta de z1,25,...,2, v
aplicando el teorema de la transformacion se obtiene:

f(z1,20,. ., 2n) = Hfz(zl-)

= L) (220)

Como se tiene que y; ~ N (B, + B1z;,0°), entonces la funcién de
densidad esta dada por:

f(Zl,ZQ, cee H{ 27T02 {2;2 (ezi _ ﬁO o ﬂlxi)2} (GZ«;)}

- (2.21)

n

l(ﬁ()aﬁl) = Z {—%ZOQ(QWGZ) _ %(ezi . BO _ lei)Q + log (ezi)}
=1

n
= —§l09 (2mo?) Z — Bo — Brzi)* + Zzz
= ——log 271'0 Z 1%) +nlog(y)
=1
(2.22)

En la anterior expresion se obtiene, que

—gZOQ(QWUQ) - % Z (yi — Bo — ﬁ1xz’)2
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es la log-verosimilitud del modelo con los datos originales y nlog(y)
es la penalizacién por la transformacién aplicada a la variable res-
puesta del modelo.

2.2.2.

Transformacion z; = (yz)/\

Sea z; = (y;)" la transformacién, con A conocido y positivo se

tiene que y; = z;

1/

Se encuentra la funcién de densidad conjunta de zq, 29,...,2, ¥
aplicando el teorema de la transformacién se obtiene:

flz1,20, 000 2) = Hfz(zi)

1
— nyl e j/A ! (2.23)

Como se tiene que y; ~ N(B,+ B12;,02), entonces la funcién de
densidad del modelo esta dada por:

f(Zl,ZQ,...,zn) = H{\/21T76$p{212( 1//\ — B —Bll‘z) } <i 11/>\ 1)}
i=1
l(ﬂ /8) = zn: —ll (2 2)_i( 1/)‘_B B ) +1 l 1/2-1
0, M1 — 9 og\£mo 20— 1T og )\Zi

i=1

- _n 2_in A 5 1/2A-1
= 2log(27m) 552 ( Bo /lez) —|—Zlog< )

i=1

= —flog (2m0?) ~ 5 22 — Bo — P1x;) +Zlog< 1— ,\>

(2.24)
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En la anterior expresiéon se obtiene el resultado donde:

2
—3109(27“72) - ﬁ > i1 (Wi — Bo — Pui)

es la log-verosimilitud del modelo y >_7 , log (%yil_A) es la pena-

lizaciéon por la transformacién aplicada. En este ultimo término

debemos analizar su comportamiento, teniendo en cuenta que para

que el log (%yilf’\) exista %yil*’\ > 0.

2.3. Regresiéon Miiltiple

El modelo de regresién lineal multiple es la extensién del mo-
delo de regresion lineal simple cuando consideramos k variables
explicativas. En general, la variable objetivo Y depende de muchas
otras variables xy,...,x;, aunque algunas de éstas pueden no ser
observables o desconocidas. El modelo de regresién incluye las que
mas efecto tienen y las restantes las representa como una variable
aleatoria que se denomina error del modelo, por tanto, tenemos:

y=Bo+ Py + -+ frrr +e (2.25)
para cada observacién, seria:
yi = Bo+ Sz + -+ Brw + e, coni=1,...n (2.26)
Del modelo se tienen las siguientes propiedades:
= Ele] =0y Ely] = fo+ Bizy + - + Bry

Var(e) = o? y Var(y) = o2

Los errores, e;, son independientes entre si y las variables y;
son independientes entre si.

. eNN(0702) y?JNN(ﬂo+51$1+"-+ﬁkxk,02).
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2.3.1. Transformacion z; = log(y;)

Sea z; = log(y;) la transformacién, se tiene y; = e*.

Se encuentra la funcién de densidad conjunta de z1,25,...,2, v
aplicando el teorema de la transformacion se obtiene:

fz, 22, m) = ] fo(=)
=1

= L) (227)

Como se tiene que y; ~ N(Bo + f1x1 + - - - + Brr, 02), entonces
la funcion de densidad esta dada por:

flz1,.. . 20) = H{\/#wp{;‘g(@zi = Bo — Br111 —-'-—ﬁkznk)Q} (ezi)}

i=1

n

WBo, Brov, - Brak) = > {—%log(27r02) _

=1

3

1
o2 (ez,i —Bo — Brx1 — -+ — ,Bkr;ﬂ)Q + log (ez'i)}

n n
n .
= ——log(2m0®) — = > (€% — Bo — rzr — - — Brari)’ + Dz
2 202 “— —
=1 i=1
n 1 & —_—
- _5109(%02) T 202 > (i — Bo— Praw1 — -+ — Brezni)? + nlog(y)

1

7

(2.28)
En la anterior expresion se obtiene, que
—%109(277‘72) - # i (yi — Bo— Prry — -+ 51&‘1@)2

es la log-verosimilitud del modelo con los datos originales y nlog(y)
es la penalizacion por la transformacion aplicada a la variable res-
puesta.
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2.3.2. Transformacién z; = (y;)*

Sea z; = (y;)* la transformacién, con X\ conocido se tiene que
1A

Se encuentra la funcién de densidad conjunta de zq,29,...,2, ¥
aplicando el teorema de la transformacion se obtiene:

flz1,20, 00 20) = Hfz(zi)
- nyl i1 j/A ! (2.29)

Como se tiene que y; ~ N(Bo + S1x1 + - - - + Brr, 02), entonces
la funcion de densidad esta dada por:

f(z1,22,.0y2n) = H {ﬁem{%(z}” —Bo — frz1 — ... — 51&%)2} (izz}“d)}

=1

n

1(Bo, Brwn, o Brwk) = D {*%ZOQ(QWUQ) - %( VA~ Bo— Brer — .. — Brari)® + log (1 1/)‘71>}

i=1 N
= —Zlog(2no®) — Li( /A~ Bo — Bra1 — _Bkiﬂki)z‘f'ilog Loan-
_on 2 L NS o s — o B+ S og Ly
= log(2mo”) 5> (i — Bo — Brar — .. — Braki)” + Yy log ( <y,
2 20 = —~ A
(2.30)

En la anterior expresién, se obtiene el resultado donde:

—2log(2m0?) — 32 S0 (i — Bo — Bir — - — Braw)”

es la log-verosimilitud del modelo y >~ log (%yil_’\) es la penali-
zacion por la transformacion aplicada.
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2.4. Expresiones para el AIC; y BIC)

Con las expresiones encontradas anteriormente para las trans-
formaciones mencionadas para el modelo lineal y la regresién multi-
ple, a partir de la las expresiones de los criterios de seleccion AIC
y BIC, haciendo el cambio de la log-verosimilitud encontrada con
la trasformacion se definen las expresiones para AIC; y BIC;. Se
parte de las expresiones de AIC' y BIC siguientes:

AIC = —21(6) + 2k (2.31)

BIC = =2l(0) + klog(n) (2.32)

Donde [(0) es la log-verosimilitud, y estd es la que se modi-
fica teniendo en cuenta la transformacion realizada y quedan las
siguientes expresiones.

2.4.1. AIC; y BICj; para un modelo lineal

Para el modelo lineal se tiene la log-verosimilitud para cada una
de las transformaciones mencionadas, las cuales se muestran a con-
tinuacion:

Para la transformacion z; = log(y;)
1 -
1(Bo, B1) = _§zog<2m2>__ > (yi—Bo—Brxi)* +nlog(y) (2.33)
0% £

Para la transformacién z; = y2* con A conocido y positivo.

1(Bo, 1) = ——log(27r0 553 Z (yi—Bo— 51%) —nlog(N)+n(1-X)log(y)
(2.34)
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Expresiones para los criterios AIC; y BIC; con la trans-
formacién z; = log(y;)

AIC; = -2 (—log (2mo?) QL Z —Bo— Brzi)* + nlog(.w)) +2k
= -2 (-lOQ 2m0?) % Z — Bo— 51$i)2> — 2nlog(y) + 2k
= AIC — 2nlog(y) (2.35)
1 < s
BIC; = -2 (—Zlog(QwaQ) ~ 5.2 (yi — Bo — 51%)2) — 2nlog(y;) + klog(n)
= BIC —2nlog(y) (2.36)

Expresiones para los criterios AIC; y BIC; con la trans-
formacién z; = y}

AIC; = =2 <—log (2ma?) ~ 5.2 Z — Bo — Brz:)% — nlog(N\) + n(1 — N)log(y )> + 2k

= nlog(2mo?) + — Z — Bo — Brz:)? + 2nlog(\) — 2n(1 — Nlog(y) + 2k

= AIC + 2nlog(A\) — 2n(1 — N)log(y) (2.37)
BIC, = -2 (—;‘wg(zm% — o5 Do (i — fo — Brzi)? = nlog() + (1 - /\)log(yi)> + klog(n)
= nlog(2wo?) Zn: — Bo — B1z:)% + 2nlog(N\) — 2n(1 — Nlog(y) + klog(n)

= BIC + 2nlog(\) — 2n(1 — N)log(y) (2.38)
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2.4.2. AIC;y BIC; para una regresion multiple

En la regresion multiple se tienen la log-verosimilitud para cada
una de las transformaciones.

L(Bos Brz1, -y Brak) = —*109 (2m0?) QL Z Yi—Bo—Pri—...— Bray;)*+nlog(y)
- (2.39)
L(Bo, Brza, s Brak) = —*509(27“7 % Z — Bo — B1xi — . — Brwi)?
— nlog(A\) +n(1 — )log(y) (2.40)

Expresiones para los criterios AIC; y BIC; con la trans-
formacién z; = log(y;)

1 n
AICJ = — (——log 27‘(’0’ 72 Z 50 — lei — ... — ,kakl)Q
+ nlog(y) + 2k

= nlog( 27T0 Z —Bo—Brri — ... — ﬁkl‘kz)Q

— 2nlog(y) + 2k
= AIC — 2nlog(y) (2.41)

1 n
— 2 = o _ L )2
BIC; = nlog(2mo”) + 2 ZZ;(yl Bo — Prxi — ... — Bri;)
— 2nlog(y;) + klog(n)
= BIC —2nlog(y) (2.42)
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Expresiones para los criterios AIC; y BIC; con la trans-
formacién z; =y}

AIC; = —2(—5109 27ra Z — By — Prx; — oo — ﬁk;l?]m)Q
— nlog(A\) +n(1 — )log( ) + 2k

= nlog(2mo?) Z — Bo — B1x; — ... — Brari)?

+ 2nlog(\) —2n(1 — /\)log(yi) + 2k
= AIC + 2nlog(\) — 2n(1 — X)log(y) (2.43)

BIC; = - (fflog 271'0 — Z — By — Brxs — ... — Bk$kz)2

=1

— nlog(y;) +n(1 — Nlog(y)) + klog(n)

n

= nlog(2mo?) + = Z — Bo — B — ... — Bryg)?
=1

+ 2nlog(N\) — 2n(1 — N)log(y;)) + klog(n)
= BIC + 2nlog(\) — 2n(1 — X)log(y) (2.44)



Capitulo 3

Funciones en R para el
AlC; y BIC;

Antes de mostrar las funciones que nos permiten realizar el
calculo de los criterios AIC; y BIC), para cada una de las trans-
formaciones expuestas en el trabajo, se realiza una comparacion
entre los diferentes criterios y analizar cudl de ellos es mejor y bajo
que condiciones.

3.1. Comparacion de criterios

En cuanto a los criterios AIC'y BIC, bajo ciertas condiciones,
son similares. Suponiendo normalidad, tenemos que el BIC estéd
definido por:

BIC = n 1(0) + k log(n)

Por lo tanto, podemos dividir ambos términos por n y conside-
rar:

log(é) + k —logén)
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Supongamos ahora que tenemos dos modelos con p; y ps varia-
bles, con k < p; < ps, entonces:

BIC(p1) = U(0,,) + ky 122
BIC(py) = 1(B,,) + ky 2™

n

Definamos ahora VBIC = BIC(p2) — BIC(p,), de donde ob-

tenemos los siguiente:

VBIC = l<ép2> - l(épl) + <k2 — kl)log(n)

n

Con lo que elegiremos el modelo con p; variables cuando VBIC' >
0. De manera analoga se puede proceder con el AIC, obteniendo:

~

VAIC = l(9p2) - l(ém) + (kQ - kl)%

Luego, cuando log(n) = 2 ambos criterios seran similares, esto
es cuando n = 8. Cuando n > 8 el BIC penaliza més la inclusion
de de variables irrelevantes que el AIC, por lo tanto es mejor.

Ahora cuando tenemos los criterios AIC; y BIC}, al realizar la
comparacion con los criterios clasicos se obtiene que AIC; < AIC
y BIC; < BIC, cuando se aplica la transformacién z = log(y)
dado que en esta se le resta el siguiente valor —2nlog(y;) a los cri-
terios cldsicos para obtener los criterios AIC'; y BIC;, donde este
termino es negativo cuando los valores de la variable y > 1 y va
ser positivo o se va incrementar cuando la variable respuesta es
0 < y < 1 dado que en este intervalo el logaritmo toma valores
negativos, por lo que se considera como una penalizacion por la
transformacion.

Por otra parte al comparar los criterios con la transformacion
z = y», se tiene que van a obtener valores mayores, es decir, una
penalizacién dada por la transformacién de la variable respuesta y
su valor va depender de los valores dados a A y los valores que tome
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la variable respuesta y, en algunos casos e va presentar que va ser
menor y en otros que va ser mayor, entonces también nos permite
identificar si la transformacién aplicada es la mejor para la variable
respuesta o se puede encontrar una que sea mejor para los datos.

3.2. Funcionesen Rparael AIC;y BIC),

En el capitulo anterior se realizé la construccion de las expresio-
nes de los criterios AIC'; y BIC; en donde se aplicaron las trans-
formaciones z = log(y) y z = y* a las variables respuesta, de donde
se obtienen las siguientes expresiones que son el punto de partida
para construir la funcién que nos permite realizar el calculo del
valor de cada uno de los criterios.

Para la construccion de las funciones en R se parte de las si-
guientes expresiones, tanto para el criterio AIC; como para el cri-
terio BIC).

Para la transformacién z; = log(y;) se tiene:

AIC; = AIC — 2nlog(y;) (3.1)

BIC; = BIC — 2nlog(y;) (3.2)

Para la transformacién z; = (y;)* se tiene:

AICy; = AIC + 2nlog(N\) — 2n(1 — N)log(y;) (3.3)

BIC; = BIC + 2nlog(\) — 2n(1 — XN)log(y;) (3.4)
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Observando las expresiones obtenidas para el calculo de cada
uno de los criterios y las transformaciones z = log(y) v z = y*, la
construccién de estas es muy sencilla, dado que la primera parte de
la expresion son los criterios AIC' y BIC clasicos respectivamente
y solo se agrega la parte obtenida para la transformacién realiza-
da, que dependiendo de los valores de la variable y puede ser una
penalizacién o una reduccién por la transformacion.

Las funciones quedan de la siguiente manera, teniendo en cuenta
que se realiza una para cada uno de los criterios AIC; v BIC;
sin importar la transformacion realizada a la variable respuesta, se
tiene para el criterio AIC; la siguiente funcion en R, la cudl tiene
los siguiente parametros:

= modelo: es el modelo que se quiere evaluar.

» lambda: es el valor para la transformacién z = 3, este valor
debe ser mayor de cero.

= AIC es el criterio clasico que se encuentra en la libreria stats.

Al ingresar el modelo y el valor de lambda, la funcién realiza el
calculo del criterio AIC), teniendo en cuenta que si el valor de
lambda en negativo va salir un mensaje de error solicitando que
este valor debe ser mayor que cero, si el valor de lambda es igual
a cero la funcion calcula el valor del AIC; con la transformacion

> = log(y).

#####Funcion AICJ

AICJ<-function(modelo,lambda) {
if (lambda<0){"Debe ingresar un valor para lambda
mayor que cero"}
else{
y=modelo$fitted.values+modelo$residuals
n=length(y)
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AIC=AIC(modelo)

if (lambda != 0) {
AICJ=AIC+2+*n*log(lambda)-2*(1-lambda) *n*mean(log(y))
Yelse {
AICJ=AIC-2n*mean(log(y))
+

return(AICJ)

}

Para el criterio BIC; la funcién en R queda de la siguiente
forma y tiene los siguiente parametros:

= modelo: es el modelo que se quiere evaluar.

» lambda: es el valor para la transformacién z = y*, este valor
debe ser mayor de cero.

s BIC es el criterio clasico que se encuentra en la libreria stats.

Al ingresar el modelo y el valor de lambda, la funcién realiza el
calculo del criterio BIC), teniendo en cuenta que si el valor de
lambda en negativo va salir un mensaje de error solicitando que
este valor debe ser mayor que cero, si el valor de lambda es igual
a cero la funcion calcula el valor del BIC; para la transformacion

z = log(y).

####Funcion BICJ

BICJ<-function(modelo,lambda) {
if (lambda<0){"Debe ingresar un valor para lambda
mayor que cero"}
else{
y=modelo$fitted.values+modelo$residuals
n=length(y)
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BIC=BIC(modelo)

if (lambda != 0) {
BICJ=BIC+2+*n*log(lambda)-2*(1-lambda) *n*mean(log(y))

Yelse {

BICJ=BIC-2
n*mean (log(y))
}

return(BICJ)

}

}



Capitulo 4

Ejemplo del AIC;y BIC;

En este capitulo se presenta un ejemplo donde se aplica una
transformacion a la variable respuesta, se hace el calculo de cada
uno de los criterios y se comparan con los criterios clasicos AIC'
y BIC', primero se hace una descripcién de los datos que se van
a utilizar, un analisis exploratorio, se plantean diferentes modelos
para los datos y finalmente se calculan los criterios para realizar la
seleccion del mejor modelo para los datos.

4.1. Ejemplo de los criterios AIC;y BIC)

A continuacién se presenta un ejemplo en R, donde se comparan
los resultados obtenidos de los criterios AIC, BIC, AIC;y BICYy,
para presentar este ejemplo se utiliza el conjunto de datos que nos
proporciona Fahrmeir, L. y que contiene las siguientes variables:

Age: edad (en anos).

Kilometer: kilémetros (en miles).

TIA: nimero de meses hasta la proxima Inspeccién

s Técnica de Vehiculos o ITV.

38



CAPITULO 4. EJEMPLO DEL AIC, Y BIC, 39

» Extrasl: Si tiene ABS o no.
s FExtras2: Si tiene techo solar o no.

En donde las 4 primeras variables son cuantitativas y las 2 lti-
mas son factores, por lo que habra que tenerlo en cuenta a la hora
de analizar los resultados, tomando como variable Y o respuesta a
la variable price.

Se cargan los datos y luego se realiza un estudio grafico para
observar la relacién que hay entre la variable objetivo y las varia-
bles explicativas, para ello realizamos graficos de nube de puntos
de la variable Y frente a cada una de ellas.

En la figura (4.1)) podemos ver que tanto age como kilometer
tienen una relacion lineal inversa con la variable objetivo. Y que la
variable explicativa T'I A, no tiene una relacion lineal con Y.

g Sales price vs age g Sales price vs kilometer
£ = £ =
E § = E § = o4
o o T
w w
=2 80 100 120 140 = 50 100 150 200 240
w w
age in months kilometer reading in 1000 km

&= .
g Sales price vs TIA
T oz °

O o
§ St 08§s§° go@ s%aﬁ@%S@E
= 0 5 10 15 20
w

months until next TIA appointment

Figura 4.1: Y vs variables cuantitativas
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Para tratar con los 2 factores haremos un diagrama de boxplot
y asi poder comparar las medianas de llevar o no llevar extrasl
y extras2 para visualizar si puede haber diferencias significativas
entre los grupos.

En la figura podemos ver que los coches con ABS son
un poco mas caros que los que no tienen, pero sin una diferencia
significativa; podemos apreciar también que los coches con y sin
techo solar tienen medianas similares, por lo que tampoco hay una
diferencia significativa.

Sales price vs no ABS/ABS Sales price vs no sunroof/sunrc

———————«{@ oo

sales in 1000%
sales in 1000%

Now o @~
|
NowW s 3 =
|

%

s - y--ﬂ----qm :

no ABS }“‘
no sunroof —|
sunroof — }--

Figura 4.2: Y vs variables cualitativas

Luego de tener este andlisis de las variables explicativas y la
variable respuesta, se decide que las variables age y kilometer de-
ben estar en nuestro modelo de regresién lineal. Ahora haremos un
estudio de los distintos modelos combinando las restantes variables
explicativas, obteniendo los siguientes modelos candidatos.
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1. mod1: price = kilometer + age.

2. mod2: price = kilometer + age + extrasl.

3. mod3: price = kilometer + age + extras2.

4. mod4: price = kilometer 4+ age + TIA.

5. modb: price = kilometer + age + extrasl + extras2.
6. mod6: price = kilometer + age + extrasl + TIA.

7. modT: price = kilometer + age + extras2 + TIA.

8. mod8: price = kilometer + age + extrasl + extras2 + TIA.

A continuacion en el cuadro se presentan los resultados
obtenidos parael AIC, el BIC, el AIC;y el BIC; para los modelos
seleccionados con la transformacion z = log(y) y poder seleccionar
el modelo que menor valor de los criterios tenga.

Cuadro 4.1: Seleccién de modelos

| MODELOS | AIC | BIC | AICJ | BICJ |
mod1 395,234 | 420,414 | -4,1257442 | 21,05421
mod2 | 396,5663 | 424,8938 | -2,7934301 | 25,53402
mod3 397,119 | 425,4465 | -2,2407419 | 26,08671

mod4 396,9732 | 425,3006 | -2,3865704 | 25,94088
mod5 398,4814 | 429,9564 | -0,8782941 | 30,59665
mod6 398,1434 | 429,6183 | -1,2163702 | 30,25857
mod7 398,88 | 430,3549 | -0,4797381 | 30,99521
mod8 400,0852 | 434,7077 | 0,7255004 | 35.34794

En el cuadro (4.2) se presentan los resultados obtenidos para el
AIC, el BIC, el AIC; y el BIC}; para los modelos seleccionados
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con la transformacion z = y'/? y poder seleccionar el modelo que
menor valor de los criterios tenga.

Cuadro 4.2: Seleccién de modelos

| MODELOS | AIC | BIC | AICJ | BICJ |

mod1 395,234 | 420,414 | -42,88850 | -17,708548
mod?2 396,5663 | 424,8938 | -41,55619 | -13,228739
mod3 397,119 | 425,4465 | -41,00350 | -12,676051

mod4 396,9732 | 425,3006 | -41,14933 | -12,821879
mod>5 398,4814 | 429,9564 | -39,64105 | -8,166109
mod6 398,1434 | 429,6183 | -39,97913 | -8,504185
mod7 398,88 | 430,3549 | -39,24250 | -7,767553
mod8 400,0852 | 434,7077 | -38,03726 -3,41482

Para los dos ejemplos presentados anteriormente, los resulta-
dos obtenidos se muestran en las tablas, se puede observar que los
criterios propuestos en el el trabajo realizan una disminucién con-
siderable en los valores con respecto a los valores obtenidos con los
criterios clasicos, sin embargo la seleccion del modelo en este caso
no varia y se sigue seleccionando el mismo, teniendo en cuenta que
este resultado puede variar dado los posibles valores de la variable
respuesta y de el valor de \ seleccionado para la transformacion.
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Conclusiones

» Utilizar el criterio de AIC' y BIC' clasico cuando se tiene
la variable respuesta transformada puede llevar a una mala
identificacién del modelo.

= Este trabajo muestra una construccion detallada de los cri-
terios AIC; y BIC; cuando la variable respuesta tiene una
transformacién, para modelos lineales y regresion miltiple.

= En las expresiones encontradas para los criterios AIC; y
BICY, se puede observar que se pueden obtener a partir de
los criterios AIC' y BIC agregando la penalizacién dada por
cada una de las trasformaciones utilizadas.
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Apéndice A

Algunos conceptos
aplicados

Ley débil de los grandes numeros Esta ley nos permite
encontrar la convergencia en probabilidad y se define de la siguiente
manera:

Sea {X,}, una sucesién de variables aleatorias con esperanza
finita. Supongamos que:

1 n
EV(IT (Z xz> —n 0 (A.1)
i=1

entonces
n

. [Zm - B(w)

i=1

—P0 (A.2)

en particular si las x; son independientes dos a dos y existe C'
tal que Var(X;) < C para todo i, se cumple (A.1).

Demostracién: Denotemos Z, = + >, ;. @;, (A.1) es equivalen-
te a probar que para todo € > 0, P(|Z,, — E(Z,)| > €) —, 0, pero
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esto se sigue de la desigualdad de Markov ya que:

1 n
P|Zy = E(Z)| > ¢ < — (var;xi) —, 0. (A.3)
Teorema de la transformacién

Sea X = (z1,9,...,x,) un vector aleatorio con densidad con-
junta f,. Sea g : R — R" una aplicacion inyectiva. Se supone que
tanto g como su inversa h : A C R” — R” son continuas. Si las
derivadas parciales de h existen y son continuas y si su jacobiano,
J, es diferente de cero, entonces, el vector aleatorio Y := g(x) tiene
funcién de densidad conjunta f, dada por:

0 en otro caso

£(y) = { fe(h(9))|J(y)| siy estd en el rango de g (A1)



Apéndice B

Codigos de R utilizados

# cambiar el directorio de trabajo
# change working directory
setwd("C:/Users/leonel_2/Downloads")
library(foreign)

# read data

golf <- read.table(file="base.txt",header = TRUE,
sep - "",dec = u.n)

attach(golf)

###tgrafica 1

par (mfrow=c(2,2), las=1)
plot(age,price,ylab="sales price in 1000$",
xlab="age in months",+ main="Sales price vs age")
plot(kilometer,price,ylab="sales price in 1000$",
+ xlab="kilometer reading in 1000 km",
main="Sales price vs kilometer")
plot(TIA,price,ylab="sales price in 1000$",

+ xlab="months until next TIA appointment",
main="Sales price vs TIA")
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###tgrafica 2

par (mfrow=c(1,2), las=2)

boxplot(price ~ extrasl, main="Sales price vs no ABS/ABS",

+ ylab="sales in 1000$", col="gold", names=c("no ABS", "ABS"))
boxplot(price ~ extras2, main="Sales price vs

no sunroof/sunroof",+ ylab="sales in 1000$",

col="gold", names=c("no sunroof", "sunroof"))

# 8 regression models

modl <- Im(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+
ageopl+ageop2+ageop3, data=golf)

mod2 <- lm(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+extrasl, data=golf)

mod3 <- lm(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+extras2, data=golf)

mod4 <- lm(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+TIA, data=golf)

mod5 <- lm(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+extrasl+extras2, data=golf)

mod6 <- lm(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+extrasl1+TIA, data=golf)

mod7 <- lm(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+extras2+TIA, data=golf)

mod8 <- Im(price“kilometeropl+kilometerop2+kilometerop3+ageopl+
ageop2+ageop3+extrasl+extras2+TIA, data=golf)

HEHH#HATIC

nf <- 8

nc <- 1

resAIC <- matrix(nrow=nf, ncol=nc, byrow=TRUE)

rownames (resAIC)<-c("modl", "mod2", "mod3", "mod4", "mod5",

llmod6ll s llmod7|l s ||mod8||)
colnames (resAIC)<-c("AIC")
resAIC[,1] <- c(AIC(modl),AIC(mod2),AIC(mod3) ,AIC(mod4),
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ATIC(mod5) ,AIC(mod6) ,AIC(mod7) ,AIC(mod8))
resAIC

## BIC

nf <- 8

nc <- 1

resBIC <- matrix(nrow=nf, ncol=nc, byrow=TRUE)

rownames (resBIC)<-c("mod1", "mod2","mod3", "mod4",
"mod5", "mod6","mod7", "mod8")

colnames (resBIC)<-c("BIC")

resBIC[,1] <- c(BIC(modl),BIC(mod2),BIC(mod3),BIC(mod4),
BIC(mod5) ,BIC(mod6),BIC(mod7),BIC(mod8))

resBIC

#####Funcion AICJ
AICJ<-function(modelo,lambda) {
if (lambda<0)
{"Debe ingresar un valor para lambda mayor que cero"}
elseq{
y=modelo$fitted.values+modelo$residuals
n=length(y)
AIC=AIC(modelo)
if (lambda != 0) {
AICJ=AIC+2#*n*log(lambda)-2%(1-lambda) *n*mean(log(y))
# Si la condicién se cumple (TRUE)
Yelse {
AICJ=AIC-2#n*mean(log(y))
b
return(AICJ)
}

#####Funcion BICJ
BICJ<-function(modelo,lambda) {
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if (lambda<0)

{"Debe ingresar un valor para lambda mayor que cero"}

else{

y=modelo$fitted.values+modelo$residuals

n=length(y)

BIC=BIC(modelo)

if (lambda != 0) {
BICJ=BIC+2#*n*log(lambda)-2*(1-lambda) *n*mean(log(y))
# Si la condicién se cumple (TRUE)

telse {
BICJ=BIC-2#*n*mean (log(y))

}

return(BICJ)

}

## AICJ

nf <- 8

nc <- 1

resAICJ <- matrix(nrow=nf, ncol=nc, byrow=TRUE)
rownames (resAICJ)<-c("mod1l", "mod2", "mod3", "mod4",
"mod5", "mod6",'"mod7", "mod8")

colnames (resAICJ)<-c("AICJ")

resAICJ[,1] <- c(AICJ(mod1,0),AICI(mod2,0),AICI(mod3,0),
AICJ(mod4,0),AICI(mod5,0) ,AICI(mod6,0) ,AICI(mod7,0),
AICJ(mod8,0))

resAICJ

## BICJ
nf <- 8
nc <- 1
resBICJ <- matrix(nrow=nf, ncol=nc, byrow=TRUE)
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rownames (resBICJ)<-c("mod1", "mod2", "mod3", "mod4",

"mod5", "mod6","mod7", "mod8")

colnames (resBICJ)<-c("BICJ")

resBICJ[,1] <- c(BICJ(mod1,1/2),BICJ(mod2,1/2),BICJ(mod3,1/2),
BICJ(mod4,1/2),BICJ(mod5,1/2) ,BICI(mod6,1/2),
BICJ(mod7,1/2),BICJ(mod8,1/2))

resBICJ

###todos los criterios
cbind (resAIC,resBIC,resAICJ,resBICJT)



Apéndice C

Habeas Data

Bogota D.C. 07 de Junio de 2018.

Los datos utilizados para el ejemplo de este trabajo fueron pro-
puestos en el libro: Fahrmeir, L.; Kneib, Th.; Lang, S.; Marx, B.
Regression: Models, Methods and Applications. New York: Sprin-
ger. 2013. y se pueden descargar de la pagina http://www.uni-
goettingen.de/de/551625.html.

Prices of Used Cars (see Example, 3.19): ASCII

Dicho conjunto posee 5 variables explicativas:

Age: edad (en afios).
Kilometer: kilémetros (en miles).

TIA: nimero de meses hasta la proxima Inspeccién Técnica
de Vehiculos o ITV.

Extras 1: Si tiene ABS o no.

Extras 2: Si tiene techo solar o no.

o4
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Las 3 primeras variables son cuantitativas y las 2 tdltimas son
factores.

Los datos son de consulta libre y pueden ser utilizados en otros
trabajo o ejemplos.

El conjunto de datos es de uso libre y se pueden obtener de la
pagina anteriormente mencionada sin ninguna restriccion.



	Introducción
	Justificación
	Objetivos
	Marco Teórico
	Construcción del criterio AIC
	Comentarios del criterio AIC
	Verosimilitud y Entropía de Boltzmann
	Distancia de Kullback-Leibler
	Estimador de Máxima de Verosimilitud (EMV)
	Criterio de Akaike (AIC)

	Criterio Bayesiano de Schwarz (BIC)

	Modificación de los criterios AIC y BIC
	Modificación de la Log-verosimilitud
	Transformación zi=log(yi)
	Transformación zi=(yi)

	Modelo lineal
	Transformación zi=log(yi)
	Transformación zi=(yi)

	Regresión Múltiple
	Transformación zi=log(yi)
	Transformación zi=(yi)

	Expresiones para el AICJ y BICJ
	AICJ y BICJ para un modelo lineal
	AICJ y BICJ para una regresión múltiple


	Funciones en R para el AICJ y BICJ
	Comparación de criterios
	Funciones en R para el AICJ y BICJ

	Ejemplo del AICJ y BICJ
	Ejemplo de los criterios AICJ y BICJ

	Conclusiones
	Bibliografía
	Algunos conceptos aplicados
	Codigos de R utilizados
	Habeas Data

