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luisarodriguezo@usantotomas.edu.co
Wilmer Pineda Ŕıos.b
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1. Introducción

De acuerdo a la constitución propuesta en 1991, el páıs se ha propuesto un proceso de descentralización,
cuyo objetivo, es mejorar las condiciones y calidad de vida de la población. La idea original es que a
medida que se van midiendo las competencias, se irán distribuyendo equitativamente los recursos dentro
de los entes y entidades territoriales, de esta manera, se podrán identificar las necesidades de la población.

Para lograr lo anteriormente descrito, el principal objetivo es identificar las falencias de los entes te-
rritoriales para alcanzar un mayor nivel de bienestar. Es necesario entonces, determinar que tan robusto
es el gobierno presente, aśı como determinar la mejor manera de ejecutar proyectos futuros que ayuden
al incremento de la calidad de vida.

Medir las capacidades de los gobiernos es el principal logro, para eso, el Departamento Nacional de
Planeación (DNP), creo un instrumento y/o herramienta, capaz de determinar el desempeño integral
municipal y departamental para Colombia, se denomina ”Índice de Desempeño Integral”(IDI), cuya fun-
cionalidad es orientar las diversas poĺıticas públicas para un mejor resultado de la administración de los
recursos estatales. Principalmente, el ı́ndice evalúa la capacidad de las entidades territoriales, en cuanto
a la eficacia y eficiencia en el desarrollo de sus planes de gobierno, aśı como en el cumplimiento de sus
propuestas iniciales.

La primera metodoloǵıa de medición permitió medir el desempeño para descubrir los retos y logros
de los pequeños gobiernos; focalizar las actividades del gobierno central según su capacidad; y por últi-
mo, definir una primera herramienta para llevar a cabo la descentralización territorial.

Este art́ıculo tiene como objetivo general, identificar por medio de la regresión loǵıstica multinomial
espacial la probabilidad de ocurrencia de un suceso en particular. Para este caso en particular, identifi-
car la probabilidad de pertenecer a un nivel bajo, alto, sobresaliente o satisfactorio de desempeño integral.

Para el desarrollo del objetivo anterior, el presente informe estará dividido en 5 principales secciones, en
primera instancia se presentará la introducción, en donde se mostrará de manera general la hipótesis,
los objetivos y el desarrollo del trabajo, a continuación, se encontrará la explicación teórica a cerca de
modelos mixtos y modelos lineales geenralizados orientado hacia una visión espacial, la tercera división
englobará los métodos y herramientas de simulación que lograrán determinar los resultados y conclusio-
nes. Se utilizarán datos de los 32 departamentos de Colombia, con 34 variables enfocadas hacia el pilar
de educación.

aEconomista y estudiante pregrado en Estad́ıstica, U. Santo Tomás, sede Bogotá
bDocente Facultad de Estad́ıstica, U. Santo Tomás, sede Bogotá
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1.1. Metodoloǵıa para la medición del IDI

El nuevo esquema de medición esta basado en 3 pilares espećıficos:

Reducir las desigualdades de la población.

Reducir la dispesión entre la gestión y los resultados de la capacidad poĺıtica territorial de los
pequeños gobiernos.

Poder explicar las diferencias presentes entre la gestión poĺıtica de las diversas entidades territo-
riales.

Para el análisis de dichos principios, se cuenta con la medición de 2 componentes principales:

Componente de gestión: Basado en la manipulación, distribución y eficiencia de las entes territo-
riales.

*1* Recursos:

*2* Económico:

*2* Dimensión urbana:

Componente de resultados: Basado en los resultados obtenidos en pruebas externas a la medición
del IDI

*1* Educación

*2* Salud

*3* Acceso a servicios

*4* Seguridad

2. Modelos Lineales Generalizados

Los modelos lineales generalizados son considerados como una generalización de los modelos lineales
simples. Este tipo de modelos permite el uso de variables respuesta diferentes a las correspondientes a la
distribución normal, siempre y cuando pertenezcan a la familia exponencial, es decir, incumplan con los
supuestos de normalidad en los errores y varianza constante.

Los GLM (por sus siglas en inglés), están compuestos por tres pilares principales (Maŕın, 2011):
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Componente aleatoria: ”Identifica la variable respuesta y su distribución de probabilidad.”

Componente sistemática: ”Especifica las variables explicativas (independientes o predictoras) uti-
lizadas en la función predictora lineal.”

Función Link o enlace: ”Relaciona el valor esperado de Y con el predictor lineal, la cual debe de
cumplir caracteŕısticas especiales como ser monótona y doblemente diferenciable”

2.1. Definición:

Sean Y1, · · · , Yn variables aleatorias independientes, cada una con una distribución perteneciente a la
familia exponencial y con las siguientes propiedades:

La distribución de cada variable Yi, tiene forma canónica y depende de un solo parámetro θi. La
distribución queda expresada de la siguiente manera:

f(yi, θi) = exp[yibi(θi) + ci(θi) + di(yi)] (1)

La distribución de cada variable Yi es la misma para todas, por lo tanto el sub́ındice de b, c y d
no son necesarios. De acuerdo a lo anterior, la función de densidad de probabilidad de Yi, · · · , YN ,
queda expuesta aśı:

f(Yi, · · · , YN ; θi, · · · , θN ) =

N∏
i=1

exp[yib(θi) + c(θi) + d(yi)] = exp[

N∑
i=1

yib(θi) +

N∑
i=1

c(θi) +

N∑
i=1

d(yi)] (2)

Según la definición de los GLM, se determinan 3 componentes principales, la transformación o pertenencia
de las distribuciones de probabilidad simples a la familia exponencial (equación 1) en donde se evidencia
la componente aleatoria (Yi), y la componente sistemática, la cual se describe aśı:

g(µi) = ηi (3)

donde ηi se conoce como el predictor lineal, también escrito XT
i β, con β = (βi, · · · , βp) (p < N) como

los parámetros a estimar, xi como las variables independientes, y g(·) como la función de enlace (Paula,
2004).

2.2. Modelo Loǵıstico Multinomial

Como se dećıa en el item anterior, los GLM son usados principalmente con distribuciones pertenecientes
a la familia exponencial, como por ejemplo la distribución poisson, la distribución gamma, entre otras.
Para este caso de estudio en particular, se hará uso del modelo loǵıstico multinomial, el cual es una
generalización del modelo loǵıstico simple, en donde la variable respuesta (Yi), está determinada por dos
categoŕıas de respuesta; para este caso, dentro de la base de datos de la que se hará uso, la variable de
respuesta (ńıveles de calidad de agua) tendrá más de dos categoŕıas de análisis.

Para los modelos de respuesta binaria, se tiene una variable Y que puede tener 2 respuesta, Y = 1(donde
la variable posee alguna caracteŕıstica espećıfica), o Y = 0 (donde la variable carece de esa caracteŕıstica).
La ecuación orginal es:

P [Y = 1|X] =
exp(b0 +

∑n
s=1 bsxs)

1 + exp(b0 +
∑n
s=1 bsxs)

(4)

donde P [Y = 1|X] es a probabilidad de que el individuo posea la caractéıstica del estudio, es decir, la
probabilidad de que Y = 1. De ahora en adelante se denotará como πi.
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Esta ecuación ya viene dada de tipo exponencial, lo que la hace útil para el presente documento, pero
para mayor facilidad, se le calculará el logaritmo, lo que resulta en:

ln

[
πi

1− πi

]
= b0 +

n∑
s=1

bsxs (5)

Para el caso de la función loǵıstica multinomial, se modela mediante el uso de la suma de la función
anterior (equación 5), dependiendo de cuantas categoŕıas presenta la variable dependiente.

2.2.1. Definición

Se considera una variable de respuesta politómica Y , con más de 2 niveles de respuesta, denotados
Yi = Y1, · · · , Yk, con una categoŕıa como referencia. Se pretende explicar la probabilidad de cada nivel
en función de una variables explicativas Xi. Para su desarrollo, como se denotaba en el item anterior, es
necesaria la suma de las probabilidades (πi1, πi2, · · · , πik) de cada una de las categoŕıas respuesta para
cada observación, por lo cual:

ln

[
πij
πik

]
= XT

i βj (6)

donde i denota los individuos, k denota la categoŕıa de referencia, y j denota las demás categóıas de
la variable respuesta. La función anterior, es la función de enlace del modelo loǵıstico multinomial.
Aplicando exponencial a la equación 6, se obtiene:

πij
πik

= expX
T
i βj (7)

pasando a multiplicar πik, se obtiene:

πij = πikexp
XT

i βj (8)

Teniendo en cuenta que la suma de probabilidades debe de ser igual a 1, y teniendo en consideración
que el objetivo de este modelo es encontrar la probabilidad de ocurrencia de cada categoŕıa, se obtiene
la siguiente fórmula:

k∑
j=1

πij = 1→
k−1∑
j=1

πij + πik = 1 (9)

→
k−1∑
j=1

πikexp
XT

i βj + πik = 1

→ πik

1 +

k−1∑
j=1

expX
T
i βj

 = 1

→ πik =
1

1 +
∑k−1
j=1 exp

XT
i βj

Finalmente, despejando la ecuación 9, se obtiene la fórmula con la que se desarrollará el resto del trabajo.

πik =
expX

T
i βj

1 +
∑k−1
j=1 exp

XT
i βj

(10)

3. Modelos Mixtos (MLM)

Los modelos lineales mixtos son presentados como una generalidad al procedimiento efectuado por los
modelos lineales simples pero con una peculiaridad, estos modelos son esencialmente utilizados para
trabajar con datos que tienen una variabilidad o aleatoriedad que debe ser captada en las estimaciones,
por lo tanto, el modelo estima la media, la varianza y la covarianza de la información; para eso, el
procedimiento que se efectúa es realizado en dos etapas (Uribe, 2016).
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Etapa 1: Ajustar un modelo de regresión para cada sujeto por separado.

Sea Yij la variable respuesta para el i-ésimo sujeto medida en el tiempo Xij , con i = 1,2,...,m y j
= 1,2,...,ni, se tiene que Yi = (Yi1, Yi2, · · · , Yini

)T es el vector de respuestas para el sujeto i.

Aśı las cosas, se determina que el modelo lineal que estima la variabilidad intra-sujeto es Yi = Ziβi+εi,
donde Zi es la matriz de covariables conocidas de tamaño ni x p, βi es un vector donde se visualizan los
coeficientes de la regresión, y εi son los errores de la regresión, distribuidos N(0,Σi), donde Σi es una
matriz de varianzas y covarianzas.

Etapa 2: Explicar la variabilidad en los coeficientes de regresión de cada modelo estimado en la etapa
anterior, usando variables conocidas (efectos fijos) o desconocidas (efectos aleatorios).

Se busca estimar la variabilidad entre los sujetos, mediante el siguiente modelo: βi = Kiβ + bi, donde
Ki es una matriz de covariables conocidas (de tamaño q x p), β es un vector de parámetros de regresión
desconocida, y bi ∼ N(0, D) donde D es una matriz de varianzas y covarianzas (q x q).

3.1. Forma matricial del MLM

Sean

Y =


Y1
Y2
...
Ym

 , X =


X1

X2

...
Xm

 , e =


e1
e2
...
em

 , Z =


Z1

Z2

...
Zm

 , b =


b1
b2
...
bm


Aśı, la forma matricial queda definida como:

Y = Xβ + Zb+ e (11)

donde E(e) = 0 y

∑
e =


e1 0 · · · 0
0 e2 · · · 0
... · · · · · ·

...
0 0 · · · em

 ,
∑
b =


D 0 · · · 0
0 D · · · 0
... · · · · · ·

...
0 0 · · · D

 = Im ⊗D

4. Modelos Lineales Generalizados Mixtos (MLMG)

Generalmente, los modelos mixtos son usados para el modelamiento de variables en su mayoŕıa cont́ınuas.
Los modelos lineales generalizados mixtos, buscan modelar el comportamiento de respuestas no necesa-
riamente cont́ınuas.

Suponga que Y es el vector de observaciones, se asume que Y al estar condicionado a b, toma una
distribución de la familia exponencial, por lo tanto:

fyi|b(yi|b, β, φ) = e

{
yiηi + c(ηi)

a(φ)
+ d(yi, φ)

}
(12)

donde b ∼ fb(b|D). El Modelo Lineal Gneralizado Mixto (MLMG) se identifica por:
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ηi = X
′

iβ + z
′

ib (13)

con X
′

i como la i-ésima fila de X, y z
′

i la i-ésima fila de z.

4.1. Estimación

Se determina la función de verosimiitud para la ecuación 1 como:

L(β, φ,D|Y) =

∫ n∏
i=1

fyi|b (yi|b, β, φ) fb (b|D) db (14)

4.2. Modelo loǵıstico multinomial mixto

Como se dećıa en items anteriores, dentro de la notación de un modelo loǵıstico multinomial, el sub́ındice
i denota los individuos o clusters dentro de la base de datos, mientras que el sub́ındice j denota las
observaciones anidadas o las categoŕıas de respuesta. Adiconal a lo anterior, se debe de tener en cuenta
una categoŕıa base, de donde se pueda partir para la realización del modelo. La ecuación inicial es:

πij = P (yij = c|β) =
exp(zij)

1 +
∑C
h=1 exp(zij)

para cada c = 2, 3, · · · , C (15)

πij = P (yij = 1|β) =
1

1 +
∑C
h=1 exp(zij)

(16)

donde, la ecuación 16 determina la probabilidad de ocurrencia de la categoŕıa de respuesta base, mientras
la fórmula 15, la probabilidad de ocurrencia de las demás categoŕıas.

Además de lo anterior, se tiene que zij = W
′

ijαc + X
′

ijβic es el parámetro mixto del modelo, para

este caso práctico, determina el parámetro espacial del modelo loǵıstico multinomial. Aqúı W
′

ij es el

vector de covariables de tamaño s x 1 y X
′

ij es el vector diseño para los r efectos aleatorios. Cada uno
de los vectores anteriores deben de estar determinado para todas las categoŕıas respuesta, de acuerdo a
todas los individuos presentes en la base de datos.

De igual manera, se define que αc es un vector desconocido de parámetros de regresión fijos, de ta-
maño s x 1, y βic es un vector desconocido de efectos aleatorios de tamaño r x 1. La distribución de los
efectos aleatorios es asumido distribuido de forma normal multivariado con un vector de media igual a
0 y una matriz de covarianza Σc

Para mayor facilidad, es necesario estandarizar los efectos aleatorios del modelo anterior. Para eso,
βic = Tcθc, donde TcT

′

c =c es la descomposición de Cholesky de Σc. La reparametrización del modelo
quedaŕıa:

zij = W
′

ijαc +X
′

ijTcθc (17)

El modelo escrito anteriormente, permite la estimación de cualquier par de comparaciones entre las
categoŕıas de respuesta. Ahora, es más beneficioso escribir el modelo nominal para cualquier C − 1
categoŕıas. De acuerdo a lo anterior, la función de probabilidad de cada categoŕıa queda escrito:

πij =
exp(zij)∑C
j=1 exp(zij)

para cada c = 1, 2, 3, · · · , C (18)

donde ahora,
zij = W

′

ijΓdc + (X
′

ijTcθc) (19)
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Para nuestro caso práctico, en donde se determina el término mixto desde un ámbito espacial, quedaŕıa:

zij = Xt
iβi + Vij (20)

4.2.1. Estimación

Como se determinó en el item anterior, la estimación para este tipo de modelos se realiza por medio de
verosimilitud, para eso, se debe de calcular la integral de la función de probabilidad para las categoŕıas
C − 1, quedando de la siguiente manera:

Yij = (Yi1, Yi2, · · · , Yic)

l(yij |θ) =

C∏
h=1

π
yij
ij (21)

=

C∏
j=1

(
exp(zij)

1 +
∑C−1
l=1 exp(zil)

)yij

l(yij) =

∫
Rd

 C∏
j=1

(
exp(zij)

1 +
∑C−1
l=1 exp(zil)

)yij [N(0,Σi)] dγ (22)

al sacar el logaritmo, queda:

L(l(βj)) =

C∑
j=1

(yij(zij))− yij log(1 +

C−1∑
j=1

exp(zil)) +N(0,Σj) (23)

Dado que la función anterior no puede desarrollarse de forma cerrada, se dispone a usar métodos numéri-
cos para encontrar la solución más aproximada.

5. Métodos de Simulación

5.1. Fisher Scoring

Consiste en sustituir el procedimiento de segundas derivadas (evaluadas en βT ) de la función de máxima
verosimilitud, por su valor esperado.

E

[
d2l

dβjdβk

]
=

n∑
i=1

=
xijxik

V [Yi]g
′(µi)2

(24)

Equivale a resolver o a encontrar convergencia entre las funciones, de manera iterativa. La sucesión βT

debe de converger al máximo estimador de verosimilitud de β

5.2. Cuadratura Gauss - Hermite

Una de las mejores metodoloǵıas para el desarrollo de integrales es el procedimiento de cuadratura
de Gauss, donde, su cálculo está basado en la regla del trapecio, lo que le permite tomar dos puntos
estratégicos de la curva de integración, y por lo tanto, reducir el error presente en las estimaciones,
logrando identificar el área bajo la curva. De dicho cálculo, se derivan varias ecuaciones de cuadraturas,
una de ellas es la cuadratura de Gauss - Hermite, la cual permite estimar modelos con efectos mixtos,
su procedimiento teórico se describe a continuación:
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∫ ∞
−∞

f(x)e−x
2

dx ≈
n∑
i=1

wif(xi) (25)

cuyo objetivo es calcular el valor de las abscisas xi y de los pesos wi de la integral original. Las abscisas
se entienden como los ceros presentes en los polinomios de Hermite, los cuales son:

Hn(x) = n!

[n/2]∑
i=0

(−)i

i!(n− 2)!
(2x)n−2i (26)

y los pesos estan descritos como:

wi =
2n−1n!

√
π

[nHn−1(xi)]2
=

2n+1n!
√
π

[H ′
n(xi)]2

(27)

La iteración de Newton de primer orden para estabilizar las ráıces de xi es:

xi −→ xi −
f(xi)

f ′(xi)
, (28)

y el apoyo que termina la fracción cont́ınua es:

Hn(x)

H ′
n(x)

=
1

2n

Hn(x)

Hn−1(x)
=

1

2n

[
2x− 2(n− 1)

2x−
2(n− 2)

2x−
· · · 2

2x

]
(29)

6. Correlación espacial

Para el análisis de la correlación espacial entre los departamentos de Colombia, se debe de tener en
cuenta la herramienta Joint Count Test, la cual es comúnmente usada para manejar variables respuesta
con más de 2 categoŕıas. Al igual que el test de Moran, es usado para probar la hipótesis nula de la no
existencia de autocorrelación espacial en los datos expuestos.

De acuerdo con su cálculo, se deben de tener en cuenta dos metodoloǵıas:

J1 =
1

2

∑
i

∑
j

wijYiYj

J2 =
1

2

∑
i

∑
j

wij(Yi − Yj)2

Para lograr el siguiente estad́ıstico:

t =
Ji − E(Ji)√
var(Ji)/n
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7. Análisis de resultados

En la sección anterior se establecieron bases teóricas para la estimación del modelo y análisis del mismo, en
el presente caṕıtulo, se mostrarán los resultados obtenidos de las estimaciones y modelaciones realizadas
con base en la información extráıda de el tratamiento de aguas.

Figura 1: Departamentos de Colombia

Fuente: Elaboración propia. Datos Departamento Nacional de Planeación, 2017

En donde las categoŕıas son: 4 - Sobresaliente, 3 - Satisfactorio, 2 - Alto, 1 - Bajo. De acuerdo a lo an-
terior, se puede observar que departamentos como La guajira y el magdalena se encuentran en un nivel
sobresaliente de desempeño, departamentos como el amazonas, guańıa, y varios ubicados en el centro del
páıs, se ubican dentro de un nivel satisfactorio de desempeńo; aśı mismo, departamentos como Nariño,
Vaupés, y algunos ubicados al oriente del páıs, se encuentran en un nivel alto de desempeño; y por últi-
mo, departamentos como vichada, chocó, entre otros, se encuentran dentro de un nivel bajo de desempeño.

A continuación se presenta un análisis previo y general de la información:

7.1. Análisis descriptivo

Los datos uilizados para el presente art́ıculo, fueron extráıdos del Departamento Nacional de Planeación
(DNP), todo con propósitos acádemicos. Esta información puede ser utilizada por el público en general,
por lo que se determina como información abierta.

Para la realización de los modelos, se tomó en cuenta la información presente en los departamentos
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de Colombia. En total son 32 observaciones con 34 variables, de las cuales solo resultaron significativas
8, descritas a continuación:

IDI: Índice de desempeño integral

REPRO: Cantidad de reprobados reprobados

DES TRAN: Cantidad de deserción en transición

DES PRI: Cantidad de deserción en primaria

DES SEC:Cantidad de deserción en secundaria

DES MED: Cantidad de deserción en media

CN TRAN: Cantidad neta de estudiantes en Transición

CN PRI: Cantidad neta de estudiantes en Primaria

Figura 2: Frecuencias de las categoŕıas de Nivel de desempeño integral (IDI)

Fuente: Elaboración propia, datos tomados del DNP, 2017

Según el gráfico anterior, se puede determinar que la mayor parte de los departamentos se encuentran en
un nivel satisfactorio de desempeño integral, basado en un análisis de variables orientadas a la educación.

7.2. Análisis espacial

En primera instancia, se debe de determinar una matrix de vecindades o de pesos espaciales, que permite
considerar las relaciones de forma espacial entre las unidades o individuos presentes en el análisis, de
forma matemática. Para esto, se determina la distancia entre los centroides de cada territorio.

Como se presentó en caṕıtulos anteriores, el proceso de autocorrelación espacial es primordial para
comprender las dependencias espaciales entre las unidades o individuos que se quieren analizar, es decir,
es aquella medida que determina que tan similar es un objeto con respecto a otro cercano, presente en
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la base de información.

Para el caso práctico propuesto en este art́ıculo, se hizo uso del código joincount.test, el cual arrojó
los siguientes p-valores (cabe anotar que el código calculó un p-valor por categoŕıa):

Figura 3: Autocorrelación espacial

Como se puede ver en lo arrojado por la prueba, se determinó que, bajo una confiabilidad del 95 %, la
única categoŕıa que no presenta autocorrelación espacial es el nivel de desempeño satisfactorio, teniendo
en cuenta que es aquella con el p-valor menor a 0.05.
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7.3. Modelo

Figura 4: Resultados modelo mixto

Fuente: Elaboración propia. Datos obtenidos del DNP, 2017

De acuerdo a la tabla anterior, se puede determinar en primera instancia que de las 8 variables iniciales
utilizadas en la modelación, solo 2 resultaron ser significativas para evaluar el comportamiento del IDI.
Esas variables son el valor de reprobados en el municipio (REPRO) y el valos de deserción en transición
(DES TRAN).

Figura 5: Resultados informe DNP

Fuente: Informe de resultados MDM 2017, DNP

Según un informe presentado por el DNP en el 2017, de acuerdo a la nueva metodoloǵıa de medición
del IDI, se concluyó que dentro de los items que conforman el componente de resultados, el componente
educativo (utilizado para el presente art́ıculo), es el que menos porcentaje de avances ha tenido en
cuanto al mejoramiento de las condiciones de vida de la población dentro de un ente territorial, es decir,
de acuerdo a la Figura 5, educación ha sido uno de los items con avances mı́nimos en comparación con
los demás, esto debido a los resultados obtenidos en las pruebas saber por municipio.
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