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Resumen

En los ultimos anos el precio del petréleo ha experimentado cambios o fluctuaciones significativas, in-
duciendo efectos importantes en la economia. En este documento se va analizar el precio del petréleo
WTI y la tasa de cambio, mediante un modelo de regresién funcional concurrente, en el periodo 2000
al 2015, con el fin de analizar los cambios que tiene el precio del petréleo WTTI a lo largo del tiempo,
mediante tecnicas descriptivas de datos funcionales como la media funcional, coeficiente de variacién
funcional y ACP funcional, para explicar el comportamiento o impacto que tienen las variables que se
estd analizando.

Palabras clave: Andlisis de datos funcionales, regresiéon funcional concurrente, Petréleo WTI, Tasa de
Cambio, Demanda de produccién.

Abstract

In recent years, the price of oil has undergone significant changes or fluctuations, inducing important
effects in the economy. This document will analyze the price of WTI oil and the exchange rate through
a concurrent functional regression model in the period 2000 to 2015 to see throughout the year the
changes that the WTT oil price has, also using other techniques descriptive of functional data to explain
the impact or behavior of these variables.

Keywords: Analysis of functional data, concurrent functional regression, WTI Oil, Exchange Rate,
Production demand.
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1. Introduccién

Uno de los temas mas discutidos de la actualidad han sido la tasa de cambio y el precio del petréleo, ya
que son factores importante en la economia mundial, los cambios o fluctuaciones significativas que vienen
presentando, mas que todo la tasa de cambio. Pero ;Qué sabemos de la tasa de cambio? ;Qué factores
estan determinando su comportamiento a lo largo del ano? ;Como es la relacién entre la tasa de cambio
y el petréleo WTI? ;Como se ve afectado el mercado colombiano? Son estos unos de los interrogantes
que motivaron la elaboracion de este estudio.

Un factor importante en una economia abierta es la tasa de cambio, ya que siendo el precio de una
moneda en funcién de otra, llega a tener un fuerte impacto sobre la cuenta corriente y otras variables
macroecondmicas, como la exportaciones y las importaciones. A lo largo de los anos, el petréleo ha sido
una variable que tiene importantes consecuencias en Colombia, por lo que la disminucién de las expor-
taciones, se tiene un peso mas débil, menos crecimiento y un gobierno que se enfrenta a problemas con
sus ingresos.

Estudios anteriores utilizan modelos VAR y andlisis de cointegracién como Gaviria, M y Sierra, H.(2003),
Londonio, W. (2005), entre otros, para explicar el comportamiento de la tasa de cambio y el precio del
petréleo en el corto plazo. Otros modelos analizan a largo plazo, pero no lo hacen conjuntamente para
saber la diferencia entre los anos, de aqui sale la propuesta para este trabajo que se va analizar todos los
anos en conjunto mediante los datos funcionales.

Los datos funcionales consisten en la evolucién de una variable a lo largo del tiempo (proceso estocéstico),
de modo que los valores que toman son funciones en lugar de vectores como en andlisis multivariante
clasico. La imposibilidad de medir la mayoria de estas variables continuamente en el tiempo, unida a
la complejidad teérica de muchos de los métodos estadisticos disponibles para su andlisis llevan a que
se manejen restumenes periddicos que constituyen las series temporales contenidas normalmente en los
anuarios estadisticos.

Para comprobar como influyen en Colombia la tasa de cambio y el precio del petrdleo de manera signifi-
cativa, es necesario un estudio analitico sobre las variables. El propdsito de este trabajo, mediante datos
funcionales, analizar los anos conjuntamente a partir de un modelo funcional concurrente, para determi-
nar estadisticamente el efecto que tiene la tasa de cambio sobre el precio del petréleo WTI en el mercado
colombiano para el periodo 2000 a 2015. Para este anélisis, se iniciara con un anélisis descriptivo de las
curvas o funciones que son representadas por los afios del periodo de estudio, con la media funcional,
coeficiente de variacién funcional propuesto por Keser, Kocakoc & Sehirlioglu (2016), un ACP funcio-
nal para el comportamiento general que tienen las curvas, reconocer los anos que presentan situaciones
atipicas mediante Bagplot y HDR boxplot propuesto por Hyndman Rob j. & Shang (2010), y finalizar
con el ajuste del modelo funcional concurrente.

Este documento se estructura de la siguiente manera: después de esta introduccién se realiza una des-
cripcién del marco de referencia de la determinacién la tasa de cambio, el petréleo WTI y los datos
funcionales, seguido de la teoria del modelo funcional. La seccién 4 se refiere al anélisis de los resultados
encontrados. Finalmente, se establecen las conclusiones del estudio y la discusién final de los hallazgos.
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2. Marco de Referencia

2.1. Tasa de Cambio

En toda economia abierta al mundo se debe manejar el concepto de tipo de cambio, que es el precio
relativo, el cual es el precio del dinero de un pais en términos de la moneda de otro pais. Se tiene dos
conceptos importantes para definir la tasa de cambio, que son el tipo cambio nominal (TCN) y el tipo
de cambio real (TCR), la TCN o tipo de cambio directo se le conoce por la cantidad de unidades de
moneda nacional que es necesario para adquirir una unidad de moneda extranjera. La TCR es la variable
que ajusta el Tipo Cambio Nominal, con la relacién existente entre los precios externos y los precios
domésticos.

TCR = TCN*PExternos/Pinternos

En una economia puede desplazarse de extremo a extremo, en un Sistema de Tipos de Cambio Flexibles
o un Sistema de Tipos de cambio Fijo. En un sistema de tipos de cambio fijos, los bancos centrales
extranjeros estan dispuestos a comprar y a vender sus monedas a un precio fijado por el banco central
local (Dornbusch; Fischer; Startz, 2008). El precio relativo de una moneda no varia libremente, es decir,
que no estd siendo determinado por el mercado, sino que es fijado por una entidad, por lo general es
el Banco Central que es el encargado de mantenerlo. Por otro lado, un sistema de Tipos de Cambios
Flexibles, los bancos centrales autorizan que el tipo se ajuste para buscar el punto de equilibrio entre la
oferta y la demanda de divisas (Dornbusch; Fischer; Startz, 2008). Sin embargo, debido a problemas de
inflacién que esté puede generar, no es facil hablar del sistema de tipo de cambio fijo (flotacién limpia
pura), en cambio, se llega aceptar un sistema de tipo de cambio flexibles (flotacién sucia), donde las
autoridades pueden interponerse cuando sea necesario. Colombia posee una flotacion sucia, con lo que se
debe tener en cuenta la apreciacién cambiaria y la depreciacién cambiaria, que consiste en un aumento o
disminucién en el valor de la moneda nacional requerida para comprar una moneda extranjera (Escobar,
2012). Un factor importante de tener en cuenta son las importaciones y exportaciones, por ejemplo es
cuando la moneda de un pais ”divisa” se deprecia los extranjeros encuentran que sus exportaciones son
mas baratas y los residentes nacionales encuentran que las importaciones del extranjero son mas caras,
una apreciacion de la moneda tiene el efecto contrario: los extranjeros pagan més por los productos de
un pafs y los consumidores nacionales pagan menos por los productos extranjeros (Krugman y Obstfeld,
2006)

2.2. Mercado de Divisas

En el mercado de divisas, la tasa de cambio es definida por una interaccién de variables endégenas (ob-
servables) y exdgenas (No observables). El caso particular del délar, lo que determinan su precio es la
oferta y la demanda. La oferta de ddlares viene siendo dada por transferencias que envian los colombianos
residentes en el exterior a sus familiares en Colombia, inversionistas extranjeros que traen recursos con el
fin de invertir en Colombia, exportaciones nacionales de bienes y servicios. La demanda de ddlares seria
el caso contrario de la oferta, inversionistas que desean liquidar sus inversiones en Colombia para invertir
fuera del pais, la deuda externa que el gobierno colombiano necesitara ddlares para pagar servicios, las
importaciones de bienes y servicios que requerird de ddlares con el fin de pagar sus compras (Alonso;
Cabrera, 2004).

En resumen la relacién entre oferta y demanda es afectada por otras variables econémicas, como lo es la
deuda externa, inversiones que se hagan en Colombia, la cantidad de dinero en la economia e interven-
ciones del Banco de la Republica. Para la oferta, esta determina el precio del ddlar, ya que al disponer
de mayores medios de pago se demanda més ddlares, es decir, la relaciéon no seria directa; por lo que “si
el Banco de la Reptblica aumenta la cantidad de dinero en la economia, es posible que una proporciéon
importante del dinero adicional se destine a comprar délares” (Cardenas, 2013).
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Otra relacion a tener en cuenta son la oferta monetaria y el tipo de cambio en corto plazo, que se define
a partir de: “un incremento de la oferta monetaria del pais se traduce en un depreciacién de su moneda
en el mercado de divisas, mientras que una reduccién de la oferta monetaria conduce a una apreciacion
de la misma” (Krugman; Obstfeld; Melitz, 2012). Con esto, se confirma que si se tiene una relacién entre
ambos mercados, el mercado de divisas y el mercado monetario, con lo que: “el mercado monetario fija
el tipo de interés del dinero, que a su vez influye sobre el tipo de cambio. Por lo cual, un incremento
constante de la oferta monetaria reduce el tipo de interés (como respuesta al exceso de medios de pago)
a medida que el mercado de dinero alcanza el nuevo punto de equilibrio.” (Rivera; Toro; Riascos, 2017).

2.3. El petroleo: Extraccion y Produccion

El petréleo es una mezcla de hidrocarburos comprimidos, que se manifiestan del cubrimiento de plantas
acuaticas por sedimentos y de restos de animales, rocas y minerales, que con el tiempo se van forman-
do gracias a la temperatura y la presién ejercidas sobre restos durante millones de anos4. Debido a su
composiciéon quimica y la disposicion de sus moléculas, el petréleo posee tres tipos de petréleo crudo:
los paraninficos, los asfalticos y aquellos de base mixta. Es el producto de mayor comercializacion a
nivel mundial y el mas transado en los mercados de todo el mundo; mientras sus derivados se utilizan
en diferentes industrias desde la energética hasta la agricultura5. Uno de los derivados del petréleo mas
influyente en la determinacién del precio es el combustible para calefaccién o el heating 0il6, ya que
es muy utilizado en el invierno (sobre todo en el norte de América) y sus niveles de inventarios y de-
manda esperada es uno de los més importantes determinantes en la determinacién del precio del petréleo.

Algo importante a tener en cuenta con relacién al precio es la referencia geografica, ya que afecta directa-
mente las ganancias. Los crudos ligeros se deben tener en cuenta que son deseables, ya que su extraccion
es mas facil y asf se obtienen productos destilados con mayor facilidad a diferencia de los crudos pesados,
con lo que llega a tener mayor ganancia econémica este. Por otro lado, para establecer su referencia,
se examina cada barril de crudo en los laboratorios de estudios de petrdleo, ya que estos tienen una
composicién molecular dnica.

Extraccién y Produccién

Se realiza la exploracién petrolifera en regiones donde el suelo permita la formacién de hidrocarburos,
también notar que ese suelo tenga material orgdnico y que haya transcurrido el tiempo suficiente para
que el petréleo se formara y haya ascendido por la corteza. Este proceso tarda alrededor de décadas de
millos de anos. Teniendo en cuenta estos factores se emplea a estudiar antecedentes del suelo para ex-
traer muestras del mismo con técnicas como la perforaciéon o bien se puede usar una prueba sismica, que
consiste en estudiar como se refractan y reflejan las ondas en las rocas, con lo cual facilitara saber cémo
estan las condiciones del suelo y si cabe la posibilidad que en esta drea se almacené petrdleo y/o gas.
Mencionar también que, en su mayoria el gas viene disuelto en el petréleo crudo, y es necesario separarlo
para su respectivo procesamiento. Cuando se descubre un pozo petrolero que contenga petréleo crudo,
gas 0 ambos, se hacen perforaciones de pozos adicionales con el fin de conocer la extensién del yacimiento
y las condiciones de produccién del mismo.

Después se procede a producir el petréleo para lo cual se construyen gasoductos, tanques y oleoductos,
para que el crudo sea procesado, trasladar a los mercados y finalmente ser vendido. Algunos prefieren
tener reservas de estos y venderlos luego. Una vez estando ya en la parte de produccién del petréleo que
se encontré en el yacimiento, algo fundamental es la presién natural dentro del yacimiento, y ain méas
si se quiere estudiar la viabilidad econémica. La presién juega un papel importante en la produccién del
crudo, ya que ésta varia de acuerdo a las condiciones geoldgicas y al yacimiento, tales como ”la roca en
la que estd el yacimiento, y la historia de su produccién”, es decir, que debido a la presién natural del
subsuelo tiene la suficiente fuerza como para hacer subir al petrdleo hacia la superficie. A este fenémeno
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se le conoce como 7levantamiento natural?. No obstante, este fenémeno no es permanente en las areas o
en el yacimiento. A medida que el petréleo deja de fluir hacia la superficie, este desaparece. Y para su
extraccion, debe ser bombeado usando métodos artificiales como el méas usado que es el ”levantamiento
artificial”, que funciona a partir de gas y electricidad para bombear el petréleo hacia la superficie.

A medida que pasa el tiempo, estos métodos van perdiendo efectividad, por lo tanto la produccién de
crudo empieza a necesitar métodos secundarios de produccién. Uno de los mas empleados es el de filtrar
agua en los yacimientos para forzar el crudo a subir hacia los oleoductos. En esta dltima década, la de-
manda de crudo existente ha aumentado, con lo que fue necesario implementar nuevos métodos terciarios
de produccion, en donde se concentrar en incrementar las caracteristicas del flujo de petrodleo a través de
diéxido de carbono, vapor y otros gases o quimicos.

2.4. Sector Petrolero Colombiano

El Petroleo contribuye de forma importante en la dindmica de la economia colombiana, debido a que
es uno de los bienes de mayor relevancia dentro del rubro de exportaciones en el pais. Y asi mismo, en
una de las actividades mas importantes en anos recientes. A lo largo del siglo XX, la industria petrolera
sufrié ciertas dificultades, la del arduo trabajo para encontrar petrdleo entre otras de caracter politico,
econémico y juridico.

De acuerdo con algunos registros histéricos, el primer descubrimiento de petréleo en Colombia fue en el
siglo XVI, momento en el que un grupo comandado por Gonzalo Jimémez de Quesada llegd a la Tara, que
hoy se conoce como Barrancabermeja, y las instalaciones industriales mas importantes de Ecopetrol. La
expedicién espanola encontré un liquido negruzco que brotaba de la tierra y que los indigenas usaban a
manera de ungiiento corporal, con propdsitos medicinales (Mayorga, 2002). Otros lugares que se vincula
la industria petrolera son La Guajira en Orito, la region de catatumbo y las cercanias de Lorica.

En 1905, el gobierno colombiano concedié a Virgilio Barco permiso para explotar fuentes de petréleo en
el actual departamento de Norte de Santander. A medida que pasa el tiempo, en la primera de estas dos
concesiones, se descubrié lo que se conoce en la industria petrolera con el nombre de un gigante, el cam-
po Cira-Infantas, que tras sucesivos traspasos quedé finalmente en manos de la Tropical Oil Company,
cuyas acciones pertenecian a la Standard Oil de New Jersey. Finalmente, luego de numerosas disputas
legales que involucraron tanto a magistrados de la Corte Suprema de Justicia como a ex presidentes
de la Reptblica, esta concesion revirtié al estado en agosto de 1951, siendo manejada por la compania
petrolera creada por el gobierno en 1948 con ese propédsito que es Ecopetrol (Mayorga, 2002).

Durante el periodo 1955-1974, el coeficiente de exportaciones del pais disminuyé a causa del lento creci-
miento de las exportaciones de café (a excepcién de la segunda mitad de la década de los setenta). Las
exportaciones minerales durante este periodo crecieron, a causa del aumento del precio del oro durante
la primera mitad de la década de los setenta, pero la producciéon de hidrocarburos en Colombia no corrié
con la misma suerte; el hallazgo de gigantescas reservas en otras partes del mundo hizo que las companias
multinacionales no encontraran atractivo explorar (Ocampo, 2014).

La disminucién de producciéon debido a la guerra de Iran en octubre de 1973, y como consecuencia los
precios se multiplicaron por cuatro, que causé un aumento en la perforacién exploratoria, debido a tal
esfuerzo se encontraron yacimientos en 1983 en Canon Limén, que hizo posible la autosuficiencia pe-
trolera en Colombia. A finales de los setenta, Ecopetrol organizé una nueva empresa llamada Terpel
en Bucaramanga en 1968, con el objetivo de proyectarse a otras regiones. Segun cifras dadas por el
Departamento Nacional de Planeacién (DNP), Ecopetrol, en la primera mitad de los setenta, tuvo una
produccién nacional del 17 %, un 45 % en la segunda mitad de los setenta, en los ochenta aumento al
55 % y los noventa se elevo al 64 %.

2.5. Cambios de la tasa de cambio y el precio del Petroleo WTI

Una posible razén y, la méas comun, que explica un aumento del precio del petrdleo es la tasa de cambio,
la interaccion entre Estados Unidos y la economia mundial, ya que un délar fuerte es reflejo del aumento
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de la economia americana. La coyuntura de Estados Unidos y la mundial influencian los movimientos
o cambios del petrdleo y el ddlar, si la economia de Estados Unidos se fortalece, por ende su divisa
también. Como su produccién energética ha aumentado, los precios de los commodities del petréleo
fluctiian, segiin ”la regla de oro colombiana”habria de esperarse una relacién inversamente proporcional,
es decir, aumentos en los precios del petréleo correspondidos con la apreciacién de la moneda, pero esta
regla no siempre se da ya que depende de los diferentes choques que enfrenta la economia (Blanchard &
Gali, 2007) El 2013 es un ejemplo de esto donde se observa que ambas series van aumentando y tienen
relacion positiva después de inicios de abril.

Precio Petréleo WTI 2013 Tasa de Cambio 2013
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Otro ejemplo también puede ser la crisis de Rusia y Asia a finales de los noventas, tanto el délar como
el petréleo bajaron, debido a lo que se conoce como .Ffecto Vodkaz .Electo Domino”, lo que se sugiere
pensar en que otros factores que explique los cambios que tiene el precio del petréleo.

Una segunda posible razén que explique el cambio del petréleo es la oferta y la demanda, en poder
sustituir una inversién en divisas por una en materias primas como el petrdleo. Invertir en divisas aleja
el riesgo de una caida en precios de materias primas y vice-versa. En Colombia, una alta parte de la
Inversién Extranjera Directa (IED) estd ligada al sector energético, es decir, hablamos de un problema
de oferta y demanda. La demanda por activos en ddlares aumenta, subiendo asi el precio del ddlar, la
baja rentabilidad del petréleo disminuye su atraccién y, por ende, su demanda, llevando su precio a la
baja.

La tasa de interés es otra posible razén, un aumento en la tasa de interés de un banco central, es senal de
presiones inflacionarias, lo que se interpreta como una advertencia a inversionistas a retirarse o alejarse
del mercado cambiario, ya que si la inflacion no preocupa en demasia a nadie, es raro que las inversiones
se vuelquen sobre materias primas como el petréleo y que éste vuelva a subir. Los inversionistas, posible-
mente, se inclinarian por las divisas, lo que implica que sube la demanda y a su vez el precio del ddlar,
es decir, que ambos precios tanto como el petréleo y el ddlar estan sujetos a expectativas sobre las tasas
de interés y la inflacion.

3. Andlisis de Datos Funcionales (ADF)

El andlisis de datos funcionales, se ha expandido rapidamente en los iltimos anos. La amplia amplitud
de aplicaciones y herramientas hacen una definiciéon precisa de los datos funcionales sea algo dificil. A
un alto nivel, uno deberia pensar que los datos funcionales surge cuando una de las variables o unidades
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de interés en un conjunto de datos puede ser naturalmente visto como una curva suave o funcién. El
andlisis de datos funcionales puede ser considerado el como el andlisis estadistico de muestra de curvas
(posiblemente combinado con vectores o escalares también).

Un dato funcional no es una observacién tnica, si no mas bien es un conjunto de medidas a los largo del
tiempo que, tomados en conjunto, deben ser considerados como una sola entidad, curva o imagen. Por lo
general, el continuo es el tiempo, y en este caso, los datos se denominan cominmente ”longitudinales”.
En este documento, se analizara las variables funcionales se caracterizan por la evolucién de una variable
a lo largo del tiempo (proceso estocdstico), de modo que los valores que toman son funciones.

El analisis de datos funcionales transforma los datos discretos en funciones; la unidad basica de informa-
cion es la funcién completa, a la que se le aplica diversas técnicas, con el objetivo de descubrir estructuras
que, con el analisis de datos discretos, no seria posible evidenciar.

El andlisis de datos funcionales es aquella parte de la estadistica que trabaja con muestras de funciones
aleatorias. Ramsay y Silverman (2005), entre otros, han introducido herramientas de andlisis de para
este tipo de datos. Las medidas de tendencia central, de dispersién y de relacién entre variables apli-
cadas a muestras de variables aleatorias, se pueden definir de manera analoga para muestras de datos
funcionales. Sélo hace falta considerar que ahora estaremos trabajando en un espacio vectorial distinto:
el espacio Ly (funciones cuadrado integrables). En realidad, Ramsay y Silverman definen estas medidas
manera general para cualquier espacio que tenga definido un producto escalar, y luego deduce de ellas
las definiciones para muestras de funciones (RAMSAY & SILVERMAN, 2005).

El conjunto de datos més simple encontrado en ADF es un simple de la formas:

T (tin) ER iy € [T1,To),n=1,2,3,....N,j=1,..., J,.

Esto significa que N curvas observadas en un intervalo comun [T7,T»]. Los valores de las curvas nunca
se conocen en todos los puntos ¢ € [T7, T3], estdn disponibles solo en algunos puntos en especifico ¢, ,, el
cual puede ser diferente para diferentes curvas x,. Muchas aplicaciones importantes de ADF tratan con
situaciones donde el numero de puntos, ¢;,, por curva es pequeno, por ejemplo un nimero de un solo
digito. En cualquier caso, una idea fundamental de ADF es que los objetos que queremos estudiar son
curvas suaves

xn(t):te [T, Tal,n=1,2,3,... N

para el cual los valores x,(t) existe en cualquier punto ¢, pero se observan solo en puntos seleccionados
t;n. Por ejemplo, una de las variables que se va analizar en este trabajo es el precio del petréleo WTI,
que se muestra la serie completa desde 2000 hasta 2015 x,,(t) en el afio n en el tiempo ¢ que representa
los dias del ano.
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Precio del Petréleo WTI
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3.1. Suavizamiento

El primer paso para trabajar con datos funcionales es expresarlos mediante una expansion de base. El
suavizado de curvas a través de funciones consiste en aproximar las funciones del espacio considerado a
través de:

Xo(t) =Y camBm(t),1<n < N. (1)

m=1

Donde B, son algunas colecciones estandar de ”basis functions”, Fourier, B-splines, Wavelets, etc... La
expansion de base refleja la intuicién de que los datos son observados de funciones suaves que comparten
algunas propiedades de forma, y asi puede ser aproximado como una combinacién lineal de algin M formas
basica B,,, con M siendo tipicamente mas pequeno que el numero de puntos de tiempo observado, J,,. Si
el numero de puntos ¢;, es muy largo, como el magnetémetro o datos financieros de alta frecuencia, la
expansién base tiene el propdsito de reemplazar la escala de los datos originales X, (t;,) por una pequena
coleccién de los coeficientes c,,. Si los puntos de tiempo t;,, difieren entre sujetos, la expansién pone
las curvas en un dominio comun, para que sean mas facilmente comparables. Por cada n, la curva x,, es
representado por el vector columna ¢, = [¢p1, Cpa, .- ch]T de dimensién M.

El siguiente ejemplo ilustra la construccién de una expansién base usando una simulacién de datos. Esto
nos permite enfocarnos en aspectos esenciales sin entrar en el pre procesamiento de datos reales.

> Ny, Ny ~iidN(0,1),1 < k < K (2)

1
Si=——
vE 5
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En el grafico muestra una trayectoria de la camina aleatoria cual puede ser visto como una funcion
definida en el intervalo [0, K] por X (t;) = S;, t; = 1.

Para el suavizamiento es necesario estimar ¢ de la ecuacién (1), que parte de suponer que las funciones
de coeficientes en el operador diferencial lineal son constantes:

M
= ama™ () (3)
m=0
Con lo que se tiene que

/ " (L(z)(t))? / mz amz\™ (t))dt (4)

T

/ Z amapxk x,(f) (t)dt
T

1 m=0p=0

_ Z Zam% / P (02 (1

m=0 p=0

Ty
/ 2 (2P (1) (5)
T

Por lo tanto

To M M
/ (L(xk)“))Zdt = Z Z amap(CTRmpC) =c"Re (6)
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M M . .
Donde R =}, _ > )—0 ¥m@pLimp, ahora para estimar ¢ se debe penalizar la suma de cuadrados

Ts

PSSy = Yo%~ mu)? + 1 [ (L0

j T

= Z(Y] — xx(t;))? + A’ Re

3

=) (V; —0(t;))Te)* + A" Re
j=1

= (Y —0c)' (Y — ®c) + A" Re

=YY —YT®c— T0TY + T dTdc + A" Re (7)

Para finalmente estimar ¢, se deriva la ecuacién (7) con respecto a ¢, se iguala a cero y se despeja ¢ y se
obtiene como resultado lo siguiente

¢=(®T® + AR)'0TY (8)

3.2. Analisis descriptivo funcionales

Como ya se mencioné las medidas de tendencia central, de dispersién y de relacién entre variables
aplicadas a muestras de variables aleatorias se aplican igualmente para muestras de datos funcionales,
s6lo que en este caso, los objetos calculados corresponden a curvas.

Las correspondientes funciones descriptivas de la media y la desviacién estdandar utilizadas en este trabajo
estan dadas por las expresiones:

Dado un conjunto de datos funcionales X1, X2 , ..., Xn definidosen t C T € R

1. Media: X (f) = 2=t

n

2. Varianza: Var(X(t)) = w

3.3. Deteccion de curvas atipicas

Existen actualmente diversas herramientas para visualizar grandes cantidades de datos funcionales en
forma de curvas suavizadas; dentro de ellas se incluyen el gréafico arco iris, el diagrama de caja funcional,
y el diagrama de regién de mayor densidad (HDR) funcional, que sirven como métodos de andlisis a
través de una interfaz grafica.

Estos métodos facilitan el hallazgo de caracteristicas que podrian no haber sido evidentes con el uso de
estadisticos y modelos mateméticos, como lo es la identificacién con precisién de valores atipicos con
gran velocidad de cédlculo, mientras que proporciona una representacion grafica, que pueden no ser iden-
tificadas a partir de un gréafico de los datos originales.
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3.3.1. BAGPLOT Funcional

El bagplot funcional es basado en el bagplot bivariado (RousseeuW, Ruts & Tukey, 1999), aplicandoa
los dos primeras componente principales robusta. Usada por Tukey’s (1975) profundidad de ubicacién
de medio espacio. La region profunda Dy, es el conjunto para todo 8, con d(6,z) > k. Porque la region
profunda de una serie de cascos convexos, tenemos Dy, C Dy, para ko > k;. La mediana Tukey esta
definida como el valor de € el cual minimiza d(6, z) si hay tal un unico 6; otro lado esta definido como el
centro de gravedad de la regién mas profunda.

Como un boxplot univariado, el bagplot bivariado tiene un punto central, que seria la mediana de Tukey,
una regién interna (the ”bag”), y una regién externa (the ”"fence”), més alld de que valores atipicos
se muestran como puntos individuales. El ”bag.®5t4 definido como la regiéon profunda mas pequena que
contiene al menos el 50 % del numero total de observaciones.

El bagplot funcional es un mapeo del bagplot de las dos principales componentes robustas a las curvas
funcionales. El bagplot funcional muestra la curva mediana que es la curva con mayor profundidad, y
la region interna y externa. La region interna estd definida como la region limitada por todas las curvas
correspondientes a puntos en la ”bivariate bag”. Asi, el 50 % de las curvas estdn en la regién interna.
La region externa se define de manera similar como la regién delimitada por todas las curvas correspon-
dientes a los puntos dentro de ”bivariate fence regién”.

3.3.2. HDR BOXPLOT Funcional

El HDR boxplot funcional estd basado en el HDR boxplot bivariado (Hyndman, 1996), que es aplicado
a los scores de las dos principales componente robustas. El HDR boxplot bivariado es construido usando
un kernel estimado de densidad bivariado f(z), que estd definido como:

f) = Y K- 2) 0

Donde Z; representa un conjunto de puntos bivariados. Kp,(.) = K(./h;)/h;, K es el kernel funcional,
v h; es el ancho de banda para la i-esima dimensién. Los anchos de banda fueron seleccionados usando
validacién cruzada suavizada (Doung and Hazelton, 2005).

Usando el kernel estimado de densidad, un HDR estd definido como:

Ro=1z:f(2) > fa (10)

Donde f, tal que fRa f(z)dz = 1 — «; es decir, esa es la regiéon con cobertura de probabilidad 1 - «,
donde todos los puntos dentro de la regién tienen una estimacion de densidad mas alta que cualquiera
de los puntos de fuera de la regién, que otorga el nombre de region de mayor densidad”.

El HDR boxplot bivariado muestra la moda (el punto de densidad mds alto), definido como arg sup
f (2), a lo largo con el 50 % interior y generalmente 99 % regiones exteriores de mayor densidad. Todos
los puntos excluidos del exterior HDR son atipicos.

El HDR boxplot funcional es un mapeo del HDR boxplot bivariado del score de las dos principales
componentes robustas a las curvas funcionales. El HDR boxplot funcional muestra la curva modal (la
curva con la densidad mas alta), y la regién interna y externa. La regién interna esta definida como la
regién limitada por todas las curvas correspondientes a puntos dentro del 50 % bivariate HDR. Asi el
50 % de las curvas estdn en la regién interior. La regién exterior estd definida similar como la regién
limitada por todas las curvas correspondientes a los puntos dentro la HDR bivariado exterior.

En las siguientes imagenes se muestran dos ejemplos, usando los datos temperatura de la superficie del
mar. En la parte izquierda del gréfico, la regién oscura gris muestra el 50 % ”bagz la regioén gris clara
el 99 % "fence”. En la parte derecha, la linea negra es la curva mediana, rodeado por 95 % intervalos de
confianza puntual. Las curvas fuera de la regién se muestran como valores atipicos de diferentes colores.
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3.4. Modelo Regresiéon Funcional

El modelo de regresion funcional es la extensién natural del modelo de regresion lineal que permite
establecer la relacién entre una variable respuesta y una o més covariables, con la diferencia que existe
por lo menos una variables (respuesta o explicativa) funcional en dicho modelo que tiene la siguiente
forma:

Y; :5051xi+5iai: 132a"'aN (11)

En el cual todas las variables aleatorias son escalares, y las explicativas x; se suponen tipicamente como
escalares conocidos. En un modelo lineal funcional, algunas de esas cantidades son curvas y analogos de
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los coeficientes 'beta; y B2 debe ser definida apropiadamente.

En ADF se distingue tres casos, en lo que las respuestas o las explicativas, o ambos son curvas. Por
simplicidad se supone que las respuestas y las explicativas tienen media cero. En todas las formulaciones,
se supone que los errores €; son independientes de las variables explicativas x;.

)ﬂﬂz/@@@&@ﬂﬁ%ﬁ) (12)

El modelo de la ecuacién (12) se le conoce como The fully functional model, donde la respuesta Y; son
curvas, al igual que las explicativas Xj.

m:/W@Xmmmfmy (13)

El modelo de la ecuacién (13) se le conoce como The scalar response model, que a diferencia del anterior
la respuesta son escalares, y las explicativas X; siguen siendo una curva.

3%@:/wmm¢+a@. (14)

El modelo de la ecuacién (14) se le conoce como The functional response model, donde la variable res-
puesta son curvas, y las explicativas son escalares conocidos.

Estos tres modelos, son solo prototipos destinados a ilustrar la idea general. El problema principal es que
las funciones ¥ son objetos dimensionales infinitos, es decir, superficies, que debe ser estimados a partir
de una muestra finita. Sin restricciones en ¥ un posible ajuste perfecto es todos los residuales son cero, y
las estimaciones resultantes ¥ son erraticos, funciones de tipo de ruido, que no proporcionan informacién
atil. El parametro ¥ se estima a menudo restringiendo la accién de los operadores correspondientes a
subespacios abarcados por los EFPC’s de los datos. Como lo escrito por Horvath y Kokoszka (2012)
en el capitulo, los EFPC’s resume las principales caracteristicas de los datos. Este enfoque de estima-
cién elimina una variabilidad similar al ruido. Otro enfoque es imponer una penalidad de aspereza a las
estimaciones, lo que tiene un efecto similar de eliminaciéon de ruido y produccién de estimaciones inter-
pretables. Estos tres modelos se han modificado en varias direcciones, dependiendo de las aplicaciones
disponibles, y se han desarrollado métodos de estimacién adecuados.

Para este trabajo, se propone ajustar el siguiente modelo que es una extensién del modelo de la ecuacién
(12), que tiene una estructura similar al del modelo lineal clasico, con la diferencia de que el vector de
pardmetros ((t), el vector Y (t) y X (¢) son vectores de funciones en vez de vectores de niimeros, y se
conoce como modelo funcional concurrente, ya que el valor Y;(t) de la curva respuesta Y; depende solo
del valor de la explicativa X; en el mismo tiempo, y de ahi el nombre de concurrente.

Yi(t) = zi1 Bi(t) + zi2B2(t) + .. + 2igBy(t) + &i(8), i=1,2.,N (15)

Por cada unidad 7, la respuesta Y; es una funcién. Existen ¢ variables explicativas escalar. Los ¢ parame-
tros de regresién funcional 8 a menudo se llaman funciones de efecto, donde el modelo (15) puede
escribirse como Y (t) = B(¢) X (t) + €(t) y asi los vectores de modelo se puede expresar de la siguiente

manera Vi) X1 (t) B1(t) e1(?)
Y (t Xo(t 2(t 2(t

Y(t) = ;( ) . X)) = ;( ! B = ’ I( ) et = 6 ( |

Y () Xn(t) Ba(?) en(t)

Para la estimacion de los pardmetros 8 en el modelo (15), seguido de una aplicacién ilustrativa de este
modelo. El estimador de minimos cuadrados del pardmetro 5 esta definido como el el valor que minimiza

N q N
S = Y wwl = [ 3o eHeo (16)
i=1 k=1 =1
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Donde

q
e;(B,0) = (Yo = > mirfBr)’?
k=1

Para cada t fijo, Zf\il e2(B,t) es minimizado si

Bt) = (XT(6)X (1) XTY(t) (17)
Con lo que los valores ajustados (predictivos) y los residuales se computan usando
Y(t) = X(1)B(), E(t) =Y (t) = Y(t).

Una ves teniendo las estimaciones del modelo y los residuales, se procede a calcular el RZ, que se
calcula bajo el mismo razonamiento que en un modelo lineal con el ANOVA, y tambien cuando se
propone un modelo para el ajuste de los datos, se establecen béasicamente los supuestos sobre el error de
independencia, que para este trabajo se usara el test de Portmanteau para datos funcionales. Para el R?
se necesita la suma de cuadrados integrada del error y la suma de cuadrados integrada total, con lo que
se tiene

2d¢

~—

ey IO = Vi

Para el test de Portmanteau, Székely y Rizzo (2009), proponen el test de independencia para dos variables
X y Y, una prueba basada en una medida de dependencia conocida como la correlacién de distancias.
El test basicamente mira si las curvas son incorrelacionadas.

Se tiene las siguientes funciones aleatorias X, (t), t € [0,1],n =1,2,..,N

Hy : Los X,,(.) son independientes e idénticamente distribuidos.

H; : La hipétesis nula no se mantiene.

Bajo Hy, si el supuesto de que las observaciones X,, tienen media 0, en el espacio L2[0,1), entonces

On % X2y v el estadistico estd dada por:

A H
Ov=N>_

h=1j

i, IATTAT

p
=1

4. Resultados

4.1. Datos Discretizados

Una vez creado las matrices en R con los datos observados de ambas bases de datos, se puede observar
los datos discretizados como se ilustra a continuacion:
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Datos discretizados Precio Petréleo WTI Datos discretizados Délar
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Como se observa en ambas gréaficas, en la del délar son pocas curvas en donde supera los $3000 COP
que es después de agosto, en cuanto al del petréleo se puede apreciar son varias curvas las que estan por
encima de los $15000 COP el barril y que se ve que estdn un poco més dispersos que al del ddlar.

4.2. Datos Suavizados y Media Funcional

Datos Suavizados Precio Petréleo WTI Datos Suavizados Délar

120
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3000
1

value
80
|
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2500
|

40
2000
1

0 100 200 300 0 100 200 300

time time

A través de la funcién Data2fd de R se convierten las matrices generadas anteriormente en los graficos
discretizados en un objeto de datos funcionales realizando asi su respectiva suavizacién. Las medidas de
tendencia central y dispersién que se usara es la media funcional y el coeficiente de variaciéon funcional
que se calcula median la funcién mean.fd, para el coeficiente de variacién se tuvo que programar y con
la ayuda de la funcién exponentiate.fd se logré evaluar.

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Diciembre 2017



16 Javier Yesid Ladino Santamaria., Wilmer Pineda Rios. & Heivar Yesid Rodriguez Pinzon.

Media Funcional Precio Petréleo WTI Media Funcional Délar
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Con lo que se observa en la media funcional del precio del petréleo, este oscila entre $58 y $68 ddlares
el precio por barril, en cuanto la tasa de cambio estd oscilando $2180 COP y $2280 COP. También
podemos notar que incluso en el comportamiento de la media llegan a tener una relacién inversamente
proporcional, que a medida que el precio del petréleo aumenta el délar disminuye, pero como se dijo
anteriormente esta relacién no siempre se da y se puede notar entre febrero y marzo que ambas van
aumentando.

El comportamiento del petréleo se debe a las reservas de crudo, cuando las sacan al mercado el precio del
petréleo empieza a disminuir como se ve que después de agosto presenta una caida, en cuanto al délar
el crecimiento después de mitad de ano es debido a un aumento en las tasas de interés del banco central
de Estados Unidos.

4.3. Coeficiente de Variacién Funcional

CV Funcional Precio Petréleo WTI CV Funcional Délar
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Se procede a mirar el coeficiente de variacién funcional ya que el problema que puede tener la media es
que se afectado por valores extremos, en este caso estariamos hablando de curvas que estén muy alejadas.
Para ambas variables se observa que el precio del petrdleo tiene mas variabilidad como se habia sospechado
al ver las curvas suavizadas, al inicio del ano se observa que es mds variable y que variando en un 40 %
y 50 % que no es mucha variabilidad la que estd presentando, esto se pueda deber a la volatilidad que
presenta a final y al inicio de afio de cada curva. En cuanto a la tasa de cambio est4 variando en un 14 %
y 18 % que no es mucho, con lo cual lo que se observé en el gréfico de la media funcional estd no es tan
afectada por curvas atipicas.

4.4. ACP Funcional

Con la funcién center.fd se centra los datos para después poder hacer el ACP funcional con la funcién
fdata2pc, con el ACP se puede ver el comportamiento de cada curva para una variable, con lo que se
puede ilustrar mejor que anos presentan cambios a lo largo del ano.
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Para el petréleo WTI, notamos en principio que con 2 componentes me estéd explicando més del 90 %
de la variabilidad, R por defecto arroja los numero en el orden en que se encuentran en la matriz (por
ejemplo el 1 hace referencia al afio 2000 porque es el primer ano que se estd analizando), vemos que el 9
(afio 2008) estd mds correlacionada con ambas componentes, la primera componente esté explicando una
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calda a mitad de ano, las curvas mas afectadas son en el 2008, 2014 y 2013, la segunda componente es el
caso contrario que después de mitad de ano explica un aumento, con la diferencia de que son pocos anos
los que presentan este comportamiento que son 2009, 2010 y 2007. Como se mencioné anteriormente con
el 2008 que es la que estd mas alejada de las demaés se puede sospechar que este ano se puede considerar
como curva atipica.
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Para el caso del délar vemos que al igual que el precio del petréleo WTI, con solo 2 componentes esta
explicando més del 90 % de la variabilidad, la primera componente explica un aumento hasta agosto,
pero son pocos anos los que presentan este comportamiento que es el caso del 2003, también que el ano
2015 esta muy correlacionada con ambas componentes al igual que el 2002, y como se dijo anteriormente
estos al estar alejados de los demds anos se puede sospechar que son curvas atipicas, con la primera
componente un poco mas de la mitad de las curvas presentan no un aumento si no una caida desde inicio
de ano hasta agosto y por lo que resta tiene un aumento. Con la segunda componente el ano 2009 es la
que presenta un decaimiento a lo largo del ano, este al igual que el 2015 se puede sospechar que también
es una curva atipica, al igual que el 2003.
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4.5. Identificar Curvas atipicas

Bagplot Bivariado Petroleo WTI
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Tal como se muestra en ambos grafico y lo que se tenia sospechado en el ACP funcional, el 2008 con
el Bagplot se considera una curva atipica, con el segundo grafico notamos que es una curva atipica de
forma.

HDR Boxplot Bivariado Petréleo WTI
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Segin el HDR boxplot no solo toma el 2008 como atipico, sino que también considera al 2014 como una
curva atipica, y también por lo que se aprecia en el grifico vemos que es un atipico de forma que en el 2
trimestre se sale de la banda de confianza.

En el 2008 la OPEP anuncié un histérico recorte de 2,2 millones de barriles diarios en su oferta de petréleo
y obtuvo el apoyo de dos paises no miembros del cartel, Rusia y Azerbaiyan, para otros eventuales
recortes, pero no logré hacer repuntar de inmediato los precios del crudo. El recorte se suma a las
reducciones por un total de dos millones de b/d anunciadas en septiembre y octubre, que segin analistas
el cartel ha implementado en sélo un 50 % y que no logro frenar el desplome de las cotizaciones. Tras la
decisién del cartel en su reunién de Orén el barril de West Texas Intermediate (WTI) cayé a su nivel
mas bajo desde julio de 2004, a 40,20 ddlares.
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Con el Bagplot, notamos que en ambos graficos y lo que se tenia sospechado en el ACP funcional, el
2009 se considera una curva atipica, con el segundo grafico notamos que es una curva atipica de forma.

HDR Boxplot Bivariado Délar
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Con el HDR boxplot considera que no solo el 2009 se considera como atipico, si no con que también el
2003 la toma como curva atipica, con la leve diferencia de que este no es una curva atipica de forma al
95 % de confianza.

Para el 2009 presenta tres escenarios, entre finales de 2008 y el 6 de marzo de 2009, el peso colombiano
se devalué 13,3 %; entre esa dltima fecha y el 16 de octubre, se aprecié 32,7 %; y desde esa fecha a fin de
ano se devalué otro 10 %. Segtin un informe econdmico del Ministerio de Comercio, Industria y Turismo,
en el 2009 la crisis econémica internacional, la reducciéon de los precios de los productos bésicos, la
tendencia decreciente de la inflacién mundial y la desaceleracién de la economia y de la demanda interna
en Colombia, la Junta Directiva del Banco de la Republica decidié reducir en forma constante la tasa de
intervencion, con el objetivo de reactivar la demanda y el consumo.
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4.6. Regresion Funcional Concurrente

El modelo propuesto TRM (t) = Bo(t) + 1 () WTI(t)
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Para este contexto el 5y no tiene interpretacion, ya que el precio del petréleo no puede costar 0 dolares
por barril y que la tasa de cambio este entre 2900 y 3000 pesos a lo largo del ano.

Para la curva del 51, se puede observar que la época mas afectada del ano es a inicios de octubre y vuelve
a retomar una apreciacién el peso colombiano, también que después de mitad de ano esta se devalua
hasta octubre, y que de a mitad de enero hasta junio el peso colombiano tiende a ser constante, con
lo cual se dice que por cada dolar por barril que aumente el petréleo WTI, se espera que la tasa de
cambio disminuya 11 pesos a inicios de octubre. Por el otro lado, a comienzos del ano, es la época menos
afectada, ya que presenta una disminucién de 6 a 8 pesos.
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Cuando se ajusta un modelo para los datos, se deben cumplir unos supuestos sobre los residuales como
en regresion lineal. Para datos funcionales, es igual, se deben cumplir los supuestos sobre independencia,
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normalidad, media cero y varianza constante. Para este trabajo, al ver los residuales que se calculan a
partir de una diferencia de las curvas observadas y las curvas estimadas € = Y; — Y;, se hizo el test de
Portmanteau, donde los resultados se ven en la tabla 1, que hasta el momentos es el unico supuesto que se
puede probar, ya que los otros no se han logrado adaptar a los datos funcionales. Con valores p mayores
al 10 % No se rechaza la hipotesis nula, y se concluye que las curvas de los residuales son independientes
e idénticamente distribuidos en el primer rezago. Para el R?, dio un valor de 0.9874, es decir, el 98.74 %
de la variabilidad de la tasa de cambio en el ano, se explica por la variabilidad del precio del petréleo
WTTI en el ano.

’ Componentes | Valor-p

2 0.2741
3 0.2285
4 0.9999

Tabla 1: Test de Portmanteau.

5. Discusion

1. Con este trabajo se pudo observar la tendencia a inicios del siglo de ciertas variables a través del
método conocido como datos funcionales, obteniendo medida descriptivas clasicas que permiten
analizar y entender el comportamiento de cada variable a lo largo del ano.

2. En el ACP funcional se logré corroborar lo que se tenia pensado de si algunos afos se podian
considerar como atipicos, debido a que estaban alejados de los demds puntos que se observaban en
el ACP, y se confirmé al ver los graficos de BagPlot y HDRPlot

3. Para detectar curvas atipicas aplicando ambos métodos tanto HDRPlot y BagPlot, se llegd a la
conclusién de que el HDRPlot presenta mejores resultados ya que logra captar més curvas que el
BagPlot.

4. Por medio de un modelo de regresién funcional concurrente se logré determinar si el precio del
petréleo WTT tiene un efecto en la determinacién de la tasa de cambio, con lo que se encontré que
en un principio la interpretacién no es tan diferente de un modelo clasico, y con esas estimaciones
se logran ver cémo va cambiando a lo largo del ano.

5. Para una préxima labor con este trabajo que se propuso, es la de avanzar con ese tipo de método
ya que es nuevo y que es interesante, seria la de evaluar la volatilidad que pueda llegar a tener estas
series, también la de aplicarle transformaciones a las variables, diferenciarlas, entre otras que uno
generalmente hace en series de tiempo, también la de agregarle més covariables al modelo como lo
es la inflacién, IPC, tasa de interés, entre otras.
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