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Resumen

La Estimacion en areas pequenas permite obtener resultados mas precisos y confiables en dominios cu-
yos tamanos de muestra son nulos o cercanos a cero. Diferentes estimadores que dependen del disefio
de muestreo como los estimadores directos, estimadores propuestos por la teoria para obtener mejores
resultados en dominios donde el tamano de muestra es pequeno, como los estimadores sintéticos y es-
timadores que usan modelos lineales mixtos para areas pequenas, son los topicos que se presentan en
este trabajo de grado, donde se observa el comportamiento de cada uno de ellos, para ser comparados
a través del error cuadratico medio y de esta manera obtener conclusiones a cerca de su desempeno al
momento de ser utilizados en dichas areas donde el tamano de muestra es pequeno.

Palabras clave: Estimacion en dreas pequenas, dominios, tamano de muestra, estimadores, estimadores
directos, estimadores sintéticos, modelos lineales mixtos, error cuadratico medio.

Abstract

Estimating in small areas allows obtaining more accurate and reliable results in domains whose sample
sizes are zero or close to zero. Different estimators that depend on the sampling design as the direct
estimators, estimators proposed by the theory to obtain better results in domains where the sample size
is small, such as synthetic estimators and estimators using mixed linear models for small areas, are the
topics which are presented in this degree work, where the behavior of each one of them is observed, to be
compared through the mean square error and in this way to obtain conclusions about their performance
when they are used in those areas where the sample size is small.

Keywords: Estimation in small areas, domains, sample size, estimators, direct estimators, synthetic
estimators, mixed linear models, mean square error.
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1. Antecedentes

Este apartado consta de la mensién de algunos estudios anteriores referidos al tema de estimacion en
areas pequefias y que son punto de referencia para el desarrollo del tema del presente trabajo de grado.

Estimacion en areas pequenas es una rama de la estadistica que trata el problema de estimar parametros
de subconjuntos llamados areas pequenas o dominios de la poblacion a partir de muestras e informacion
auxiliar. Debido a la falta de precision de los estimadores directos al momento de estimar los parametros
correspondientes en dichos dominios o areas pequenas, autores como Ghosh, Rao, Jiang y Lahiri, han
desarrollado nuevos procedimeintos de estimacion basados en modelos lineales mixtos.

Los modelos de regresion lineal mixta incrementan la eficiencia de la informacién usada en el proceso de
estimacion estableciendo nexos o relaciones entre todas las observaciones de la muestra.

Los modelos de este estilo se han usado en Estados Unidos para estimar los ingresos per capita en
areas pequeinias, en Canada para estimar conteos no incluidos en el censo y para estudios de pobreza en
poblacion escolar. Pérez (2008)

En los ultimos anos, la demanda de estadisticas de &reas pequenas ha aumentado considerablemente
en todo el mundo. Esto se debe, entre otras cosas, a su creciente uso en la formulacion de politicas y
programas, en la asignaciéon de fondos gubernamentales y en la planificacién regional. La demanda del
sector privado también ha aumentado porque las decisiones comerciales, en particular las relacionadas
con las pequenas empresas, dependen en gran medida de las condiciones socioeconémicas, ambientales y
de otras indoles locales.

La estimacion de dreas pequenas es de particular interés para las economias en transicién en los paises de
Europa central y oriental y en los paises de la ex Unién Soviética. En la década de 1990, estos paises se
han alejado de la toma de decisiones centralizadas. Como resultado, las encuestas por muestreo ahora se
utilizan para producir estimaciones para areas grandes, asi como para areas pequenas. Impulsadas por la
demanda de estadisticas de areas pequenas, se celebré en Varsovia, Polonia, una Conferencia Cientifica
Internacional sobre estadisticas de areas pequenas y disenos de encuestas en 1992, asi como también, se
han llevado a cabo diferentes conferencias sobre SAE (Small Area Stimation) en diversos paises desde el
ano 2001 hasta el ano 2017. J.N.K. Rao (2003)

El proyecto europeo SAMPLE (Small Area Methods for Poverty and Living Condition Estimate) es
un proyecto de investigacion financiado por la Comision Europea en el marco del Seventh Framework
Programme (FPT7), que comenz6 en marzo de 2008 y finaliz6 en marzo de 2011. Nueve socios de cuatro
de Los diferentes paises europeos, incluido Espafia, participaron en el proyecto. Los socios espanoles son
la Universidad Carlos IIT de Madrid y la Universidad Miguel Hernédndez de Elche. El objetivo de este
proyecto fue identificar y desarrollar nuevos indicadores y modelos de desigualdad y pobreza con atencién
a la exclusion social y la privaciéon, asi como el desarrollo y la implementacién de modelos, medidas y
procedimientos para la estimacién de areas pequenas de indicadores tradicionales y nuevos. Este objetivo
se logra utilizando datos de las encuestas europeas sobre ingresos y condiciones de vida con la ayuda de
bases de datos administrativas locales. Molina & Morales (2009)

2. Problema

Son escasos Los estudios en donde se pueda evidenciar la implementacion de los estimadores directos e
indirectos (tanto basados en el diseno como en modelos) haciendo uso de los desarrollos de paquetes y
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rutinas que han surgido en afios recientes (survey, sae, entre otros paquetes de R enfocados al muestreo).
Por otra parte, la comparacién de estos estimadores en términos de error cuadrético medio no suelen
detallarse para los diferentes estimadores disponibles en la literatura.

En este estudio se quiere responder a la pregunta de qué estimador y enfoque utilizar para estimacion de
ares pequenas en un estudio de caso real haciendo uso de los desarrollos computacionales mas recientes.

3. Introduccion

La estimaciéon en areas pequenas es una técnica estadistica que pretende obtener estimaciones pobla-
cionales de pardmetros de interés en dominios cuyos tamanos de muestra sean nulos o cercanos a cero.
Esta técnica SAE (Small Area Estimation), que incorpora informaciéon auxiliar en la construccion de
estimadores con el objetivo de obtener resultados precisos, no ha tenido un impulso notorio en cuanto
a su utilizacién por entidades gubernamentales de estadistica en colombia, con lo cual, se quiere dar
un acercamiento ilustrando las ventajas de su utilizaciéon por medio de la comparacién de estimadores
directos e indirectos que enmarcan un desempeno en la estimacién de areas pequenas.

Algunos ejemplos de aplicacion de la herramienta SAE, se pueden encontrar en la Universidad Carlos II1
de Madrid, donde los investigadores Isabel Molina y Domingo Morales, realizan estimaciones de indica-
dores de probreza en Europa; El Instituto Nacional de Estadistica de Madrid, estudia el comportamiento
de la poblacién espanola a través de aplicacién en areas pequenas cuyo estudio fue estructurado para
obaservar niveles de agregacién nacional, regional y provincial.

Con el fin de construir los pasos y dar respuesta a los objetivos planteados en el presente trabajo de grado,
se propone un disefio de muestreo en varias etapas estratificado MAS-MAS, aplicado sobre las pruebas
saber 11 del ano 2016 para estimar el promedio poblacional del puntaje global obtenido por los estudiantes
que presentaron dichos exdmenes. Con el fin de realizar la estimacion planteada, se estructura un marco
tedrico donde se presentan los esimadores directos e indirectos y el uso de modelos lineales mixtos de
unidad y de &area, para dar un enfoque comparativo y de esta manera observar el comportamiento de
dichos estimadores y asi concluir cudles de ellos tienen un mejor desempeno.

4. Objetivos

4.1. Objetivo General

Comparar los principales estimadores directos e indirectos en areas pequenias, para la estimacion de
pardametros como el total poblacional y la media poblacional, a través del error cuadratico medio, para
observar el comportamiento de dichos estimadores a nivel de drea y a nivel de unidad y de esta forma
concluir qué estimadores presentan el mejor desempernio para la estimacién de areas pequenas.

4.2. Objetivos Especificos

= Desarrollar un diseno de muestreo en varias etapas estratificado-muetreo aleatorio simple y muestreo
aletorio simple de conglomerados sobre las pruebas saber 11 2016, tomando como variables de
interés, las diferentes puntuaciones obtenidas en las asignaturas evaluadas a los estudiantes en el
pais y como informacién auxiliar, las proyecciones poblacionales por municipio.

= Realizar estimacién del total y la media poblacional por medio de estimadores directos e indirectos
de las puntuaciones de las asignaturas evaluadas en la prueba saber.

= Estudiar las propiedades de los estimadores de areas pequenas para el total y la media poblacional
en términios de precisién, insesgamiento y capacidad predictiva sobre las areas no observadas en
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los estudios.

5. Marco tedrico

Diferentes investigaciones gubernamentales o de indole empresarial, buscan acceder a la informacion de
conjuntos poblacionales de interés, para observar los comportamientos de las unidades que hacen parte
de estos conjuntos y de esta manera tomar decisiones. Dado que es dificil acceder a toda la informacién de
las unidades (en cuyo caso se trataria de un censo), por costos o logistica, la teoria del muestreo brinda
estrategias para extraer una parte de estos conjuntos poblacionales denominadas muestra aleatoria y
através de esta inferir a cerca de la poblacion, por medio de la medicion de estimaciones de parametros
como el total poblacional Y}, la media poblacional Y;, o estimacién de proporciones. Pero no solo surge
la idea de estimar un total o una media para razonar a cerca de una poblacién, sino que también puede
ser de interés del investigador observar subconjuntos poblacionales o dominios llamados aras pequenas,
donde igualmente se desee realizar cualquier tipo de estimacion.

De esta manera, se hard uso de los parametros usuales, que se estimarin con base a estimadores directos
e indirectos més comunes, con una descripcién tedérica y posteriormente su aplicacién en las pruebas
saber 11 del anio 2016.

5.1. Estimadores Directos
5.1.1. Estimador de Horvitz - Thomson para el total

En términos generales, los estimadores directos, son aquellos que dependen del diseno. Con esto, un
primer acercamiento al total poblacional y la media poblacional es el estimador Horvitz-Thomson.

La varianza estimada correpondiente a V"

dzr Tij — MM 77171'] Yi Yj
(Y =3 ) e @)

1€S4 JESa

Para el caso de la estimacion de la media poblacional y teniendo en cuenta la definicion del estimador
directo del total Y,#" dato en (1), se tiene la estimacion de la media en dominios como:

der

Yle _
Ny

(3)

El estimador de varianza para la media en dominios, y tomando como referencia Morales (2015) [3], se
expresa como:

— yrdir Tij — T S dir 2 dir
var (Vi) = X2 Z Z L (yi = V") (y; — Y4 4)

T TT 5
d i€sd jEsd ig ity
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Donde el error cuadratico medio y su respectiva estimacién se obtienen como:

MSE(?ddiT) ~ var, (V) (5)
mse(f/ddir) _ ’U/CL\T'W( Qddir) (6)

5.1.2. Estimador General de Regresion

El estimador general de regresion tiene en cuenta el uso de informacién auxiliar, donde esta puede estar
contenida en mas de una variable y cuyo objetivo es incrementar la precisién en las estimaciones y de
esta manera obtener mejores resultados al momento de hacer inferencias de la poblacion.

Con lo anterior, se expresa el estimador general de resgresiéon como:

?greg — de'r + (tz _ f?w)/B (7)

Donde la estimacion del parametro de poblacion B como B = (31,32, .- ,B 7)| se obtiene a través de
las siguientes expresiones:

B = (313327”' 7BJ)/
=T 't

’ —1
(x5 v
— o3 — oim;

Con lo anterior, B = T~ 't, y a través de estas expresiones, es posible realizar algunos pasos algebraicos
para reescribir el estimador general de regresiéon como sigue:

. Ny . X il
yoreg _ yrdir | (ty — t,) T Z Ujgj
s J

R X;
_ rp-12 |
_Z 1+ (t, —t,)T o v (8)
En La expresion (4) se identifica los pesos dependientes de la muestra como:
- X;
gjs =1+ (tz — )T =5 (9)

g;

Con lo cual, el estimador de regresiéon se puede expresar como una funcion lineal de los valores 7 expan-
didos ¢; para j € s. Sarndal (1992) [2]

) ] ”
YO = gisti = D95 (10)
S S J
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5.1.3. Estimador General de Regresion en Dominios

Para el caso de dominios y tomando como referencia a Rao & Molina (2015) [6], el GREG estimador,
puede adaptarse como:

Y= 2wy, (11)

JESsa

Donde Y Estimador general de regresion para el total Y en el dominio d
> j€sa Es la suma sobre los individuos j que pertenecen a la muestra s en el dominio d

wj es el producto de los pesos del disefio w;(s) y los pesos estimados g;s Rao & Molina (2015) [6], con
lo cual se expresa w; = w;g;s.

Una propiedades interesante de este estimador general de regresiéon para la estimaciéon en dominios,
consta de la propiedad aditiva y del insesgamiento aproximado del mismo.

i) Propiedad aditiva: Y™ + - .. 4 Y,979 = Y979 Rao & Molina (2015) [6]

Donde la suma de la estimacion de los totales en los dominio m es igual al total poblacional estimado
yareg

Para la estimacion de la media, en Morales (2015) [3] pag.16, se tiene que el estimador GREG de la
media en dominios es:

Vo < Vi + (X - X4 (12

Con lo cual, se tiene que el estimador GREG de la media en dominios se puede expresar como:

V{0 = haways (13)
j€Esd
Con:
D
X=D> D hawary
d=1jesd
y

-1

D

dj . 3 dir

haj = gﬁiIUd(J) + (X — X§7) (Z > wdiﬁﬂdi) Zaj
d=11i€sd

con gq; €como:

b -1
N . v e ir ;
s = 1040 + N - 8 (z > wd) =

d d=11i€sd
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La expresion respectiva del error cuadratico medio (MSE), dado que el estimador GREG es aproxima-
damente insesgado, se expresa como:

MSE(?jreg) SRV (ffdgreg)

mse(YJT) = var, (Y™

Estimador post-estratificado

Este estimador es un caso especial del estimador de regresién generalizado, que se caracteriza por tratar
la subdivicion de una poblacion U en U, grupos poblacionales llamados post-estratos, con tamafios
poblacionales conocidos en cada uno de estos post-estratos como Ny(g = 1,--- ,G) y que son mutuamente
excluyentes.

En la etapa de disefio, el tamano del post-estrato IV, es conocido, se desconoce el nimero de individuos
que perteneceran al post-estrato ng en la muestra realizada. Gutiérrez (2009). [5]

La teoria expuesta en Gutiérrez (2009) [5], sugiere la construccion del estimador mediante un modelo
lineal de tipo ANOVA que supone la existencia de una sola caracteristica de interés de tipo discreto con
el supuesto de que ésta caracteristica de interés esta altamente correlacionada con los post-estratos.

Con lo anterior, se propone que la carecteristica de informacién auxiliar, toma la forma de un vector
X; =d; =(0,0,---,1,---,0,0)" cuyos totales se exponen como tx = (Ny,---,Ng,---, Ng).

La estimacion de este vector de totales t, conduce a la forma fx,w = (Nl,,r, oo, Ngg,--- ,Ngﬂr)’

Con lo cual, el modelo propuesto es de la forma:

Yy =d;f+¢ =By +¢j (15)
Donde 8= (f1, -, By, - ,Ba)’, cada uno de los €, con j € U son variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas con media 0 y varianza ag. Note que d; = (dij,- -+ ,dgj, -~ dg;)" con:
1 sijeU,
dyy = s (16)
0 en otro caso

Luego el modelo de superpoblacién estd dado por:

E.(Y;) =d;8 = 8,

(17)
Var:(Y;) = 03
Para llevar a cabo la estimacién de los betas 3 como B = (Bl, By, - ,Bg)’ se tiene que:
—1 R
. 1 Yi tyU. =«
B = _— 7] _ = g (18)
J %: Tj oy T Ny, «
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A partir de la expresion (12) de la estimacion de los betas para cada post-estrato Bg, se construye el
estimador del total poblacional de la caracteristica de interés como:

v = Z Z R (19)

g=1 jES, Nox Ti
np#0

En cuanto a la estimacion de la varianza del total estimador Yf *' toma la siguiente formas:
Varfp =3 o 2
d S Tji T4 T4
Conej =y; —ysq, parag=1,---,G

Una expresion amena para este estimador de post-estratificacion, puede consultarse en Morales (2015)
pp-13 [3] , donde solamente se realiza la suma de los tamafios N de los grupos ¢g en cada dominio d

multiplicados por el estimador directo de la media (dir) Y del dominio d en el grupo g.

dest Z ng dzr (21)
Con una varianza estimada dada por:

ng

Var Ypst Z Z w] de) (22)

dg Jesdg

Para la estimacion de la media a través de este estimador de post-estratificacion, se tiene la expresion (21)

S rpst
pero diviendo por el tamano del dominio Ny, con esto, la estimacién de la media dada como Y} st — %
queda expresada de la siguiente forma:

N 1 Z A
vpst \dir
VI = 2 NVl (23)

Con una varianza estiamada para la media estimada por post-estratificaciéon en dominios como

var( deét N2 Z Z w;(w Yd") (24)

dq JjEsdg

Tomando Morales(2015) [3], se tiene que el estimador de post-estratificacion es aproximadamente inses-
gado, lo que conlleva al MSE error cuadrético medio a:
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MSE(YP*) ~ var, (YF*)

(25)
mse(YfSt) = Var, (Yd’)St)

Algunas consideraciones:

» En cuanto a la informacion auxiliar que requiere el estimador, es informacion de tipo categorico [11]
» Dentro de cada uno de los post-estratos, la varianza de los residuales es constante. [11]

= El uso de informacién auxiliar reduce el sesgo, especialmente el sesgo causado por errores no mues-
trales tales como la ausencia de respuesta y la subcobertura del marco de muestreo. Zhang(2000) [5]

= El modelo de superpoblacién ¢ es eficiente cuando la caracteristica de interés es homogénea dentro
de los post-estratos U, para (g = 1,---,G), pero disimil y heterogénea entre cada uno de los
post-estratos. Sérndal, Swensson & Wretman (1992) [5].

Cuando estas condiciones se cumplen, entonces el modelo ANOVA explicard una gran parte de la
dispersion de la caracteristica de interés. Gutierrez (2009) [5].

Estimador directo de Razon

Un caso especial del estimador general de regresién en dominios, se tiene si se considera una tnica variable
auxiliar z en donde el modelo toma la forma como:

En (yj) = Bax;

Y la varianza expresada como:

Vary,(y;) = Cj = N vV jeUy

A como un vector de constantes conocidas.

Bajo este modelo se obtienen el estimador de razén en dominios como:

Ydratio _ Z x; %sd a]y] (26)
U, sd @35

Lo cual conlleva a la siguiente expresién:

rratio }A/dir Xd
d T d Xdir
d

(27)

Una observacion se tiene si la viariable auxiliar z es la indicadora de pertenencia al dominio (J4), con lo
cual el estimador Y coincide con el estimador de hayek Y; = N;Yy4. Ferreira (2011) [§]

Por otra parte, bajo un diseio MAS de tamatio n de una poblaciéon de N individuos, el estimador directo
de razén Y, queda expresado de la forma:
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Crratio A st
=S (Sn) 2 29
U, U, sd

Donde Y, 4, Zs4 corresponde a las medias muestrales en U, para la variable de interés y la variable auxiliar.
La correspondiente estimacion de la varianza se tiene como:

_ 2
PR ) 1 1
Var(¥jotio) — (U) Ni( . )S (20)

Tsd Nsd Ny

Donde N = & “ed Tyd Y Tsq son las medias poblacional y muestral de la variable auxiliar del dominio

Ug. Con S2 | = (nea —1)71 >, (5 — Baw;)?

5.2. Estimadores Indirectos

Debido a que los estimadores directos presentan errores estandar grandes en subconjuntos poblacionales
cuyos tamanos de muestra son muy pequenos o casi nulos, la teoria ha dado un manejo para solventar
este tipo de falencias a través de la generacién de estimadores indirectos. Entre estos estimadores, pueden
encontrarse, por ejemplo en Rao (2003) [7], estimadores sintéticos, estimadores compuestos, estimadores
James-Stein.

Para el caso del presente trabajo, se tomard en cuenta el estimador sintético que tiene en cuenta un
estimador directo para un area grande, donde dicha area, cubre dreas més pequenas y finalmente deriva
en un estimador indirecto para un area pequena, suponiendo que esas areas pequenas tienen las mismas
caracteristicas o comportamientos del area que las cubre. Rao (2003) [7]

La expresion para este tipo de estimador, se toma de Morales (2015) pp. 11:

G
Y;ynth _ Z ng)}gdir (30)
g=1

Donde también es posible expresar el estimardor en términos de la media como:

G
S 1 A,
synth __ d
Vi = g 2 N B1)

synth
Yd

El respectivo estimador de la varianza para el estimador de la media en dominios , se tiene como:

S (yrsunthy _ 1 & N, 1 rdiry2
var(Y, )_J\TgZ IS wi(w; — 1)(y; —Y§*") (32)
g=1 9 jeEsg

El error cuadratico medio del estimador de la media YY" toma la siguiente forma:

~ ~ A 2
MSE (V™) = vary V7] + (BaY""| (33)
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Y su respectiva estimacién como:

~ A\ 2
mse <Ydsynth) _ mﬂ' (Ydsynth> + (Ydsynth o Yddzr) (34)

5.3. Modelos Lineales Mixtos

Los modelos lineales clasicos, parten del hecho de que las observaciones extraidas son parte de la misma
poblacién y son independientes. Un modelo lineal mixto, tiene caracteristicas mas complejas debido a que
tiene en cuenta factores especificos de las unidades de observacién, dandoles un caréicter de agrupamiento
llamado clister, considerando dependencia dentro de esos grupos o clisters formados pero independencia
entre los mismos, identificando asi, dos fuentes de variacion: entre clisters y dentro de los clisters.

Debido a lo anterior, la construcciéon de un modelo para observaciones agrupadas, contempla en su
estructura efectos fijos y efectos aleatorios que son parte inherente de la naturaleza de los datos y que
conlleva a proponer una mirada diferente para buscar respuestas particulares a través de la elaboracion
de modelos mixtos que contienen la estructura de tales efectos para un analisis superior en comparacion
con un modelo lineal clasico.

En el contexto de la estimacion en dreas pequenas, los efectos aleatorios para la variaciéon entre areas
no puede explicarse mediante la inclusién de variables auxiliares. Pushpal K Mukhopadhyay and Allen
McDowell (2011) [9] De esta maneran, la teoria a establecido modelos que se definen como modelos a
nivel de drea y modelos a nivel de unidad.

5.3.1. Método de Fay Herriot - Modelos a Nivel de Area

Los modelos a nivel de area relacionan estimadores directos de area pequena con datos auxiliares especi-

ficos de area. Si se tiene que Y es la estimacion de la media para el area d y que un vector de variables
auxiliares Xgq = (Za1,- - ,Z4p) es conocido, un modelo lineal mixto relaciona a Yy con X4 de la siguiente
forma:

_ o .
Yi=X30B+ua+éa (35)

Este modelo se estructura como un conjunto fijo de parametros XdTB, con los efectos aleatorios de area

uq y éq como los errores de muestreo. Se asume que ug ~"? (0,02) y é4 ~™4 (0, Dy)

La media desconocida para el drea d se expresa como:

04 = XdTﬁ + Uq (36)

Se hace uso del estimador predictivo BLUP que s6lo se puede usar si 02 y D4 son conocidos. Con lo cual,
Si el parametro fijo 8, 02 la varianza del factor aleatorio y Dy la varianza de los errores, son conocidos,
la estimacion del factor aleatorio ug se muestra como:

tig = va(uq + €4) (37)
donde 74 = (02 + Dg)~to?
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Dato esto, se expresa el predictor BLUP para 6; como:

j_ IXiB+7a(Va-XEB) Si deA
X7 Si d#A

En la expresion del BLUP (28), A hace referencia a dreas pequefas en las que se observa Y.

Cuando estas dos cantidades son desconocidas, 3y 02, se utiliza el estimador predictivo EBLUP haciendo

el respectivo reemplazo en la expresién 28 por 3y 62, aunque también, puede ser escrito de la siguiente

forma:

00 =%aYa+ (1 —42) X B (39)

Si 02 es un estimador insesgado de o2 entonces un estimador de MSEP es:

44Dg + (1 — 40)2 XgV{B}XT +2(02 + D;))V{34} Si deA

msep(¥)a = {ag + XV{BIXT Si d+A

Donde:

V{ja} = (04 + Da)"*D3V (07)

V(02) es la varianza asintética de o2

5.3.2. Método de Battisse - Modelos a Nivel de Unidad

Los Modelos mixtos a Nivel de Unidad, relacionan valores unitarios de una varibale de estudio con valores
de variables auxiliares de cada unidad y toman en cuenta los efectos aleatorios especificos de la unidad
para que las estimaciones sean mas eficientes.

Si Yy; es el valor de una variable de estudio en el 4rea d y de la unidad j, parad =1,--- ,myj=1,--- , Ny,
donde m es el nimero de areas pequenas y IV; es el niimero de unidades de poblacién en el area d.

Asumiendo que la informacion auxiliar esta disponible para toda la poblacién, por ende, es informacion
especifica cada unidad, se toma como un vector de la forma Xy = (zgj1, - ,mdjq)T con ¢ el niimero de
variables auxilares.

El modelo propuesto que relaciona Yy con X4 toma la siguiente forma:

Ydj = Xg;ﬁ + ugq + €45 (41)

Donde S es un conjunto fijo de parametros de regresiéon, uy son efectos aleatorios especificos de area y
€q;j son los errores de muestreo.

El parametreo de media de area pequena se define como:

04 = Xg(p)ﬁ + uq (42)
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Donde Xy(,) = Ny ' Y1, 24j es la media poblacional.
Se asume que ug ~"? (0,02) y g45 ~"4 (0,02)

Si una muestra es seleccionada en el drea d, es decir, ng de Ny, estos valores muestrales también satisfacen
el modelo poblacional (31).

Para las medias de area pequefia 64, si 02 y sigma? son conocidos, el mejor predictor lineal e insesgado
es el predictor BLUP, que se estructura como:

Oa = X8 +7a(Ya — X3.5) (43)

2, 2\ —1 ~ _ _
donde v4 = (%) o2, 3 es el predictor BLUP de 3y Yy, X,., son las medias muestrales para el

area d.

Si 02 y 02 son desconocidos y cuyas estimaciones 62 y 62, entonces el predictor lineal empirico adeacuado
es el EBLUP para la media 64 dado por:

00 = X3, B +5a(Ya. — X1.53) (44)

nd

. 52462\ 71 2
donde 44 = ( u e) , B es un EBLUP para

El error cuadratico medio (MSEP) respectivo, parte de la suposicién de que los componenetes de error
siguen una distribuciéon normal, con lo cual el MSEP se expresa como:

MSEP(0a) = g1a(02,07) + g2i(07, 02) + 034(0%, 57) (45)
Donde:
’vdai
g1d =
Ngq
m —1
92a = (Xa(p) — vaXa)" <Z Ad> (Xap) — vaXa.)
d=1
o (02 +02\°
gsi(o2,02) =n; ( “n_ e) h(o?,0%)
con:

Ag = Je_2 Z;lel(XdJXég — ’}/d’l’LdXd.Xg)

h(Ji,Jg) = UgVuu(é) + 03Z8(5) - 20503VM(5)

Con 6 = (02,02)T, Vyu(8) v Vee(0) son las varianzas asintéticas de los estimadores 02 y 02, y Vie(0)
como la covarianza asintética de o2 y o2.

Con lo anterior, y asumiendo normalidad de los errores uq y €;;, un estimador de MSEP se expresa como:

msep(8a) = g1a(62,62) + gaa(62,62) + 2g34(62,62) (46)

Para llevar a cabo esta parte tedrica de Modelos a Nivel de Area y a Nivel de Unidad, se referencia el
artitculo de 2011 de Pushpal K Mukhopadhyay and Allen McDowell [9].
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6. Metodologia

Se han ilustrado los fundamentos teéricos de los estimadores que serdan objeto de uso para lograr los
objetivos de este trabajo, donde se destaca la necesidad de la busqueda de informacion auxiliar que sera
protagonista en aquellos estimadores que requieran de su incorporacién para mejorar los resultados.

La aplicacién y observacién del comportamiento de los estimadores, serdn analizados a través de los datos
de las pruebas saber 11 del ano 2016.

La informacién auxiliar tenida en cuenta, forma parte de la base de datos de las pruebas saber 11 2016,
asi como también de la base de datos de la mediciéon de Desempeno Municipal que se encuentra publicada
en el Departamento Nacional de Planeaciéon DNP.

La estructura basica de esta metodologia de aplicacion, se basa en un diseno muestral en tres etapas
EST-EST-MAS para la extraccion de la muestra, a partir de la cual se implementan los estimadores
directos, indirectos y por tltimo los modelos de unidad de Battisse y de area de Fay-Herriot.

6.1. Diseno de Muestreo

El diseno de muestreo implementado en las pruebas saber 11-2016, consta de 3 etapas.
Primera Etapa

A través de un diseno de muestreo estratificado, se selcciona como unidad primaria los 1.111 municipios
donde estdn ubicados los 12.214 instituciones educativas. En esta etapa, se agrupan en 8 estratos los
municipios de ubicacién de los colegios de los estudiantes, debido a que se busca homogeneidad en las
observaciones, es decir, se busca agrupar municipios con cualidades similares.

En cada uno de estos 8 estratos, se utiliza un muestreo aleatorio simple, con la finalidad de seleccionar
un total de 29 municipios.

Segunda Etapa

Con base en la primera etapa ya planteada, se planea un disefio de muestreo estratificado, pero teniendo
encuenta que la estratificion se realiza sobre las instituciones educativas; con esto, se propone la creacion
de 7 estratos, donde cada uno de ellos, alberga colegios con caracteristicas similares.

Tercera Etapa

Finalmente, apartir de la estratificacién realizada en la segunta etapa, se hace uso de un diseno de
muestreo aleatorio simple, con la finalidad de seleccionar un total de 358 colegios y, apartir de alli,
comenzar los procesos de estimacion en las pruebas saber 11 del ano 2016.

En la figura 1, se ilustra las etapas realizadas con el fin de seleccionar la muestra como primera parte del
trabajo a desarrolar.

Estrato 1
69 Colegios
Estrato 2

7 Colegios

Estrato 3
66 Colegios

Estrato 4
98 Colegios

Estrato 5
7 Colegios

r
28
828
253
o
58
OBz
z03
<35
59
Za
T
4z
oz

Estrato &
25 Colegios

Estrato 7
26 Colegios

Figura 1: Esquema Diseno de Muestreo
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6.2. Aplicaciéon Estimadores Directos

Como se ha manifestado en el marco teorico, los estimadores directos son inherentes al diseno de muestreo,
por lo tanto, un estimador insesgado para esta primera aplicaciéon en las pruebas saber, seré el uso del
estimador Horvitz-Thomson.

Debido a que se trata como caracteristica de interés el puntaje de matematicas obtenido por los estu-
diantes que presentaron la prueba ICFES en el ano 2016, se observara el promedio de este puntaje en los
dominios especificados, que son los municipios seleccionados en la muestra.

Este estimador requiere de la construccion del total estimado en dominios Y, donde se dividira por el
tamano de los dominios N.

Con el uso de las funciones del paquete survey del lenguaje estadistico R, se obtienen las estimaciones
por dominio del promedio del puntaje de matematicas.

MUNICIPIO NOMBRE MUNICIPIO ESTIMACION DIRECTA DESVIACIOM ESTANDAR COEFICIENTE DE VARIACION

1 05001 Medellin 51.59017 1.2148748 2.3548570
2 08001 Barranquilla 51.62125 2.5265537 4.8944063
3 11001 Bogota, D.C. 55.94195 1.0914459 1.9510331
4 13001 Cartagena 50.69562 2.1298737 4.2012971
5 13620 San Cristobal 48.05345 0.1363276 0.2836999
6 13657 San Juan Nepomuceno 46.42323 0.3456440 0.7445498
7 15104 Boyaca 56.02443 0.1510454 0.2696064
8 15238 Duitama 59. 86197 0.6882661 1.1497551
9 23001 Monteria 52.25121 1.4774299 2.8275515
10 23417 Lorica 46. 81286 0.5271954 1.1261766
11 23586 Purisima 4475580 0.1369386 0.3059683
12 25154 Carmen de Carupa 51.26068 0.1303704 0.2543282
13 25290 Fusagasuga 53.54588 0.6519529 1.2175585
14 25430 madrid 51.78581 0.4489841 0.8670022
15 27361 Istmina 47.55858 0.2658997 0.5590992
16 41359 Isnos 42.10097 0.2921520 0.6939318
17 47692 San Sebastian de Buenavista 4427600 0.2426266 0.5479867
18 50001 villavicencio 53. 30836 0.8932474 1.6756234
19 50006 Acacias 52.40639 0.3530399 0.6736581
20 50313 Granada 50. 85512 0.5313814 1.0448926
21 52378 La Cruz 52.34781 0.4874181 0.9311147
22 54001 Clcuta 53.29712 1.9091202 3.5820326
23 63001 Armenia 55. 96099 1.1722255 2.0947190
24 68547 Piedecuesta 58.27613 0.8269049 1.4189428
25 70001 Sincelejo 51.75501 0.8015236 1.5486880
26 73001 Ibagué 50.69695 0.8630438 1.7023585
7 76001 Cali 52.27600 0.9674050 1.8505718
28 76109 Buenaventura 45.58127 0.5760684 1.2638271
0_.419/634 U_YbHBLDS

29 BoBbY Valle del Guamuez 433254/

Figura 2: Estimaciones directas
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En la figura 2, se plasman los resultados de las estimaciones por dominio, junto con sus respectivas
desviaciones estandar y coeficientes de variaciéon.

Estas primeras estimaciones muestran un buen comportamiento debido a que los coeficicentes de variacion
son menores al 5%, lo cual quiere decir que son estimaciones eficientes.

Los mayores coeficientes de variaciéon se presentan en los municipios de Barranquilla con el 4.89 %,
Cartagena con 4.20 %, Cucuta con el 3.58 %, Monteria con el 2.82 % y Medellin con el 2.35 %.

Los menores coeficientes de variacion, se presentan en los municipios de Carmen de Carupa con un 0.25 %,
Boyacé con el 0.26 % y San Cristébal con el 0.28 %. Para estos dominios, las etimaciones sugieren que,
el promedio en el puntaje de matematicas, para Carmen de Carupa fue de 51.26 puntos, en Boyaca el
puntaje promedio fue de 56.02 puntos, y en San Cristobal fue de 48.05 puntos.

COMPARACION ESTIMADOR HT VS PROMEDIO REAL
60-

55-

50-

Promedio estimado

45-

Medellin
Barranquilla
Bogota, D.C.

Cartagena
San Cristobal
San Juan Nepomuceno

Boyaca

Duitama

Monteria

Lorica
Purisima
Carmen de Carupa
Fusagasuga
Madrid
Istmina
Isnos
San Sebastian de Buenavista
Villavicencio

Acacias

Granada

LaCruz

Cucuta

Armenia
Piedecuesta

Sincelejo

Ibagué
Cali
Buenaventura
Valle del Guamuez

Figura 3: Gréfica de estimaciones directas Horvitz-Thomson vs Promedio Real

Pese a que los coeficientes de variacion sugieren esimaciones eficientes, se evidencia en la figura 3, que las
estimaciones realizadas por el estimador Horvitz-Thompson, en comparacién con el promedio real, sobre-
estiman los puntajes promedio de matematicas en algunos municipios como San Cristébal, Duitama,
Fusagasuga y Piedescuesta. Para el municipio de Isnos, el estimador directo (Horvitz-Thompson), sub-
estima la puntuacién promedio de la asignatura de matematicas.

6.3. Aplicaciéon Estimador Post-estratificado

Para la construccién de este estimador, se utilizo la variable categorica DESEMP IGLES que hace
referencia al desempefio en inglés alcanzado por los estudiantes y personas que de manera individual
presentaron la prueba.

Las categorias que contempla la variable DESEMP IGLES son A-, A1, A2, B+ y B1, para las cuales
se presenta la respectiva descripcion en la siguiente tabla:
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NIVEL DESCRIPCION

Nivel inferior | A- (Mo alcanzo el nivel Al

Es copoz de comprender y ufiizar expresiones cofidionas de uso muy frecuente osl como
frases sencilas destinadas a satfisfacer necesidades de fipe inmediatc

Puede presentarse o & mismo y o ofros, pedi y dar informaocion personal bdsica sobre su

&L domiciic, sus perfenencias y los perscnas que concce.

Puede relacicnarse de forma elemental siempre que su interdocutor hable despacio y con
claridod y esté dispuestc o cooperar.

Es copoz de comprender frases y expresiones de uso recuente relocionados con dregs
de experiencia gue le son especialmente relevantss | rmacién bdsica sobre sl mismo y
su famifia, compras, lugares de interés, ccupaciones, stc)

Sabe comunicarse a lo hora de levar a cobo tareas simples y cotfidianas que ne
A2 [requisran mds que intercambics sencillos y directos de informacion sobre cuestionss que
= son conocidas o habituales

Sabe describir en términos sencillos aspectos de su posade v su entorno asl como
cuestiones relacionadas con sus necesidades inmediatas.

B+ |52 aproxima a BZ.

Es capaz de entender los ideas principales de fextos complejos que fraten de temas
Usuario tanto cor"‘E: X s 50 5 son de cardcter técnico sempre que estén

. dentrc de su campo de especializacion.

Puede relacicnarse con hablantes natives con un grade suficients de fluidez y

B2 |noturaidod de modeo gue lo comunicacion se reglice sin esfuerzo por parte de ninguno

de los interiocutores.

Puede produck fextos cloros y detallodos scbre temas diverscs osl como defender un

puntc de vista scbre temas generales indicande los pros y los coniras de las distintas

opciones.

Figura 4: Desempeno inglés - Fuente: ICFES [4]

Con lo anterior, se busca subdividir la poblaciéon en g grupos que se caracterizan por las categorias del
nivel de desempenio en inglés.

Dado que se trata de estimar dominios, un primer paso al pensar en este estimador de post-estratificacion,
trata de realizar un cruce de conteos entre los dominios con los grupos establecidos Ngq4. En estos cruces,
también se tiene que estimar el promedio a través del estimador directo 7ddg“", con lo cual, se obtendra
un estimador del total en cada cruce de dominio y grupo. Para estimar el promedio, se dividira estas
estimaciones de totales en cada celda (cruce de dominio y grupo), por el tamano del dominio Ny. Una

breve ilustraciéon se puede observar en la tabla 1.

Dominio / Grupo(Post-estrato) 1 2] - gl - G
1 N11 * f/ldlm" ng * ﬁdQW ng * iﬁ]ir NIG * f/ldci;r
2

d ng*f/dcéir

D NDG*Y,%Z

Tabla 1: Ilustracién: Estimaciones y conteos en cada cruce de grupo y dominio

Teniendo en cuenta la idea de estimar los promedios en cada celda a través de estimadores directos, se
realiz6 este calculo y se obtuvo la primera parte de la construcccion del estimador de postestratificacion,
como se observa en la figura 5. Esta imagen (figura 5), presenta un breve resimen de las 145 combinaciones
que se realizaron. En la observacion 24 y 25, no se presentd estimacién, esto sucede debido a que, para
el dominio 13620 perteneciente al municipio de San Cristébal en el departamento de Bolivar, no se
registraron desempenos en inglés que se clasificaran en las categorias de B+ y B1. Esto generaré, que no
se obtenga una estimacién en dichos municipios en los cuales se presenten ausencias de registros.
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Domain Grupo Domin_Grupo PUNT_MATEMATICAS se
1 05001 A- 05001_A- 44.02181 1.06724849
2 05001 Al 05001_A1 52.86941 0.97308761
3 05001 A2 05001_A2 57.68670 1.19615739
4 05001 B+ 05001_B+ 67.31285 2.72872213
5 05001 Bl 05001_B1 63.64754 1.19727608
6 08001 A- 08001 _A- 41.84815 1.75025745
7 08001 Al 08001_A1 50.45015 1.64777039
8 08001 A2 08001_A2 59.58281 1.10329986
9 08001 B+ 08001_B+ 74.99702 1.43573647
10 08001 Bl 08001_B1 63.95008 1.43574729
11 11001 A- 11001_A- 48.18325 0.93524659
12 11001 Al 11001_A1 52.52500 0.69644810
13 11001 A2 11001_A2 58.50163 0.74826018
14 11001 B+ 11001_B+ 71.97044 1.77777562
15 11001 B1 11001_B1 64.73831 0.92027243
16 13001 A- 13001_A- 42.53667 1.23218361
17 13001 Al 13001_A1 51.84088 1.64043137
18 13001 A2 13001_A2 60.70437 1.54698933
19 13001 B+ 13001_B+ 81.79393 3.15614039
20 13001 Bl 13001_B1 65.07677 1.47098039
21 13620 A- 13620_A- 43.87795 0.20762468
22 13620 Al 13620_A1 51.55493 0.17664679
23 13620 A2 13620_A2 49.00000 0.00000000
24 13620 B+ <NA> NA NA
25 13620 Bl <NA> NA NA

Figura 5: Estimaciones de promedios en cada combinacién de dominios y post-estratos

Los tamanos respectivos a cada combinacién de dominios y post-estratos, son los conteos de los respectivos
registros que se presentaron en los diferentes municipios de los desempenos en la asignatura de inglés. Se
ilustra su calculo en la figura 6.

A- Al A2 B+ BL

05001 540 398 2200 34 159
08001 120 114 68
11001 489 523 335
13001 196 127 73
13620 & 100 1
13657 40 17 3
15104 7 6 5
15238 20 89 73
23001 60 46 22
23417 56 46 22
23586 23 6 4
25154 10 9 2
25290 53 51 45
25430 16 29 9
27361 23 17 3
41359 24 8 0O
47692 17 4 0
6

5

8
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50006 300 25
50313 30 12
52378 23 15
54001 208 178 75
63001 100 142 83
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Figura 6: Tamanos de los cruces de dominios y post-estratos
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Con los calculos anteriores, se obtendra una estimacién de totales para cada municipio, pero dado que
se trata de estimar los puntajes de matematicas, estos totales no tendrén ningtna logica, es por ello que
se estima el promedio del puntaje, dividiendo los totales obtenidos por el tamano de cada dominio Ny
(figura 7).

CODIGO 05001 OB001 11001 13001 13620 13657 15104 15238 23001 23417 23566 25154 25290 25430 27361 41359 47652 50001 50006 50313 52378 5001 63001 68547 70001 7300 7620° 76109 86853
N_d 1351 395 1656 450 19 61 18 230 167 132 33 El 169 61 43 32 2 3% 78 55 48 511 |0 113 165 675 1236 385 24

Figura 7: Tamanos por dominio

Los resultados finales, se muestran en la tabla 2, donde se observan las estimaciones para el puntaje de
matematicas por municipios, junto con sus respectivos coeficientes de variacion.

Para el municipio de Bogota D.C., se muestra que la estimaciéon del puntaje promedio de matematicas
fue de 55 puntos, con un coeficiente de variacién del 0.0185%. Esta estimacién es eficiente debido a
que el coeficiente de variacién es pequeiio o es menor al 5%. De igual manera, para cada estimacion
realizada, el comportamiento es bueno en términos de eficiencia, por la poca variablidad que presentan
las estimaciones de los puntajes de matemaéticas

CODIGO MUNICIPIO ESTIMACION | VARIANZA | CVE
05001 Medellin 51,7 0,3 1,1
08001 Barranquilla 53,3 0,6 1,5
11001 Bogota, D.C. 55,0 0,2 0,8
13001 Cartagena 51,0 0,6 1,5
13620 San Cristobal N/A N/A N/A
13657 San Juan Nepomuceno N/A N/A N/A
15104 Boyacé NJA NJA NJA
15238 Duitama 59,7 0,1 0,6
23001 Monteria 52,5 0,2 0,9
23417 Lorica 47,1 0,1 0,6
23586 Purisima N/A N/A N/A
25154 Carmen de Carupa N/A N/A N/A
25290 Fusagasuga 53,6 0,1 0,5
25430 Madrid 51,9 0,1 0,5
27361 Istmina N/A N/A N/A
41359 Isnos N/A N/A N/A
47692 San Sebastian de Buenavista N/A N/A N/A
50001 Villavicencio 53,6 0,1 0,6
50006 Acacias 52,4 0,0 0,4
50313 Granada N/A N/A N/A
52378 La Cruz 52,4 0,1 0,4
54001 Chcuta 51,8 0,7 16
63001 Armenia 54,2 0,1 0,6
68547 Piedecuesta 55,5 0,1 0,6
70001 Sincelejo 52,3 0,1 0,7
73001 Thagué 52,4 03 1,1
76001 Cali 52,7 0,3 1,0
76109 Buenaventura 46,2 0,1 0,7
86865 Valle del Guamuez N/A N/A N/A

Tabla 2: Resultados Estimacion Post-estratificado

Comparando las estimaciones realizadas con el promedio real del puntaje de matematicas, se observa en
la grafica 8, que para el municipio de monteria, la estimacién presenta un muy buen desempeno, debido
a la fuerte aproximacion con el promedio real. En algunos municipios se present6 subestimacion, como
por ejemplo en Armenia, Cali y Duitama.

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Junio 2018



20 Edgar Andres Herrera Herrera & José Fernando Zea Castro

COMPARACION ESTIMADOR POSTESTRATIFICADO VS PROMEDIO REAL
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Figura 8: Grafica de estimaciones del promedio puntaje de matematicas
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6.4. Aplicacién Estimador de Razén

La estructuracion del estimador de razon, se basa en la utilizacion de una tnica variable de informacion
auxiliar. Para ello, y dado que la teoria de muestreo sugiere una fuerte correlaciéon entre la caracteristica
de interés Y; y la variable de informacién auxiliar x, se realiza la busquedad de dicha variable en la base
de datos de otras puntuaciones obtenidas en diferentes asignaturas, como lo son el puntaje de ciencias
naturales, el puntaje de inglés, el puntaje de lectura critica y el puntaje de ciencias sociales y ciudadanas.

Realizando los calculos de correlacion, se identifica que la variable que contiene el puntaje de ciencias
naturales, es la que mayormente estd correlacionada con el puntaje de matemaéticas con el 0.81 de
correlacion. Esto se puede observar en la figura 9, que relaciona la matriz de correlaciones.

Dado lo anterior, se toma como variable auxiliar PUNT C_ NATURALES que hace referencia a las
puntuaciones obtenidas en esta asignatura.

PUNT_C_NATURALES [PUNT_INGLES | PUNT_LECTURA_CRITICA | PUNT_MATEMATICAS | PUNT_SOCIALES_CIUDADANAS
PUNT_C_NATURALES 1 0.684617457 0.746811531 0.811920487 0,795449622
PUNT_INGLES 0.684617457 1 0.654796879 0.648237525 0.681441609
PUNT_LECTURA_CRITICA 0.746811531 0.654796879 1 0.746967726 0.793575358
PUNT_MATEMATICAS 0.811920487 0.668237525 0746967724 1 0.771454474
PUNT_SOCIALES_CIUDADANAS 0.795449622 0.4681441609 0.793575358 0.771454474 1

Figura 9: Matriz de correlacion

PUNT_C_NATURALES

PUNT_INGLES

PUNT_LECTURA_CRITICA

PUNT_MATEMATICAS

PUNT_SOCIALES_CIUDADANAS

Figura 10: Diagrama de correlacion
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Se estima la razén como un cociente entre el total de la variable puntaje en ciencias naturales sobre
su respectiva estimacién en dominios, donde luego, se obtiene este estimador al multiplicar por el total
estimado de la caracterisitca de interés para obtener asi, una estimacién de un total de Y. Como se
pretende estimar el puntaje obtenido en la asignatura de matemaéticas, este total estimado Y para cada
dominio, se divide entre el tamano de los dominios. Con lo cual, se tendria la estimaciéon en las unidades
correctas para cada municipio, como se evidencia en la tabla 3.

CODIGO MUNICIPIO ESTIMACION | VARIANZA | CVE
05001 Medellin 51,9 0,1797 0,8160
08001 Barranquilla 50,4 0,4343 1,3088
11001 Bogota, D.C. 55,3 0,0833 0,5222
13001 Cartagena 49,1 0,6360 1,6236
13620 San Cristobal 46,1 0,0091 0,2074
13657 San Juan Nepomuceno 45,5 0,0106 0,2265
15104 Boyaca 54,2 0,0106 0,1905
15238 Duitama 57,5 0,0826 0,4999
23001 Monteria 51,7 0,2029 0,8720
23417 Lorica 45,9 0,0530 0,5013
23586 Purisima 44,8 0,0073 0,1906
25154 Carmen de Carupa 50,5 0,0072 0,1681
25290 Fusagasuga 52,7 0,0458 0,4058
25430 Madrid 52,1 0,0388 0,3777
27361 Istmina 45,1 0,0189 0,3051
41359 Tsnos 16,5 0,0664 0,5536
47692 San Sebastian de Buenavista 45,8 0,0394 0,4341
50001 Villavicencio 53,3 0,0714 0,5014
50006 Acacias 51,6 0,0217 0,2853
50313 Granada 50,7 0,0508 0,4441
52378 La Cruz 54,4 0,0537 0,4261
54001 Cuacuta 53,5 0,4753 1,2887
63001 Armenia 52,4 0,1163 0,6505
68547 Piedecuesta 54,6 0,0524 0,4196
70001 Sincelejo 50,3 0,057 0,6148
73001 Ibagué 51,1 0,2348 0,9480
76001 Cali 50,7 0,1303 0,7119
76109 Buenaventura 449 0,0976 0,6960
86865 Valle del Guamuez 45,6 0,0605 0,5395

Tabla 3: Resultados Estimador de Razon

Los resultados de las estimaciones del puntaje de matematicas se obtienen para cada municipio, asi, se
observa por ejemplo, que la estimacién del promedio de dicho puntaje para el municipio de Carmen de
Carupa, es de 50.5 puntos. En general, las estimaciones para los municipios son eficientes, ya que los
coeficientes de variacion no son grandes, o mejor, se encuentran entre el 0.16 % y el 1.62 %.

En general, este estimador presenta buenos resultados. La figura 11 muestra las estimaciones del puntaje
de matemaéticas para cada municipio, en comparaciéon con el promedio que realmente se presenté, identi-
ficando que el etimador de razon, tiene un buen ajuste en sus estimaciones en los municipios de Boyaca,
Duitama, Monteria, Lorica, Carmen de Carupa, Villavicencio.
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6.5. Aplicaciéon Estimador Sintético (estimador indirecto)

Este estimador, al igual que el estimador de post-estratificacién, incorpora informacién de una variable
de agrupacién, donde se realizan cruces con la variable de interés; en el contexto del presente trabajo,
dicha variable de agrupacién es el desempeno de inglés, que tomaré en cuenta la estimacién directa del
puntaje promedio de matematicas en los promedios de cada categoria , debido a que, se trata de estimar
grupos grandes, que derivaran en la estimacién por dominios al ser multiplicadas por los tamanos del
cruce entre los niveles del desempeno de inglés en los municipios. Lo anterior conforma la construccién
del estimador sintético que genera los resultados de la tabla 4.

Se presentan los resultados de la estimacién del promedio de las puntuaciones de matematicas en cada
municipio, donde se observa, que estas estimaciones no son eficientes en municipios como Medellin,
Barranquilla, Bogota y Cartagena. En municipios mas pequenos, este estimador presenta un coeficiente
de variacion menor, donde el estimador tuvo un mejor desempefio, en municipios como San Cristébal,
Boyaca, Purisima, Carmen de Carupa.

CODIGO MUNICIPIO ESTIMACION | VARIANZA CVE
05001 Medellin 51,9 84,0517 17,6502
08001 Barranquilla 54,4 24,0978 9,0320
11001 Bogota, D.C. 53,7 95,8187 18,2284
13001 Cartagena 51,2 29,5114 10,6012
13620 San Cristobal 48,8 1,5663 2,5635
13657 San Juan Nepomuceno 47,3 6,3479 5,3300
15104 Boyaca 51,4 1,1278 2,0658
15238 Duitama 56,3 15,4919 6,9968
23001 Monteria 53,7 10,7389 6,1025
23417 Lorica 50,5 8,5251 5,7826
23586 Purisima 47,2 3,6571 4,0494
25154 Carmen de Carupa 48,7 1,6613 2,6467
25290 Fusagasuga 52,9 9,4712 5,8227
25430 Madrid 52,6 3,6589 3,6334
27361 Istmina 48,1 3,7195 4,0108
41359 Isnos 46,0 4,1296 4,4182
47692 San Sebastian de Buenavista 45,5 3,0343 3,8243
50001 Villavicencio 53,1 22,6364 8,9564
50006 Acacias 51,2 4,5993 4,1866
50313 Granada 49,8 4,3922 4,2073
52378 La Cruz 50,8 3,5366 3,7005
54001 Cucuta 51,0 32,5078 11,1734
63001 Armenia 53,8 21,5100 8,6235
68547 Piedecuesta 53,7 12,2053 6,5071
70001 Sincelejo 52,3 9,3543 5,8499
73001 Ibagué 54,6 38,8999 11,4224
76001 Cali 53,9 72,1184 15,7442
76109 Buenaventura 49,4 29,4331 10,9790
86865 Valle del Guamuez 46,0 3,0972 3,8263

Tabla 4: Resultados Estimador Sintético

Graficamente, observando la figura 12, el estimador sintético no tiene un buen desempeno, debido a la
sub-estimacién, o sobre-estimacién que presenta en algunos municipios.

En el municipio de Medellin se observa una sobre-estimacion del estimador, con respecto al promedio
real registrado para este municipio. Al igual que en Medellin, en los municipios de San Cristébal, Lorica,
Purisima, Istmina, Ibagué, Cali y Buenaventura, se visualiza la sobre-estimacion del estimador.

La sub-estimacién relevante, se registra en el municipio de la cruz.
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6.6. Aplicacién Modelos Lineales Mixtos: Método de Fay Herriot - Modelos a
nivel de area

6.6.1. Estimacion directa del promedio de matematicas por municipio

En los estimadores directos y en el estimador indirecto (estimador sintético), se identifican a los dominios
como los municipios donde se realizan las estimaciones, en este contexto de modelos mixtos, dichos
dominios son llamados areas y es alli donde se requiere informacion auxiliar especifica para cada area
pequena, que en este caso son los municipios seleccionados en la muestra, donde dicha informacion
auxiliar requiere de la disponibilidad para cada area observada.

Los modelos a nivel de area, relacionan estimaciones directas de cada area pequefia con la informacion
auxiliar especifica disponible para cada area. De esta manera, y dado que el objetivo es estimar los
promedios de los puntajes de matematicas, se realizé la busqueda de informacién auxiliar que estuviera
especificada por cada dominio, donde se hall6 la Medicién de desempeno Municipal que tiene como obje-
tivo, medir, comparar y ordenar los municipios sequn su desempeno integral entendiendo como capacidad
de gestion y resultados de desarrollo teniendo en cuenta sus dotaciones iniciales, para incentivar una
mejor gestion, calidad del gasto y la inversion orientada a resultados. Medicion de Desempeno Municipal
DNP (2016) [10].

Como se evidenci6 en la aplicaciéon del estimador directo para el promedio de mateméaticas Ydd", se
obtienen estas estimaciones por municipio, las cuales buscan una asociacién con la informacién auxiliar.

6.6.2. Modelo lineal Propuesto
Se ajusta el modelo lineal saturado como y = By + f121 + Ba2x2 + -+ - + Bpxp + Ug + €4 que en términos
del puntaje de matematicas y las variables auxiliares se expresa como:

Puntaje de matematicas = By + 1 * Movilizacion de recursos + Po * Ejecucion de Recursos +
B3 * Ordenamiento Territorial + B4 * Gobierno Abierto y Transparencia + 55 * Educacion 2016 + B¢ *
Salud 2016+ 37 Servicios 2016+ g Seguridad2016+e fectos aleatorios de area+errores de muestreo

A través del método de Stepwise, se genera el modelo reducido:

Puntaje de matematicas = [o+P1+xOrdenamiento Territorial+BoxGobierno Abierto y Transparencia+
BsxEducacion 2016+ B4xSalud 2016+ 55 xSeguridad 2016+-e fectos aleatorios de area+errores de muestreo

Este modelo reducido, tiene un coeficiente de determinacion ajustado del 59 %, es decir que éste es el
porcentaje de variabilidad ajustado por el modelo.
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6.6.3. Método de Fay-Herriot

Una vez identificado el modelo reducido, se calcula el estimador de error cuadratico medio a través del
EBLUP, bajo un modelo de Fay-Herriot, a través de la funcion mseFH de la libreria sae del lenguaje
estadisto R, con la cual, se llega a la estimacién del puntaje promedio de mateméticas para cada municipio
observado.

La tabla 5 presenta los resultados de la estimacion, del método de Fey-Herriot donde se evidencian las
estimaciones para cada municipio seleccionado, mostrando eficiencia en las estimaciones realizadas con
coeficientes de variacion

CODIGO MUNICIPIO ESTIMACION | MSE | CVE
05001 MEDELLIN 52,1 1,2815 | 2,1718
08001 BARRANQUILLA 52,8 3,7585 | 3,6690
11001 BOGOTA 55,5 1,0598 | 1,8540
13001 CARTAGENA 50,8 3,1053 | 3,4705
13620 SAN CRISTOBAL 48,1 0,0186 | 0,2835
13657 | S.JUAN NEPOMUCENO 46,5 0,1180 | 0,7395
15104 BOYACA 56,0 0,0228 | 0,2694
15238 DUTTAMA 59,8 0,4597 | 1,1346
23001 MONTERIA 52,4 1,8088 | 2,5668
23417 LORICA 46,9 0,2700 | 1,1086
23586 PURISIMA 44,8 0,0187 | 0,3058
25154 CARMEN DE CARUPA 51,3 0,0170 | 0,2542
25290 FUSAGASUGA 53,5 0,4108 | 1,1982
25430 MADRID 51,8 0,1981 | 0,8594
27361 ITSMINA 475 0,0703 | 0,5577
41359 ISNOS 42,2 0,0846 | 0,6901
47692 SAN SEBASTIAN 44,3 0,0586 | 0,5463
50001 VILLAVICENCIO 53,5 0,7518 | 1,6197
50006 ACACIAS 52,5 0,1232 | 0,6692
50313 GRANADA 50,9 0,2766 | 1,0333
52378 LA CRUZ 52,2 0,2326 | 0,9236
54001 CUCUTA 51,9 2,7718 | 3,2064
63001 ARMENTA 55,5 1,2108 | 1,9830
68547 PIEDECUESTA 58,0 0,6437 | 1,3837
70001 SINCELEJO 51,8 0,6105 | 1,5098
73001 IBAGUE 50,9 0,6028 | 1,6340
76001 CALI 52,3 0,8709 | 1,7835
76109 BUENAVENTURA 45,7 0,3258 | 1,2497
86365 VALLE GUAMUEZ 43,3 0,1744 | 0,9639

Tabla 5: Estimacién del promedio de matematicas por el método de Fey-Herriot

En la figura 13, se ilustra el comportamiento de este estimador, donde presenta un desempeno irregular
debido a que, sobre-estima y sub-estima el puntaje de interés, una vez que se realiza la comparacion
con el promedio real del puntaje de matematicas. Por ejemplo, en el municipio de Isnos, el método de
Fay-Herriot sub-estima el promedio del puntaje, como también en el municipio del Valle del Guamuez.

La sobre-estimacion importante, se presenta en Piedecuesta, Duitama, Fusagasuga, San Cristébal.
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COMPARACION ESTIMADOR FEY HERRIOT VS PROMEDIO REAL
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Figura 13: Gréfica de estimaciones promedio del puntaje de mateméticas. Estimador de Fay-Herriot vs
Promedio Real
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6.7. Aplicacion Modelos Lineales Mixtos: Modelos a nivel de unidad

Para llevar a cabo la aplicacion de los modelos mixtos a nivel de unidad, se utiliza el método de BATTIS-
SE, donde se tomara como unidad observacional a los estudiantes. Se requiere que la informacion auxiliar
esté dispobible para cada individuo j — esimo, con la cual se busca ajustar un modelo que relacione al
puntaje de matematicas con la matriz de variables auxiliares.

Como se ha envidenciado en la figura 9 de la matriz de correlacion, la variable que contiene el puntaje
de ciencias naturales, junto con la variable que mide el puntaje de ciencias sociales y ciudadanas, son las
que presentan mayor correlacién con el puntaje de matematicas, de igual forma, también se hace uso de
la variable categoérica, que mide el desempeno de inglés.

Con estas tres variables auxiliares, se procede a calcular las estimaciones para las areas observadas, y de
esta forma, identificar que tan precisa es la estimaciéon del puntaje de matematicas.

La tabla 6 muestra los calculos realizados por el método de Battisse, donde se evidencian estimaciones
eficientes, debido a que registra, coeficientes de variacién pequefios, que estan entre 0.54 % y 1.70 %.

CODIGO MUNICIPIO ESTIMACION | MSE CVE
11001 Bogota, D.C. 54,8 0,0220 | 0,2705
13001 Cartagena 48,5 0,0701 | 0,5464
13620 San Cristébal 45,5 0,6026 | 1,7071
13657 San Juan Nepomuceno 45,3 0,3365 | 1,2792
15104 Boyaca 54,0 0,6999 | 1,5498
15238 Duitama 57,4 0,1428 | 0,6586
23001 Monteria 51,8 0,1895 | 0,8408
23417 Lorica 45,9 0,1934 | 0,9571
23586 Purisima 45.5 0,4272 | 1,4367
25154 Carmen de Carupa 49,6 0,6666 | 1,6464
25290 Fusagasuga 52,3 0,1743 | 0,7981
25430 Madrid 52,4 0,2882 | 1,0248
27361 Istmina 45,3 0,3983 | 1,3935
41359 Isnos 48,8 0,4101 | 1,3125
47692 San Sebastian de Buenavista 46,1 0,5294 | 1,5795
50001 Villavicencio 53,3 0,0814 | 0,5353
50006 Acacias 51,2 0,2662 | 1,0071
05001 Medellin 51,2 0,0293 | 0,3345
50313 Granada 50,6 0,4165 | 1,2761
52378 La Cruz 54,0 0,3493 | 1,0942
54001 Cucuta 52,8 0,0745 | 0,5167
63001 Armenia, 52,5 0,0885 | 0,5669
68547 Piedecuesta 54,5 0,1286 | 0,6582
70001 Sincelejo 51,3 0,1781 | 0,8229
73001 Ibagué 52,1 0,0565 | 0,4566
76001 Cali 51,2 0,0308 | 0,3427
76109 Buenaventura 44,7 0,0906 | 0,6729
08001 Barranquilla 51,2 0,0991 | 0,6152
86865 Valle del Guamuez 47,6 0,5350 | 1,5380

Tabla 6: Estimacion - Método de Battisse

Para observar el comportamiento del estimador de Battisse, la figura 14 relaciona el promedio real del
puntaje de matematicas, junto con las estimaciones realizadas, mostrando un desempeno importante, de-
bido a la gran aproximacién de estas esimaciones al puntaje promedio real, como ocurre en los Municipios
de Medellin, Bogota D.C., Cartagena, Boyaca, Lorica, Isnos, San Sebastian de Buenavista, Villavicencio,
La cruz, Ibagué, y Valle del Guamez.
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COMPARACION ESTIMADOR BATTISSE VS PROMEDIO REAL
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Figura 14: Grafica de estimaciones promedio del puntaje de matematicas. Estimador de Battisse vs
Promedio Real
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7. Conclusiones

Se ha observado el desempeno de cada método de estimacion, generando resultados y observaciones
interesantes. Los procedimientos y herramientas estadisticas utilizadas, pueden estar sujetas a mejoras y
sugerencias de parte de algtn lector interesado en observar el presente trabajo de grado.

Los hallazgos identificados en los resultados generados en cada procedimiento de los respectivos estima-
dores analizados, se expresan concluyendo que:

= El estimador basado en el método de Battisse, presenta estimaciones mas precisas que el estimador
directo, lo anterior se debe a que la informacién auxiliar disponible a nivel de unidad presenta una
correlacion aceptable con la variable de interés.

= El método de Fay-Herriot, en algunos municipios, registra un buen desempeno de estimacién, pero,
siendo su comportamiento muy similar al estimador de Horvitz-Thompson. Esto, debido a que la
informacién auxiliar no muestra la mejor correlacion con la caracteristica de interés. El estimador
sin embargo, presenta un buen desempeno para municipios que tuvieron en sus estimaciones directas
coeficientes de variacion muy altos.

= Por medio del estimador de razén, las estimaciones son precisas, ya que los resultados son aproxi-
mados a lo que pasa realmente con el promedio real del puntaje de matematicas, con coeficientes
de variacién razonables, que acreditan su eficiencia.

s Fl estimador de Battisse presenta mejoras con respecto al estimador de Horvitz Thompson una
vez que éste, no obtiene un buen desempeno en algunos municipios, de igual forma, el estimador
de Horvitz-Thompson, en algunas areas, registra buenas estimaciones presentando coeficientes de
variacion menores que el estimador de Battisse.

= Para obtener estimaciones precisas con el estimador sintético y el estimador postestratificado se
requiere que en los cruces entre la variable de agrupacién y el dominio exista un buen tamano de
muestra, ademas la variable de interés debe ser homoégenea en cada una de las categorias de la
variable de agrupupacién.
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