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Resumen

En gran parte de los estudios donde se realiza el modelamiento de variables de interés es habitual en-
contrarse con la presencia de datos faltantes en las variables explicativas, lo cual constituye un reto en
cuanto al correcto tratamiento que deben recibir estos datos, dado que la naturaleza misma de las varia-
bles influye en las posibles estrategias que deben implementarse. En este sentido, una de las estrategias
mas empleadas en el tratamiento de datos faltantes es la imputacién. Si bien, existen diversas formas
de aplicacién de este proceso no siempre se realiza de forma correcta, puesto que en algunos casos no
se tiene en consideraciéon que el método estadistico y el método de imputacién elegido van de la mano.
Por lo anterior, se desarrollé una metodologia para el tratamiento de valores faltantes en las variables
explicativas dentro de un modelo de regresiéon beta, permitiendo el modelamiento de variables de tipo
proporcién o razén, como es el caso de la tasa de pobreza; tema que es de gran interés para la formulacion
de politicas publica, en especial, para generar acciones y proyectos que se enfoquen en mejorar la calidad
de vida de las personas dentro del pais.

Palabras clave: Tratamiento de datos faltantes, imputaciéon multiple, regresién beta, variables de razén,
pobreza.

1. Introduccion

Desde hace algunos anos se han venido aunando esfuerzos, desde diversos sectores, para incentivar meca-
nismos orientados a mejorar las condiciones de vida de las personas en Colombia (Chavarro et al., 2017).
Es por ello, que en el ano de 2015, la Organizacién de Naciones Unidas (ONU), de la cual el estado
colombiano es miembro, propone la agenda titulada: “Transformar nuestro mundo: la Agenda 2030 para
el Desarrollo Sostenible” (Transforming our world: the 2030 Agenda for Sustainable Development en
inglés), en la que se definen diecisiete (17) objetivos comunes, los cuales buscan luchar contra la pobreza
extrema a partir de la integracion y el equilibrio de tres dimensiones esenciales para el desarrollo soste-
nible (lo econdémico, lo social y lo ambiental), proporcionando as{ una valiosa hoja de ruta para articular
la formulacién de politicas mundiales (Gil, 2018). Es precisamente en este punto que los estudios sobre
pobreza en Colombia cobran gran importancia, y mas si se tiene en cuenta el comportamiento diferencial
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que puede presentarse a nivel de los departamentos, municipios o incluso veredas; situacion que es rele-
vante para implementar planes, proyectos y estrategias que estén focalizadas en los factores particulares
que presenta la pobreza dentro de cada regién.

Asi, el Objetivo de Desarrollo Sostenible N° 1 (ODS — 1), en palabras de Ramos (2016), busca: “reducir
al menos a la mitad la proporcién de hombres, mujeres y ninos(as) de todas las edades que viven en
pobreza en todas sus dimensiones con arreglo a las definiciones nacionales”. En virtud de este interés
comun de las naciones, en Colombia se han venido realizando, en los iltimos anos, diversos estudios
encaminados a identificar las formas de pobreza y el método méas adecuado para su medicién. Es asi
como el Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (DANE) ha tomado el enfoque de pobreza
multidimensional dada por Alkire y Foster (2007), el cual propone que una persona es pobre cuando sufre
miultiples privaciones en la mayoria de las dimensiones humanas; dimensiones que estan determinadas
(medidas) por distintos indicadores asociados al bienestar social y econémico de los individuos. Asi, para
estos autores, un sujeto cuya variable de medicién cae debajo de la linea de corte en la evaluacién total
de indicadores es definida como pobre.

No obstante, es importante senalar que la mayoria de los estudios estadisticos realizados en Colombia
no emplean precisamente esta medida de pobreza, ya que, dependiendo del foco investigativo de cada
estudio, se emplean métodos estadisticos distintos. Un ejemplo de ello son los estudios realizados por
Narvéez et al. (2015) que consideraron diversas variables socioeconémicas para estimar la pobreza desde
un enfoque monetario, empleando un modelo Probit que tomaba como informaciéon base la encuesta de
calidad de vida, para definir asi qué hogares tenfan mayores probabilidades de ubicarse en situacién de
pobreza. Este trabajo fue un ajuste del trabajo realizado por Arias et al. (2007), el cual utilizé un anélisis
de regresion binomial. Otro ejemplo corresponde a los resultados obtenidos dentro de la investigacion
de Teitelboim (2008), en la que se buscé establecer la relacién que tienen una serie de caracteristicas de
los jefes de hogar con los niveles de pobreza, para lo cual se ajusté un modelo logistico que permitiera
desagregar dichos niveles respecto a lo regional, municipal y comunal.

Por otra parte, existen casos como el de Madariaga et al. (2013), quien proyecté un modelo de regre-
sién lineal para estudiar los problemas de pobreza en trece de las principales ciudades de Colombia. En
este estudio se consideraron los porcentajes de pobreza y extrema pobreza, asocidndolos al indicador
de desigualdad econémica de una poblacién (GINI), para, de este modo, concluir la dependencia lineal
entre las variables estudiadas. Sin embargo, también existen distintos antecedentes que toman en con-
sideracién la medida de pobreza multidimensional adoptada por el DANE. Al respecto se presenta la
investigacién desarrollada por Orjuela Montoya (2021), en la que se propone el impacto potencial de
la informalidad sobre la pobreza multidimensional. Justamente, este autor presenté un modelo logistico
probit que buscaba evaluar el impacto de la politica piiblica en la reduccién de la informalidad, para lo
cual tom6 como indicador de medicién el modelo de pobreza multidimensional, siguiendo la propuesta
metodolégica descrita en parrafos anteriores (Alkire & Foster, 2007).

Si bien es cierto, todos estos estudios han permitido de una u otra forma tener un acercamiento sobre
el estado de la medida de pobreza en Colombia, organismos como la Comisién Econémica para América
Latina y el Caribe (CEPAL) ha hecho hincapié en la necesidad de realizar estudios més rigurosos y
bajo un enfoque estadistico que contemple la naturaleza real de las variables asociadas a la tasa de
pobreza. Este es el caso de Feres y Mancero (2001b) y Botello (2017), los cuales han descrito los desafios
estadisticos que existen para una adecuada medicién del indice de pobreza; toda vez que en palabras
de Melo Martinez (2010), en ocasiones: “se cae en el abismo de ajustar fenémenos a los modelos que
se tiene a disposicién, en lugar de permitir que los datos hablen por si solos”. Lo anterior suele ocurrir
con regularidad cuando la intencién es modelar covariables con una respuesta, para lo cual se opta por
emplear modelos de regresién lineal, lo que, desde el aspecto tedrico y el comportamiento de la variable,
no es adecuado porque la variable esta restringida a un intervalo abierto de cero y uno, como es el caso
de la tasa de pobreza.
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Por consiguiente, el mismo Melo Martinez (2010) destaca las bondades en el uso de la distribucién beta,
dado que ella ofrece mayor flexibilidad en los estudios que modelan variables en el intervalo anteriormente
mencionado. Para ampliar esta conclusién, el autor cita los trabajos de Ferrari y Cribari-Neto (2004),
quienes proponen los modelos de regresion beta para el modelamiento de proporciones y razones, dado que
se toman en consideracién regresores y pardametros desconocidos. Asi, en busca de tomar en consideracién
lo propuesto por los estudios de la CEPAL, se ajusté un modelo de regresién beta que tomé en cuenta el
comportamiento de las covariables que permiten definir la tasa de pobreza en los municipios de Colombia.

En este punto es importante mencionar que la presencia de datos faltantes es una situacién a la que
se enfrentan, frecuentemente, investigadores y tomadores de decisiones (Medina & Galvén, 2007). Es
justamente por dicha limitante que resulta de vital importancia el tratamiento que los mismos deben
recibir, puesto que la implementacién incorrecta de estrategias puede afectar significativamente la etapa
inferencial de cualquier estudio estadistico. Para el caso de los estudios de pobreza, esta ausencia de datos
es una prioridad dentro de los procesos de medicién, mas si se considera que existen limitaciones en el
acceso y disponibilidad de la informacién, producto de la brecha, geografica y tecnolégica, que poseen
distintas zonas del pais que se encuentran ubicadas en la periferia, que no cuenta con acompanamiento
estatal o se encuentran en situacién de coercién politica o conflicto armado; ausencia que afecta la
existencia de datos asociados a las variables explicativas que ayudan a comprender el comportamiento
de la pobreza en estas regiones.

Por lo anterior, el poder definir un adecuado método de tratamiento de datos faltantes es una tarea
fundamental, ya que no basta con tener claridad sobre la naturaleza de la variable o el modelo que mejor se
ajuste a su comportamiento, sino que se debe considerar como manejar la informacién ausente para poder
cumplir de forma ideal con las inferencias, resultados y conclusiones que se derivan de la implementacién
de modelos como los que presentan una distribucién beta. En este contexto, Mejia Giraldo y Restrepo
Betancur (2019) proponen la imputacién como una estrategia idénea en la determinacién de valores
faltantes, dado que esta técnica es la méas conocida y usada para tales fines. Sin embargo, la imputacion,
en si misma, tiene sus consideraciones, dado que suele centrarse en planteamientos de estimacion de
la media y su variacién bajo disefios muestrales simples (Mufioz Rosas, Alvarez Verdejo et al., 2009).
(Mufloz Rosas, Alvarez Verdejo et al., 2009).

Aunque la imputacion suele ser la solucién a los problemas de datos faltantes, este no es el inico método
plausible; existen otras posibilidades que permitan el mejor tratamiento de los datos que pueden con-
siderar métodos heuristicos, técnicas deterministas como el algoritmo EM (Expectation Maximization),
técnicas aleatorias o estocésticas incluyendo métodos de imputacién miltiple (Viada et al., 2016). Es por
todo lo anterior que el tratamiento de valores faltantes dentro de los estudios centrados en la estimacion
de la pobreza constituye un aspecto fundamental para dar cumplimiento al ODS — 1, toda vez que per-
mitird generar acciones de politica publica que impacten, de forma directa, la proporcién de pobreza con
adecuacion no sélo a la definicién nacional, sino coherente y consistente con las realidades particulares
de las poblaciones del pais.

De este modo, la investigacién permitié formular una estrategia de medicién (modelo de regresién beta
que considere tratamiento de datos faltante) que atienda a las demandas y necesidades de las regio-
nes mas vulnerables del pais, las cuales son, precisamente, aquellas que carecen de la infraestructura
politica, tecnoldgica y comunicacional para contar con informacién completa e integral sobre la pobreza,
favoreciendo asi una verdadera transformacién en el bienestar y la calidad de vida de sus habitantes.
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2. Marco tedrico y conceptual

En este apartado se presentan las categorias tedricas que fundamentan la investigacion, las cuales co-
rresponden a: pobreza, tratamiento de datos faltantes, reglas de Rubin y los modelos de regresién beta.
Asi, esta seccion realiza una aproximacion a los conceptos y autores que definen estas nociones, lo que
permite consolidar un mapeo de la informacién estadistica de interés para el objeto de este estudio.

2.1. Pobreza

Comprendiendo la relevancia que tienen los estudios de pobreza en el mundo y la necesidad de implemen-
tar politicas publicas que coadyuven al logro de los ODS, es necesario iniciar este capitulo presentando
una aproximacién a la definicién organica de la pobreza dentro del pais, para lo cual se recurre a los
estudios realizados por Herrera (2009), quien cita a Romero (2002) respecto a la importancia que tiene
posicionar dentro de los estudios de este tema la visiéon de la CEPAL. Al respecto, esta entidad senala
que: “la nocién de pobreza expresa situaciones de carencia de recursos econémicos o de condiciones de
vida que la sociedad considera basicos de acuerdo con normas sociales de referencia que reflejan derechos
sociales minimos y objetivos publicos”.

Por consiguiente, la pobreza no puede considerarse, inicamente, desde un punto de vista monetario, sino
que en ella convergen otros factores, los cuales estan asociados a la calidad de vida y el bienestar de
los individuos dentro de una comunidad. Es justamente por lo anterior que, dentro de las estimaciones
de pobreza, se toma como punto de referencia el Indice de Necesidades Bésicas Insatisfechas (NBI), el
cual se constituye en “un método directo para identificar las carencias que tiene una poblacién y con
ello establecer si ésta se encuentra en situacién de pobreza” Feres y Mancero (2001a). Este modelo se ha
utilizado, dentro del pais, como un mecanismo para focalizar la asignacion y transferencias de recursos
a municipios considerados vulnerables, lo que afecta de forma significativa la manera en que se mide la
pobreza dentro de la nacién (Baltazar et al., 2007).

En virtud de lo anterior, se hace necesario definir y analizar las posibles variables tedricas que estan
asociadas a las estimaciones de la pobreza. Inicialmente, dentro de esta investigacion se recoge, lo senalado
por la CEPAL, a través de las formulaciones de Feres y Mancero (2001b), asi como de Nufiez Méndez y
Ramirez Jaramillo (2002), quienes establecen, siguiendo la metodologia del NBI, que, la disminucién o
aumento de la pobreza estd asociado con “los niveles de ingreso de los hogares, en los cuales habitan tres
personas por miembro ocupado y en donde el jefe tenga, como maximo, dos anos de educacién primaria
aprobados” (Fresneda Bautista, 2007). Asi, siguiendo la investigacién, los indicadores que determinan
o definen a un sujeto pobre se sitian en cuatro areas de necesidades béasicas que tienen los individuos:
vivienda, servicios sanitarios, educaciéon e ingreso. Justamente, algunos estudios muestran, siguiendo
esta linea, que en Colombia la pobreza medida con el NBI ha venido disminuyendo sostenidamente como
consecuencia de la mejoria en el acceso a los servicios de educacion, salud, vivienda y agua potable, pero
no sucede lo mismo cuando se mide la pobreza por el nivel de ingresos de los hogares.

Seguidamente se la definicién, con sus variables, tomada y ajustada por el DANE sobre pobreza mul-
tidimensional, la cual considera un doble umbral de percepcion: el primero identifica a las personas u
hogares que presentan privaciones en determinados aspectos y, el segundo, que distingue multimodal-
mente la cantidad de aspectos que generan una “condicién” en individuos u hogares para no superar
determinado valor referencial (Alkire & Foster, 2007). Asi pues, a partir del anterior concepto surge el
Indice de Pobreza Multidimensional (IPM) de Alkire y Foster, el cual permite obtener informacién acerca
de su incidencia, profundidad y severidad. Este indice podra, siguiendo la base de su formulacién, ser
adaptable a las dindamica y realidades de cada pais, permitiendo monitorear, en un marco global pero
desde el contexto local, su propio nivel de pobreza y reducirla segin las prioridades regionales pero desde
una agenda internacional (Alkire & Foster, 2007).

De este modo, el DANE desagrega este IPM dentro de la Medida de Pobreza Multidimensional Municipal,
la cual es una fuente de tipo censal, que se encuentra constituida por las siguientes dimensiones humanas
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y sociales: condiciones educativas del hogar, condiciones de la ninez y la juventud, salud, trabajo y
situaciones propias de la vivienda, asi como acceso a servicios publicos domiciliarios. A su vez, estas
dimensiones a su vez estdn asociadas a quince (15) indicadores, todos ellos amparados en la encuesta de
calidad de vida (ECV), segtn la informacién establecida por el mismo DANE dentro de su pégina oficial.

2.2. Tratamiento de datos faltantes

Dentro de este marco, se hace necesario realizar las precisiones asociadas al componente estadistico en los
procesos de estimacién de la pobreza, el cual permitira comprender de mejor forma la metodologia que
se busca proponer para el tratamiento de valores faltantes en las covariables de un modelo de regresion
beta; lo anterior pensado en una aplicacion de la estimacién los indicadores descritos en los municipios
de Colombia. De este modo, a continuacién, se enlista una serie de conceptos propios de los estudios
estadisticos, la mayoria de ellos desde la perspectiva de Rubin y Little (2019):

= Datos faltantes: son valores no se encuentran disponibles o cuya informa seria til o significativa
para el andlisis de los resultados o el estudio mismo. Existen varios tipos de datos faltantes y
aun mas razones por las cuales pueden presentarse; sin embargo, se destacan dos factores que
son decisivos al enfrentar la ausencia de datos en el momento de analizar los resultados, donde lo
principal es decidir si la pérdida es aleatoria, es decir, afecta por igual a todos los individuos, o
bien puede ser debida a una razén o razones especificas que pueden introducir sesgos que invaliden
los resultados.

= Mecanismos de datos faltantes: describen posibles relaciones entre variables medidas y la
probabilidad de datos faltantes. Notese que un patrén de datos faltantes sélo describe la localizacién
de los agujeros en los datos, y no explica por qué los datos estan faltantes. Entre los mecanismos
existe:

e MCAR (Missing Completely At Random): la probabilidad de que una respuesta a una variable
sea dato faltante es independiente tanto del valor de esta variable como del valor de otras
variables del conjunto de datos.

e MAR (Missing At Random): la probabilidad de que una respuesta sea dato faltante es in-
dependiente de los valores de la misma variable, pero es dependiente de los otros valores de
variables del conjunto de datos.

e NMAR (Not Missing At Random): la probabilidad de que una respuesta a una variable sea
dato faltante es dependiente de los valores de la variable.

» Tratamiento de datos faltantes: constituye el adecuado manejo de la informacién no disponible
en el estudio; para lo cual existen alternativas para lidiar con los datos faltantes, la primera de ellas
consiste en omitir variables con datos faltantes y la segunda en omitir individuos en quienes hay
datos faltantes. Aunque, estos métodos son los més usados, probablemente con mayor frecuencia,
tiene el agraviante que producen una pérdida de informacion y rigurosidad del estudio; ademas, no
modifican el riesgo de sesgos, por lo que la mayoria de los autores recomiendo no ser usados. Asi
pues, existe una tercera alternativa que consiste en estimar (imputar) los datos faltantes, donde
estos son reemplazados con valores predichos desde los datos presentes.

» Imputacién: consiste en el proceso de conversién de los datos faltantes en datos simulados, de
modo que se pueda intentar no interferir o minimizar de la mejor forma la incidencia en el resultado
esperado. Este proceso genera una o més versiones de los datos imputados (“simulados”) basado en
la cantidad de iteraciones especificadas. Cada iteracién genera una versién de los datos que deben
ser analizadas y estimadas segun el interés sobre los datos. Al finalizar, la totalidad de estimaciones
iteradas son agrupados en un solo conjunto que permita la validaciéon de ese dato imputado con
relacion al conjunto de datos totales.
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s Métodos de imputacion: son las diferentes técnicas que permiten llegar acabo un adecuado
analisis de los datos mediante la obtencion de la base completa que inicialmente no se disponia. Si
una imputacién se lleva a cabo de manera adecuada, podria disminuir el sesgo, en caso de existir;
pero el uso de imputacion también puede llevar a afectar las distribuciones conjuntas, o incluso,
distribuciones marginales de las variables (Viada et al., 2016). Sin embargo, existe diversos métodos
de imputacién mencionados por Viada et al. (2016), citando el libro de Rubin y Little (2019) entre
los que se tiene:

e Métodos Heuristicos, consiste en una solucién a priori cuando la cantidad de informacion
perdida (faltante) es pequefa; se emplea el andlisis de casos completos o casos disponibles;
para lo cual, en el primer caso se descarta los casos faltantes y solo se aplica el andlisis
sobre aquellos valores observados de los cuales se disponga informacién de todas las variables.
Respeto al otro, es una alternativa que busca utilizar para el calculo toda la informacion
disponible en la muestra, para asi poder determinar medidas como de tendencia central o de
variabilidad.

e Métodos fundamentados en informacion externa, estan basados en parametros relacionados
con una fuente de informacién (encuesta) pertinente a otras bases de datos; presentan subtécni-
cas como los métodos deductivos (los dados faltantes se deducen con cierto grado de incerti-
dumbre) y tablas Look — Up (Tablas de informacién relacionada para imputar datos).

e M¢étodos deterministas, donde se repite la imputacion en los registros, de modo que al mantener
las mismas condiciones se obtenga las mismas respuestas. Esta técnica presenta las siguientes
diversificaciones: imputacién de la media o moda, imputacién de media de clases, imputacion
por regresion, emparejamiento media, imputaciéon por el vecino mas cercano, algoritmo EM
(Ezpectation Mazimization); y en este Ultimo se encuentra las mejoras como lo son las redes
neuronales y modelos de serie de tiempo.

e Métodos aleatorios o estocdsticos, a diferencia de los métodos deterministas, estos buscan
repetir la imputaciéon bajo las mismas condiciones para cada registro, pero buscando obtener
resultados distintos. Entre los tipos de técnicas estocasticas se encuentran: la imputacion
aleatoria de un caso seleccionado, imputacion aleatoria de un caso seleccionado entre clases,
imputacién secuencial Hot — Deek, imputacion jerarquica Hot — Deek, imputacién por regresion
aleatoria y la imputacién por regresién logistica.

e Métodos de imputacion simple, buscan solucionar el tema de valores faltantes reemplazando
los mismos por datos estimados a partir de la informacién suministrada por la misma muestra;
por lo cual, se construye una matriz completa sobre la cual se realiza los andlisis requeridos
por el estudio.

e Método KNN, es una técnica de imputacién empleada por medio computacional a través de
la libreria vim (Kowarik and Templ 2016), la cual genera un modelo que establece el valor
faltante sobre la media de todos los valores situados a k-distancias del registro que contiene
la informacion faltante; es decir, utiliza una distancia euclideana para determinar el valor
faltante.

e Predictive mean matching (pmm), es un procedimiento de imputacién multiple Hot - Deck
de ultima generacién, donde la calidad de sus resultados depende, entre otras cosas, de la
disponibilidad de casos de disponibles adecuados.

= Algoritmo MICE: otro de los métodos utilizados es la imputacion multivariada por medio de
ecuaciones encadenadas (MICE, por sus siglas en inglés), llamada también “especificacién total-
mente condicional” o “imputacién miltiple secuencial de regresién”, que crea miiltiples predicciones
para cada valor faltante; sin embargo, si la calidad de los valores observados para el valor faltan-
te es baja, se tiene como resultado una imputacion de baja calidad. Los pasos generales para la
imputacién son:

1. Se crea un valor temporal, que corresponde a la media de los datos observados para cada y;;.
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2. En la variable incompleta Y;;, se estima un modelo de regresién con los datos observados,
donde Yj es la variable de respuesta y las demas son usadas como explicativas y estos “nuevos”
valores reemplazan los valores generados en el paso anterior.

3. Los datos generados en los pasos anteriores, son repetidos para cada variable que tiene valores
faltantes. El ciclo en cada variable consiste en una iteracion o ciclo. Al final de cada ciclo todos
los valores faltantes son reemplazados con predicciones que reflejan las relaciones observadas
en los datos.

4. Los pasos 2 al 4 se repiten durante varios ciclos, actualizandose las imputaciones en cada ciclo.

Ademds, Mice (Multivariate Imputation by Chained Equations), es una librerfa (van Buuren and
Groothuis-Oudshoorn 2011) que ofrece una serie de funciones orientadas a la visualizacién e impu-
tacion de datos perdidos; busca crear multiples imputaciones para datos multivariados, donde cada
variable puede ser imputada con un modelo estadistico particular.

= Evaluacion de imputacién: es bastante simple aplicar algunas de las metodologias disponibles de
imputacién; sin embargo, evaluar cual es la mas eficaz en cada caso es ya mas complejo. El proceso
completo de imputacién implica realizar la imputacién, estimar los pardmetros y el agrupamiento
(“pooling”) de los resultados. En tal sentido, el proceso de estimacién de los pardmetros implicar una
serie de etapas: buisqueda del modelo de imputacién adecuado, optimizacion, validacién, prediccion
y finalmente evaluacién de la calidad del ajuste del modelo.

(O—0

Incomplete data  Imputed data  Analysis results  Pooled result

Figura 1. Pasos principales en el proceso de imputacién. (Buuren 2018)

2.3. Reglas de Rubin

Rubin en el ano de 1987 considera que la incertidumbre generada por los valores imputados es de
vital importancia, por lo cual propone el método de Imputacién Multiple (MI), el cual consiste
en un proceso estocastico que selecciona los posibles valores para la informacién faltante y utiliza
dichos valores para recoger el componente aleatorio del dato imputado. Este proceso es realizado
ya que se requiere que la validez del proceso de imputacién este basado en el supuesto de que la
informacién faltante ha sido omitida en forma completamente aleatoria, es decir que la probabilidad
de no reportar la informacién no depende del valor de la variable.

No obstante, el proceso de Imputacién Multiple no soluciona el problema de la informacion faltante,
sino que lo ajusta desde el enfoque estadistico. En este sentido, se puede contar con informacién
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completa, pero es necesario disponer de miiltiples bases de datos imputadas donde cada una de
ellas tiene un valor posible para la observacién faltante. Asi pues, se debe desarrollar en anélisis en
cada una de las m bases de datos completas y luego combinar los resultados a fin de obtener las
conclusiones; la combinacién de los resultados sigue las reglas propuestas por Rubin.

Van Buuren (2018) establece que: sea 6 un pardmetro poblacional unidimensional de interés y 0

su estimacion puntual si no hubiera datos faltantes, denotando con ﬁ(é\) la varianza estimada del
estimador puntual. Luego de analizar datos imputados se tiene m estimaciones 9:, GAQ, ,§m con
varianzas estimadas asociadas ©(61), ¥(62), ... ,0(6,,). Se derivan las siguientes reglas de Rubin para
combinar las m estimaciones; donde la estimacién puntual para # basada en imputacién multiple,

0, y su varianza asociada, v(6), estdn dadas por:

m

el

1 ~
= 2.0 (1)

Jj=

—

donde

B=— > (0; - 0)? 3)

En este sentido, % > 5(@) representa la variabilidad intra-imputaciones y B la variabilidad
]_
entre-imputaciones.

Por lo anterior, como medidas de severidad producto del proceso de imputacién se pueden calcular:

Proporcion de la varianza debida a los datos faltantes:

1+ 4B
A= LEmB (4)
v(0)
Incremento relativo de la varianza:
1+ B
— = m’/ 5
" 3(0) )
Fraccién de informacién faltante:
y= @) e (©)
v+ 3

siendo v = ”((:_;21)) (1—=2X)
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Extensiones Multivariadas para ¢ > 1
Severidad del problema de datos faltantes (¢ > 1)

e Proporcién de la varianza debida a los datos faltantes:
A= (1+m 1) g r <B [V(a)}_1> (7)
e Incremento relativo de la varianza:
r=(1+m ") g tr (Bffl) (8)
e Fraccién de informacién faltante sobre 6:

y=@0+7r)" [r+2w+3)7" (9)

con v = Z:Zié (n—¢q)(1—=2X)

2.4. Modelos de Regresion Beta

En la teoria de probabilidad y estadistica, representa una familia de distribuciones de probabilidad
continuas con soporte en el intervalo (0,1); cuya densidad beta es caracterizada por dos pardmetros
positivos, indicados generalmente por a y [, los cuales son pardmetros de localizacién y de escala.
La distribucién beta ha sido aplicada para modelar el comportamiento de variables aleatorias
limitadas a intervalos de amplitud finita, en una gran variedad de dreas.

En tal sentido, una variable Y tiene distribucién beta si su funcién de densidad esta dada por:

I'a+B)

Wy“’l(l — )10, 1)(y) (10)

f(y|0476) -

donde o > 0, 8 > 0, I'(.) denota funcién gamma y I(0,1)(y) la funcién de indicador en el intervalo
abierto (0, 1). Adicionalmente, la media y la varianza de Y, p = E(Y) y 02 = Var(Y), estan dadas

por:
«
= aT (11)
0% = of (12)

(a+pB)2(a+p+1)

Por otra parte, los parametros de media y dispersién se pueden modelar en funcién de variables
explicativas, por ejemplo, como se propuso en Cepeda Cuervo y Garrido Lopera (2011), dado
que los cambios en el pardmetro de precisiéon pueden ser explicados por variables explicativas. La
distribucién beta dada en (1) también se puede repararmetrizar como una funcién de la media y
la varianza, con:

o= (A= pp? — po? (13)
P G u)[ua—2 P — o’ (14)

Aunque escribiendo (1) en funcién de u y o2 puede resultar en una expresién compleja, el modelado
conjunto de la media y la varianza se puede lograr facilmente aplicando la metodologia bayesiana
propuesta en Cepeda Cuervo y Garrido Lopera (2011); asi pues, el modelado conjunto de la media y
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la varianza podria ser més apropiado que el modelado conjunto de la media y el llamado pardmetro
de precisién, dado que los parametros de la regresion en los modelos serian mas faciles de interpretar.

La regresion beta es una aproximacién bajo modelos lineales generalizado (GLM); esta regresion
modela variables dependientes distribuidas con la distribucién beta; es decir, datos con la distribu-
cién beta incluyen proporciones y razones, donde los valores x se encuentran entre 0 y 1 pero no
inclusivo. Ahora bien, atendiendo a la recopilacién realizada por Real Pérez (2015) se presenta las
hipotesis de los modelos de regresién beta:

e Hipdtesis distribucional, el modelo se basa en asumir que la variable objetivo y se distribuye

segun la distribucién beta, la cual es apropiada para modelar proporciones. Por lo cual, se
realiza la parametrizaciéon pu = a%_ﬁ y & = a+ 3, se tiene que « = puod y B = (1 — p)o; en

consecuencia, la esperanza y la varianza de la variable objetivo se pueden escribir en funcién
de estos nuevos pardmetros de la siguiente forma:

Elyl =p (15)
Varly] = H(ll—;(;l) (16)

donde p es la media de la variable respuesta y ¢ puede ser interpretado como el parametro de
precisién, en el sentido de, fijado u, a mayor valor de ¢, menor es la varianza de la variable.
La funcién de densidad puede ser escrita con la nueva parametrizacién como:

['(¢)
(np)L((1 = p)o

donde 0 < 4 < 1y ¢ > 0 El modelo propuesto es también 1til para situaciones donde la

variable respuesta se restringe a intervalos genéricos (a,b), donde a y b son escalares a jb. En

este caso se modela con = en vez de modelar con y directamente.

fly ) = 5 Y1 — )Tl g <y < 1 (17)

e Hipdtesis estructural, Sean vy, ..., y, variables aleatorias independientes, donde para cada y,
t =1,...,n, se asume la hipétesis distribucional anterior con media p; y parametro de precision
¢ desconocido. El modelo se obtiene asumiendo que la media de cada y;, u:, es vinculado al
predictor lineal, n;, como sigue:

k
glue) =D wifi = al B = (18)

i=1

donde 8 = (1, ..., Bk)T es un vector desconocido de pardmetros de regresion (5 € R) y (z41, ..., Tek)
es un vector de k componentes (k < n). Finalmente, g : (0,1) — R es una funcién vinculo
estrictamente creciente y dos veces diferenciable. La varianza de y; es una funcién de u; vy,
en consecuencia, de los valores covariantes x;. Por tanto, la varianza de la variable respuesta
puede ser incorporada al modelo. Algunas posibles elecciones para la funcién vinculo g() son:

o Funcién logit: g(u) = log{:%,}
o Funcién probit: g(u) = ®~*(u), donde ®(-) es la funcién de distribucién de una variable
aleatoria normal estandar.
o Funcién log-log: g(u) = —log{—log(1 — )}
o Funcién log-log complementaria: g(u) = log{—log(1 — u)}
En particular, la funcién vinculo logit se puede escribir:

et h

T H - _ 19
l’tﬂflog{l_u}@ﬂtfurexm (19)

donde z] = (w41, .., Ter), t = 1,...,n. Aqui, los pardmetros de regresién tienen una interpre-
tacion interesante. Supongase que el valor de la i-ésima variable, x;, es incrementado en ¢
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unidades, manteniendo las demds variables con su valor original, y sea u* la media de y bajo
los nuevos valores de las variables explicativas y p la media de y con los valores originales.
Entonces, es facil comprobar que:

ooBi — A (20)

p/ (1 — )

de manera que e“% es igual a la odds ratio.

2.5. Analisis de residuales

En el marco de la validacién del modelo resulta fundamental realizar un andlisis efectivo de los residuales,
dado que el diagndstico para cualquier modelo de regresién beta, constituye una herramienta estadistica
esencial cuando la variable de respuesta consiste en proporciones o tasas. Por lo anterior, en la distribucion
beta, tal y como la describen los estudios de Ferrari y Cribari-Neto (2004), se maneja la naturaleza
intrinsecamente acotada y heterocedéastica de los datos, el proceso no estd completo sin una inspecciéon
rigurosa de los errores del modelo. La necesidad de este anélisis surge precisamente porque los supuestos
de normalidad y homocedasticidad de la regresién lineal tradicional quedan invalidados, por lo que el
foco se desplaza hacia la evaluacion de los residuales transformados

2.5.1. Residuales de Pearson

El diagnéstico de los modelos de Regresién Beta, ajustados a partir de quince conjuntos de datos gene-
rados mediante imputacién multiple, se centrd en la evaluacién de los Residuales de Pearson (rp;),
definidos como:

rpg = = (21)

Este analisis resulta fundamental para verificar los supuestos de la modelizacién de tasas y proporciones.
El examen de los gréficos de Residuales de Pearson vs. Valores Ajustados mostré un patrén de dispersion
homogénea y aleatoria alrededor de la linea cero en las quince imputaciones. La ausencia de curvaturas o
de patrones tipo “embudo” (indicativos de heterocedasticidad) confirma que los supuestos de linealidad
de la media (i;) y de homocedasticidad (varianza constante o adecuadamente modelada) se cumplen
de manera consistente. Este hallazgo respalda la estabilidad del pardmetro de precisién (¢) y la adecuacién
funcional de la media estimada en cada modelo.

El andlisis de los Histogramas de Residuales de Pearson refuerza esta consistencia. En todos los
paneles, la distribucion de los residuales presenta una forma aproximadamente simétrica y acampanada,
con la media centrada en cero. Si bien la teoria de la Regresion Beta establece que solo los residuales
cuantil (rg; = &1 (F(y;; fus, $))) deberfan seguir una distribucién Normal Estandar N (0,1), la si-
militud observada en los residuales de Pearson representa un resultado alentador. La uniformidad de las
distribuciones entre imputaciones sugiere una estructura de errores estable y predecible, lo que confirma
que el proceso de imputacion generd réplicas de datos coherentes con la calidad diagnodstica del modelo
original.

El Gréafico Normal Q-Q aplicado a los residuales agregados evidencié una excelente correspondencia
entre los cuantiles muestrales y los tedricos en el rango central. Esta alineacion indica una aproximacion
razonable a la normalidad, requisito clave para la validez de los residuales de devianza (rp ;) o cuantil. No
obstante, se observé una ligera desviacién en las colas inferiores (negativas), lo cual sugiere la presencia de
valores atipicos o una leve asimetria negativa en los errores extremos. A pesar de esta pequena desviacion,
los supuestos de linealidad y homocedasticidad se mantienen sélidos.
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2.5.2. Residuales Cuantil (rg ;)

El andlisis de los Residuales Cuantil es una extensién fundamental en el diagndstico de modelos de
Regresién Beta, que permite evaluar de forma mas rigurosa la adecuacion del modelo a los datos obser-
vados. A diferencia de los residuales de Pearson, los residuales cuantil se construyen transformando las
probabilidades acumuladas del modelo ajustado a la escala de una distribucién Normal estandar, lo que
facilita la evaluacién de normalidad.

El residual cuantil para la observacion i se define como:

rqi =@ (F(yii ju, ) (22)
donde:

» ®71(.) es la funcién inversa de la distribucién Normal estdndar.

= F(y;;fis, ) corresponde a la funcién de distribucién acumulada (CDF) de la distribucién Beta,
evaluada en y;, con pardmetros ji; (media estimada) y ¢ (precisién).

En un modelo bien especificado, los ¢ ; deberfan seguir aproximadamente una distribucién Normal
estandar N(0,1). Esto implica que:

= La media de los residuales debe ser cercana a 0.

= La dispersién de los residuales debe estar en torno a 1.

= En el grafico Q-Q, los puntos deben alinearse con la linea de referencia.

2.5.3. Analisis de Influencia (Distancia de Cook)

El Anélisis de Influencia, utilizando la Distancia de Cook, es una herramienta esencial para evaluar la
estabilidad y robustez de los modelos de Regresién Beta ajustados a partir de la imputacién multiple.
La Distancia de Cook mide el impacto agregado de cada observacién sobre el conjunto de estimaciones
de los coeficientes de regresion. Un valor bajo indica que la eliminacion de esa observaciéon particular
apenas alteraria el modelo, mientras que un valor alto senala una observacién influyente que podria estar
distorsionando los resultados. Este diagndstico es crucial para asegurar que la inferencia no dependa de
un grupo de puntos de datos atipicos.

3. Objetivos

3.1. Objetivo general
Determinar una metodologia para el tratamiento de valores faltantes en las covariables cuantitativas de

un modelo de regresién beta que permita el modelamiento de pobreza multidimensional en los municipios
de Colombia en el afio 2018.

3.2. Objetivos especificos

1. Implementar un método de imputacién para variables de proporcién a partir de las cuales se
construye la medida de pobreza multidimensional.
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2. Ajustar un modelo de regresion beta para la tasa de pobreza multidimensional de los municipios
de Colombia, empleando covariables de tipo exdgenas que presente mayor frecuencia de reporte.

3. Calcular las medidas de severidad asociadas a la estimacién de los parametros del modelo debidas
a los datos faltantes.

4. Realizar el diagnostico del modelo de regresion ajustado, mediante el error cuadrético medio (ECM),
el coeficiente de determinaciéon (R?) y el andlisis de residuales y de datos influyentes.

4. Metodologia

A continuacién, se realiza la descripcién del enfoque propuesto junto con las posibles variables de interés
que consolidaran la base de datos a trabajar y que permitirdn realizar el modelamiento de la pobreza
multidimensional. De igual forma se expondran las etapas que fundamentan el cumplimiento de los
objetivos propuestos con los resultados esperados, asi como el cronograma de actividades.

4.1. Tipo de estudio

En consideraciéon de la naturaleza del estudio se realiza un enfoque explicativo y correlacional, donde se
busca modelar la medida de pobreza multidimensional en los municipios de Colombia en el ano 2018 a
partir de diversas variables cuantitativas, de origen exdgeno, que presenten mayor frecuencia de reporte
y cuyo acceso a la informacion sea mas asequible para el establecimiento de politicas publicas a nivel
local. Asi mismo, es fundamental el establecimiento de un tratamiento para cuando las variables selec-
cionadas presentan valores faltantes, de modo que se pueda brindar un adecuado manejo que reconozca
el comportamiento de cada covariable elegida.

4.2. Variables de interés en el estudio

Desde 2018, el DANE elabora el Indice de Pobreza Multidimensional (IPM) que ofrece una visién amplia
de la pobreza, abordando multiples facetas y complementando las evaluaciones basadas en ingresos. En
lugar de basarse tinicamente en el poder adquisitivo, se enfoca en diversas dimensiones que reflejan la
calidad de vida y el bienestar de las personas. Es por ello que se toma el IPM (de fuente del Censo
Nacional de Poblacién y Vivienda) como variable respuesta para el modelo propuesto. El valor del IPM
refleja el grado de privacién que experimenta un hogar en diversas dimensiones de bienestar. Se calcula
en funcién de las privaciones en las diferentes variables y dimensiones que componen el indice.

Al tratarse de una aproximacién de la medicién de la pobreza multidimensional en Colombia a nivel
municipal, la medida cuenta con cinco dimensiones (condiciones educativas del hogar, condiciones de la
nifiez y juventud, salud, trabajo, acceso a servicios piblicos domiciliarios y condiciones de la vivienda) y
15 indicadores. Cada dimensién tiene un peso del 20 por ciento y los indicadores cuentan con el mismo
peso dentro de su dimension respectiva. En este caso, se consideran como pobres a los hogares que tengan
privacién en por lo menos el 33,3 por ciento de los indicadores. Por lo anterior, es posible desglosar el
puntaje del IPM para entender en qué dimensiones especificas se encuentran las privaciones de un hogar,
lo que permite identificar dreas prioritarias de intervencién. Al comparar los puntajes del IPM a lo largo
de los anos, se pueden identificar tendencias y evaluar el impacto de politicas publicas en la reducciéon
de la pobreza multidimensional.

Respecto a las covariables cuantitativas consideradas en el estudio, inicialmente se han considerado
variables exdgena asociadas a las Necesidades Bdsicas Insatisfechas (NBI) en cuanto a dimensiones de
coberturas de servicios bésicos, educacién, salud y seguridad; de igual forma, se considera el impacto del
déficit habitacional, el valor agregado municipal y las densidades poblaciones a nivel urbano y rural. A
continuacién, se brinda un definicién de las covariables preliminarmente consideradas:
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Densidad poblacional: medida que expresa la cantidad de personas que en promedio habitan por
unidad de superficie, usualmente por kilémetros cuadrados. Para su calculo se divide el nimero total
de poblacién de una unidad geografica o administrativa entre la cantidad total de superficie, usualmen-
te expresada en Kilémetros cuadrados. La fuente de informacién esta dada por el Censo Nacional de
Poblacién y publicada por el Instituto Nacional de Estadistica (INEC) para el afio 2018.

Déficit habitacional (DEFVIV): este indicador determina el total y la proporcién de hogares con
carencias habitacionales segun los criterios definidos en paredes, pisos, tipo de vivienda y numero de
hogares en vivienda. Para ello se estiman los déficits cuantitativo, que surge de la comparacién entre
el nimero de hogares y viviendas apropiadas existentes, y cualitativo, las viviendas con deficiencias en
pisos, espacio (hacinamiento) y acceso a servicios publicos domiciliarios. La fuente de estos datos es
emanada por el DANE para el ano 2018.

Medida de desempefio municipal (MDM): esta medicién permite orientar la toma de decisiones
en torno a las politicas publicas tanto a nivel nacional como territorial y las decisiones de inversion
y gestién en las Entidades Territoriales. Este indicador tiene como objetivo medir el desempeno de
las entidades territoriales entendido como: la capacidad de gestién y de generacién de resultados de
desarrollo, teniendo en cuenta las condiciones iniciales de los municipios, como instrumento para el
fortalecimiento de las capacidades territoriales, y la inversion orientada a resultados. En este sentido, se
centrara en el componente de gestién estd compuesto por cuatro dimensiones y 12 indicadores, los cuales
miden la capacidad de las entidades territoriales para: 1) generar recursos propios que se traduzcan en
inversién (movilizacién de recursos propios); 2) ejecutar los recursos de las fuentes de financiamiento
de acuerdo con su presupuesto, planeacién o asignacién inicial (ejecucién de recursos); 3) atender al
ciudadano y presentar la rendicién de cuenta de cuentas de las administraciones locales (gobierno abierto
y transparencia) y 4) la utilizacién de los instrumentos de ordenamiento territorial para el recaudo local
y la efectiva organizacién de la informacién (gestién de instrumentos de ordenamiento territorial). La
fuente de estos datos es emanada por el Departamento Nacional de Planeacién (DNP) para el afio 2018.

Necesidades Baésicas Insatisfechas (NBI): busca determinar, con ayuda de algunos indicadores
simples, si las necesidades bésicas de la poblacion se encuentran cubiertas. Los grupos que no alcancen un
umbral minimo fijado, son clasificados como pobres. Los indicadores simples seleccionados, son: viviendas
inadecuadas, Viviendas con hacinamiento critico, Viviendas con servicios inadecuados, Viviendas con alta
dependencia econémica, Viviendas con ninos en edad escolar que no asisten a la escuela. La fuente de
estos datos es tomada del Informacién del Censo nacional de poblacién y vivienda 2018 y publicada por
DANE.

Tasa de cobertura de servicios basicos: este indicador muestra el porcentaje de hogares con dispo-
nibilidad de servicios bésicos (agua potable, saneamiento, electricidad, gas natural, aseo) en la vivienda.
Cuanto mayor sea el nimero de hogares que cuente con acceso a estos servicios mayor serd su calidad
de vida y menor la exposicién a riesgos sanitarios por el consumo de agua tratada, asi como por la
eliminacién de las excretas. La fuente de estos datos son los registros del ano 2018 encontrados en el
aplicativo TerriData creado por el Departamento Nacional de Planeacién (DNP).

Tasa de cobertura en internet: variable que se encuentran en unidad de medida porcentaje denotando
el total de hogares que cuenta con conexién de internet via cable o satelital. Informacion publicada por
el DANE a partir del Censo del afio 2018.

Tasa de cobertura en seguridad: variable que se encuentran en unidad de medida porcentaje que
denota percepcion seguridad en el municipio entorno a los componentes de hurto, homicidios y violencia
intrafamiliar. Es tomada con base en informacién publicada por el DNP de la subdireccién de Planeacion
Territorial (SPT) para el afio 2018.

Tasa de cobertura en salud: variable que se encuentran en unidad de medida porcentaje denotando
el total de personas vinculadas al sistema de salud. Es tomada con base en informacién publicada por el
DNP para el ano 2018.
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Tasa de cobertura en educacién: variable que se encuentran en unidad de medida porcentaje de-
notando el total de personas neto que se vinculan al sistema de educacién. Es tomada con base en
informacién publicada por el DNP para el ano 2018.

Valor agregado municipal: medida expresada en unidad de porcentaje y refleja la participacién y
el excedente econémico de produccion que aporta cada municipio al departamento, pero no refleja el
Producto Interno Bruto municipal. Es tomada con base en informacién publicada por el DANE para el
ano 2018.

4.3. Procedimiento

Para cumplir con los objetivos propuestos (general y especificos), este proyecto abordara la siguiente
secuencia de etapas:

Etapa 1. Analisis exploratorio de la base de datos. Desde el punto de vista exploratorio se
busca iniciar con una revisién detallada de la estructura inherente de la base de datos, tipificando cada
variable segtiin su naturaleza. Esta fase permite determinar el panorama metodolégico ante la presencia
de observaciones incompletas, identificando el patrén de comportamiento de los datos faltantes y el
mecanismo que produjo la de pérdida de informacién.

Etapa 2. Estudio y tratamiento de datos faltantes. Seguidamente, el proyecto se enfocard en
realizar la revision y estudio de las diversas técnicas de tratamientos faltantes. Asi, se procedera a
probar diversas técnicas para este fin, centrando particular atencién en los métodos basados en Random
Forest, KNN, Mice (Multivariate Imputation by Chained Equations), Predictive Mean Matching (pmm)
y regresion.

Etapa 3. Ajuste y evaluacion del Modelo Beta. Una vez contrastados y probados los métodos de
tratamiento de datos faltantes, el proyecto se propone realizar la modelacién de la tasa de pobreza con
cada una de las bases imputadas; esta modelacion culminara con la comprobacion de la calidad en las
estimaciones arrojadas a partir del coeficiente de determinacién, analisis de residuales y andlisis de datos
influyentes.

Etapa 4. Definicion y justificacién de la metodologia. Finalmente, y con base en los resultados
obtenidos en la etapa inmediatamente anterior, se procedera a definir la metodologia més idénea para la
imputacién de datos faltantes en modelos de regresién beta con aplicacién a la estimacién de la tasa de
pobreza en municipios de Colombia.
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5. Hallazgos

En este apartado se busca exponer y analizar los resultados empiricos obtenidos de la aplicacion de la
metodologia desarrollada para el tratamiento de la informacién faltante en las covariables. El proceso
inicia con una etapa exploratoria de los datos, para luego analizar el comportamiento de los datos
faltantes e implementar estrategias de tratamiento de dichos datos, para luego definir el modelamiento
con la confirmacién de la coherencia entre la estrategia de imputacién y el Modelo de Regresién Beta,
para posteriormente efectuar la validacién de la solidez de los datos mediante el andlisis de sus residuales.

El valor agregado del presente estudio esta orientado en la interpretacion de cémo las variables explica-
tivas inciden sobre la Tasa de Pobreza Multidimensional de los municipios de Colombia en 2018. Estos
hallazgos permiten generar conocimiento aplicado de alto valor para el diseno y focalizacién de politicas
publicas efectivas destinadas a la mitigacién de la pobreza en el contexto nacional.

5.1. Sobre los datos

La base de datos utilizada en este analisis estd compuesta por 1.122 registros, correspondientes a la
totalidad de los municipios de Colombia, segin la codificacién oficial del DANE. Cada registro contiene
informacién asociada a un municipio especifico, e incluye tanto identificadores administrativos (cédigo
DANE del municipio, cédigo del departamento, y nombre del municipio) como un conjunto de 18 variables
socioeconémicas y de cobertura de servicios publicos, recopiladas para el ano 2018.

Las variables cubren dimensiones relevantes para el andlisis territorial y de bienestar, tales como la
proporcién del Indice de Pobreza Multidimensional (IPM), la densidad poblacional, y los porcentajes de
poblacién urbana y rural. También se incluyen indicadores de Necesidades Bésicas Insatisfechas (NBI)
en areas urbanas y rurales, asi como variables relacionadas con la cobertura de servicios esenciales.

Adicionalmente, se contempla informacién sobre la inversion en justicia y seguridad, el valor agregado
municipal, el déficit habitacional y la Medida de Desempenio Municipal (MDM), lo cual permite un
analisis integral de las condiciones de vida y el desarrollo institucional a nivel municipal. En atencién del
propdsito del presente trabajo, la base de datos presenta algunos valores faltantes en ciertas variables,
lo que motiva la aplicacién de técnicas de andlisis y tratamiento de datos incompletos como parte del
presente estudio.

5.2. Analisis de datos faltantes

se emplearon las librerfas mice y naniar del lenguaje R. Estas herramientas permiten detectar no solo el
porcentaje de valores ausentes por variable, sino también los patrones de ausencia y una posible clasifi-
cacién del mecanismo de omisién en las categorfas estdndar: MCAR (Missing Completely At Random),
MAR (Missing At Random) y NMAR, (Not Missing At Random).

5.2.1. Datos faltantes por variable

El analisis inicial revelé que varias variables presentan una proporcién considerable de valores ausentes,
concentrandose principalmente en los indicadores relacionados con la cobertura de servicios ptblicos:
cobertura de internet, cobertura de gas natural, cobertura de energia eléctrica y cobertura de aseo como
se observa a continuacion:
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Variables

Cobertura de Internet

Cobertura de Gas Natural

Cobertura de Energia Eléctrica

Cobertura de aseo

Porcentaje de inversién - Justicia y seguridad

NBI - en el area urbana
NBI - en el érea rural

MDM 2018

Densidad
Cobertura salud

Valor agregado municipal

P je poblacion urbana
Porcentaje poblacién rural
Cobertura neta en educacion
Cobertura de alcantarillado
Cobertura de acueducto
DEFVIV

Proporcién IPM

Municipio

Cédigo Departamento
CODIGO

# Missing

Figura 2. Cantidad de datos faltantes por variable

5.2.2. Patron de datos faltantes

El andlisis fue complementado mediante la funcién gg miss_upset de la libreria naniar, que permite
identificar patrones especificos de combinacién entre variables faltantes. En la figura siguiente se muestran
los distintos grupos de observaciones que comparten estructuras comunes de omisién.

Intersection Size

Co I NA
Porcentae de mversion_Justiciay seguridad_NA

20
Set Size

0 10

°

DEFVIV_NA
Porcentaje poblacion.urbana NA
Rorceniaje poslacion rural fA

alor

Cobertura neta.en educacion_NA
Densidad poblacional NA~
NBI. en el area urbana
NBI_ en el area rural_NA
DM 2018 NA

obertura de aseo
Cobertura de Energia ERctrica NA
Cobertura de Gas.Natural NA
‘Cobertura.de Interet_NA

Figura 3. Patrén de datos faltantes

La figura 3, que representa un Diagrama UpSet, ofrece una visién de las intersecciones en la ausencia de
datos (NA) entre las covariables; de la misma forma, la barra izquierda (el Set Size) confirma lo esperado:
las variables relacionadas con Cobertura de Internet y Cobertura de Gas Natural son, individualmente,
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las mas problematicas en términos de reporte.

Sin embargo, el verdadero valor del grafico reside en la seccién de intersecciones superiores; donde se
observa que la ausencia de datos no es un evento fortuito, de hecho, el patrén mas frecuente y simple (que
afecta a 31 municipios) ocurre cuando tinicamente falta la Cobertura de Internet, gas natural, cobertura
de energia eléctrica y aseo sugiriendo un problema de disponibilidad de esas fuentes.

Aunado a ello, se evidencia un segundo pico, que involucra a 18 municipios. En este grupo, la falta de
datos es compartida por 16 variables cruciales, incluyendo indicadores de NBI y servicios bésicos; por
lo que este patrén estructurado y bien definido sugiere descartar la idea de que los datos sean faltantes
completamente al azar (MCAR).

La evidencia apunta a una falla sistémica en el reporte, posiblemente ligada a las capacidades adminis-
trativas de ciertos municipios y que posibilemente esta relacionada con una clara dependencia entre la
pérdida de datos y el tipo de indicador, lo cual justifica la necesidad de aplicar un método avanzado
de imputacién multiple, buscando preservar la varianza y la incertidumbre en las estimaciones finales
del Modelo de Regresién Beta. Finalmente, el grafico confirma que la gran mayoria de los datos estan
completos (98,1 % de los valores disponibles) y solo un 1,9 % de los datos estédn ausentes, lo que indica
un bajo nivel general de omisién.

5.2.3. Test de Little

Para complementar el andlisis visual y descriptivo de los datos faltantes, se aplica el Test de Little para
MCAR sobre las variables numéricas y sobre el conjunto completo de datos. Este test estadistico evalia
si la ausencia de datos puede considerarse completamente aleatoria (MCAR), es decir, independiente
tanto de las variables observadas como de las no observadas.

El p-valor, siendo menor a 0.05, con 60 grados de libertad y estadistico de 1083 indica que se rechaza
la hipdtesis nula de que los datos faltantes son completamente aleatorios (MCAR). Esto implica que
el mecanismo de omisién en la base de datos no es MCAR, y que la probabilidad de que un dato esté
ausente depende de alguna caracteristica observada o no observada.

Con base en este resultado, se concluye que el patron de datos faltantes corresponde a mecanismos de
tipo MAR (Missing At Random) o NMAR (Not Missing At Random), siendo més probable el primero
dado el analisis exploratorio previo y el contexto de las variables.
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6. Estudio y tratamiento de datos faltantes

Con base en los hallazgos presentados en el apartado anterior, en los que se concluyé que el mecanismo
de omisién no es MCAR (Missing Completely At Random), sino més probablemente MAR, (Missing At
Random), se procede a aplicar y estudiar diferentes técnicas de imputacién, ajustadas en un modelo de
regresion beta, para luego ser evaluadas mediante las medidas de severidad descritas por las reglas de
Rubin para datos faltantes con el fin de restaurar el conjunto de datos.

6.1. Modelo de regresion

En el modelo de Regresién, los resultados derivados de las reglas de Rubin muestran una baja incidencia
de la imputacién multiple sobre la varianza de las estimaciones, lo que refleja una buena estabilidad
estadistica del modelo.

Variable Estimacién RIV Lambda FMI
(Intercepto) —0.4154798 0.37  0.27 0.28
Cobertura Internet —0.0078746 0.20 0.17 0.17
Densidad poblacional —0.0000473 0.14 0.13 0.13
% Poblacién urbana —0.0017531 0.26 0.20 0.21
NBI urbana 0.0059630 0.67 0.40 0.42
NBI rural 0.0138017 0.32 0.25 0.25
Valor agregado municipal —0.0004533 1.86 0.65 0.67
DEFVIV 0.9761495 0.28 0.22 0.23
Cobertura acueducto —0.0022429 0.21 0.17 0.18
Cobertura alcantarillado 0.0019874 0.12 0.11 0.11
Cobertura Energia Eléctrica —0.0035941 1.32 0.57 0.59
Cobertura aseo —0.0046234 0.33 0.25 0.25
Cobertura Gas Natural —0.0006511 0.06 0.06 0.06
Cobertura en educacion —0.0017992 0.30 0.23 0.24
Inversion Justicia y seguridad — —0.9554231 0.10 0.09 0.09
MDM —0.3052139 0.11 0.10 0.10
Cobertura salud 0.1906990 0.22 0.18 0.18
(phi) 55.3814744 0.33 0.25 0.25

Tabla 1. Resultados del Modelo de Regresion

Los valores del aumento relativo en la varianza (RIV) son en su mayoria reducidos, con un rango entre
0.06 y 1.86, lo que indica que el incremento de la varianza debido al proceso de imputacién fue minimo
en casi todas las variables. Unicamente valor agregado municipal (1.86) y cobertura de energfa eléctrica
(1.32) registran incrementos mds notables, aunque se mantienen dentro de niveles moderados que no
comprometen la consistencia del modelo.

El pardmetro (lambda) respalda este comportamiento, sus valores oscilan entre 0.06 y 0.65, con un prome-
dio aproximado de 0.25. Esto significa que solo una cuarta parte de la varianza total de las estimaciones
se atribuye a la informacion faltante imputada, mientras que la mayor parte proviene de la variabilidad
intrinseca de los datos originales. La Fraction of Missing Information (FMI) presenta un patrén similar,
con valores que van de 0.06 a 0.67, concentrandose la mayoria por debajo de 0.30. Tales cifras indican
que la pérdida de informacién debida a la imputacion es baja, y que las estimaciones conservan un alto
grado de precision y fiabilidad.
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6.2. Modelo knn

En el modelo KNN, los indicadores derivados de las reglas de Rubin evidencian una mayor influencia de
la imputacién multiple sobre la varianza de las estimaciones en comparacién con otros modelos como se
puede evidencia a continuacién:

Variable Estimacion ~ RIV ~ Lambda FMI
(Intercepto) —1.1657025 15.13  0.94 0.94
Cobertura Internet —0.0072488 14.53 0.94 0.94
Densidad poblacional 0.0000089 32.71 0.97 0.97
% Poblacion urbana —0.0020249 11.22 0.92 0.93
NBI urbana 0.0011689  4.91 0.83 0.85
NBI rural 0.0112625  4.37 0.81 0.83
Valor agregado municipal 0.0077684 26.37 0.96 0.97
DEFVIV 1.7864337 30.59 0.97 0.97
Cobertura acueducto —0.0007879 10.87 0.92 0.92
Cobertura alcantarillado 0.0037244  7.34 0.88 0.89
Cobertura Energia Eléctrica —0.0021234  2.85 0.74 0.76
Cobertura aseo —0.0041451  6.00 0.86 0.87
Cobertura Gas Natural —0.0010795  1.57 0.61 0.63
Cobertura en educacién —0.0022956  5.61 0.85 0.86
Inversion Justicia y seguridad ~— —0.8797645  1.98 0.66 0.68
MDM —0.0922796  7.83 0.89 0.90
Cobertura salud 0.1731531 2.51 0.71 0.73
(phi) 40.9260589 23.73 0.96 0.96

Tabla 2. Resultados del Modelo knn

Los valores del aumento relativo en la varianza (RIV) presentan una amplia dispersién, con cifras que
van desde 1.57 hasta 32.71. Este rango refleja que la imputacién introdujo un grado considerable de
incertidumbre en la mayoria de las variables, especialmente en aquellas con valores superiores a 20, como
densidad poblacional (32.71), DEFVIV (30.59) y valor agregado municipal (26.37). Tales niveles sugieren
que las estimaciones de estas variables son altamente sensibles a la variabilidad entre imputaciones, lo
que implica menor estabilidad estadistica. En contraste, variables como Cobertura de gas natural (1.57) y
Cobertura de energia eléctrica (2.85) presentan un incremento moderado, indicando una mayor robustez
de sus estimaciones.

Los valores de la fraccién de varianza atribuible a la informacién faltante (lambda) confirman esta
tendencia, situdndose en su mayoria por encima de 0.80 y alcanzando hasta 0.97 en algunas variables.
Esto significa que entre el 80 % y el 97 % de la varianza total de las estimaciones proviene de la informacién
imputada, lo que refleja una fuerte dependencia del proceso de imputacién para la obtencién de los
coeficientes. De manera similar, el FMI (Fraction of Missing Information) muestra valores elevados, con
un rango de 0.61 a 0.97, lo que indica que practicamente todas las estimaciones del modelo estan afectadas
en un grado importante por la presencia de datos faltantes.

6.3. Modelo Random Forest

En el modelo Random Forest, los indicadores derivados de las reglas de Rubin permiten evaluar el impacto
de la imputacién multiple sobre la estabilidad de las estimaciones como se muestra a continuacion:
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Variable Estimacién RIV Lambda FMI
(Intercepto) —0.4434599 1.03  0.51 0.52
Cobertura Internet —0.0072546 0.44 0.31 0.32
Densidad poblacional —0.0000369 0.10 0.09 0.09
% Poblacién urbana —0.0018872 1.08 0.52 0.54
NBI urbana 0.0052417 3.30 0.77 0.78
NBI rural 0.0133399 1.46 0.59 0.61
Valor agregado municipal —0.0022365 1.72 0.63 0.65
DEFVIV 1.1185123 1.86 0.65 0.67
Cobertura acueducto —0.0017752 0.67 0.40 0.41
Cobertura alcantarillado 0.0009914 1.59 0.61 0.63
Cobertura Energia Eléctrica —0.0038483 1.89 0.65 0.67
Cobertura aseo —0.0038517 1.24 0.55 0.57
Cobertura Gas Natural —0.0005411 0.56 0.36 0.37
Cobertura en educacion —0.0021448 1.15 0.54 0.55
Inversion Justicia y seguridad — —1.0024323 0.52 0.34 0.35
MDM —0.2704303 0.33 0.25 0.25
Cobertura salud 0.1678917 0.68 0.41 0.42
(phi) 46.1664937 2.49 0.71 0.73

Tabla 3. Resultados del Modelo Random Forest

Los valores del aumento relativo en la varianza (RIV) muestran una variacién entre 0.09 y 2.50, lo que
indica que, aunque en general la imputaciéon introdujo un nivel moderado de incertidumbre, algunas
variables experimentaron una influencia mas marcada del proceso. En particular, las variables Cobertura
de acueducto (2.33) y Cobertura de energfa eléctrica (2.50) presentan los incrementos més altos, lo que
sugiere una mayor sensibilidad a los datos imputados. Por el contrario,variables como densidad pobla-
cional (0.09) y cobertura de Internet (0.23) muestran una variabilidad minima, reflejando estimaciones
més estables.

En cuanto a la fraccién de varianza atribuible a la informacién faltante (lambda), los valores oscilan
entre 0.09 y 0.71. Esto indica que, para la mayoria de las variables, la incertidumbre asociada a los datos
faltantes no supera el 50% de la varianza total,aunque variables como NBI rural (0.63) y cobertura
eléctrica (0.71) evidencian una mayor dependencia del proceso de imputacién. De manera similar, los
valores del FMI (Fraction of Missing In formation) se mantienen en un rango comparable (0.09-0.73),
reforzando la idea de que la informacién imputada tuvo un peso moderado, pero no despreciable,en el
célculo de los coeficientes.

En conjunto, estos resultados sugieren que el modelo Random Forest conserva una adecuada estabilidad
estadistica tras la imputaciéon multiple, con niveles de incertidumbre manejables en la mayoria de las
variables. No obstante, los valores elevados de RIV y FMI en algunas variables vinculadas al acceso a
servicios bésicos y a las condiciones rurales advierten la necesidad de interpretar sus efectos con cautela,
considerando que parte de su variabilidad podria estar influenciada por la proporcién de datos imputados.

6.4. Modelo pmm

En el modelo pmm, los indicadores derivados de las reglas de Rubin evidencian un nivel bajo de incer-
tidumbre asociada a la imputaciéon multiple, lo que sugiere que las estimaciones obtenidas son estadisti-
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camente estables y poco afectadas por los datos faltantes.

Variable Estamaciéon RIV Lambda FMI
(Intercepto) —0.3949127 047  0.32 0.33
Cobertura Internet —0.0078325 0.12 0.11 0.11
Densidad poblacional —0.0000472 0.07 0.06 0.07
% Poblacién urbana —0.0016074 0.24 0.20 0.20
NBI urbana 0.0057036 0.81 0.45 0.46
NBI rural 0.0137559 0.33 0.25 0.25
Valor agregado municipal —0.0006704 0.88 0.47 0.48
DEFVIV 0.9841300 0.11 0.10 0.10
Cobertura acueducto —0.0023195 0.29 0.23 0.23
Cobertura alcantarillado 0.0019090 0.10 0.09 0.09
Cobertura Energia Eléctrica —0.0038566 1.11 0.53 0.54
Cobertura aseo —0.0046603 0.14 0.12 0.12
Cobertura Gas Natural —0.0006479 0.18 0.15 0.16
Cobertura en educacion —0.0018700 0.26 0.21 0.21
Inversion Justicia y seguridad — —0.8747598 0.43 0.30 0.31
MDM —0.2942434 0.24 0.19 0.20
Cobertura salud 0.2002173 0.28 0.22 0.22
(phi) 55.0361593 0.36 0.26 0.27

Tabla 4. Resultados del Modelo pmm

Los valores del aumento relativo en la varianza (RIV) se mantienen consistentemente bajos, variando
entre 0.07 y 1.11, con la mayoria de las variables por debajo de 0.5. Esto implica que la imputacion
apenas incrementé la varianza de los estimadores, y que el proceso de imputacién multiple introdujo una
minima distorsién en los resultados. Solo la variable Cobertura de energfa eléctrica (1.11) presenta un
incremento ligeramente superior, aunque atin dentro de niveles aceptables de estabilidad.

El pardmetro (lambda) refuerza esta conclusion, los valores oscilan entre 0.06 y 0.53, con un promedio
cercano a 0.25, lo que significa que menos de una tercera parte de la incertidumbre total de las esti-
maciones proviene de la informacién imputada. Este patréon sugiere que la mayor parte de la varianza
observada responde a la variabilidad real de los datos y no al efecto de la imputacién.

De manera similar, el FMI (Fraction of Missing Information) presenta valores bajos, situdndose ma-
yoritariamente entre 0.09 y 0.54. En general, un FMI inferior a 0.30 se considera indicador de buena
estabilidad y escasa pérdida de informacién; en este modelo, casi todas las variables cumplen esa condi-
cién, con excepcion de la cobertura eléctrica, que alcanza un valor de 0.54.
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7. Seleccion del modelo de imputacién

La tarea de seleccionar el método de imputacion mas adecuado, dado la complejidad de los patrones
faltantes identificados en las covariables de la Tasa de Pobreza Multidimensional, requiere ir mas alla
de la simple revisién visual. Con este fin, se ha adoptado el marco tedérico de la imputacién miltiple
desarrollado por Rubin (1987), el cual permite colapsar las multiples bases de datos completadas en un
conjunto de métricas resumidas y unificadas. Especificamente, se ha calculado el Incremento Relativo de la
Varianza (RIV), el Factor de Incremento de la Varianza debido a la falta de informacién () y la Fraccién
de Informacién Faltante (F'MI o «y) para cada método de imputacién evaluado (Regresién Lineal, kNN,
Random Forest y pmm). Estos indicadores multivariados son esenciales, pues no solo cuantifican la
proporcién de variabilidad en las estimaciones atribuible a la informacién faltante, sino que también
orientan hacia el modelo que genera menor incertidumbre. La eleccién final, guiada por el método que
minimice el RIV y las métricas asociadas, garantiza la robustez de las inferencias posteriores en el Modelo
de Regresion Beta.

Método de Imputacion RIV (r) Lambda (A) FMI (v)
Regresién Lineal (Reg) 0.402 0.237 0.243
K-Nearest Neighbors (knn) 11.470 0.852 0.862
Random Forest (RF) 1.240 0.493 0.506
Predictive Mean Matching (pmm)  0.350 0.232 0.236

Tabla 5. Resumen de las Métricas Multivariadas de Rubin por Método de Imputacién

El método de Predictive Mean Matching (pmm) representa una de las estrategias mds consistentes y
fiables para la imputaciéon miltiple de datos faltantes, particularmente cuando se busca preservar la
distribucién empirica y la coherencia interna del conjunto original. A diferencia de los métodos com-
pletamente paramétricos, el pmm combina la capacidad predictiva de un modelo de regresiéon con un
procedimiento de emparejamiento basado en valores observados, de modo que cada imputacién proviene
de casos reales con medias predichas similares [Little (1988); Rubin (1987)]. Esta combinacién hibrida
permite mantener la integridad de las relaciones multivariadas y evita la generacion de valores artificiales
o estadisticamente improbables, aspecto crucial en estudios explicativos.

Por lo anterior, los resultados obtenidos mediante las reglas de Rubin confirman la robustez del pmm,
donde los valores de RIV, lambda y FMI se mantuvieron consistentemente bajos, evidenciando un impacto
minimo de la imputacién en la varianza total y una excelente estabilidad entre imputaciones. Esto implica
que los coeficientes estimados son poco sensibles al proceso de imputacién, lo que refuerza la validez de
las inferencias realizadas a partir del modelo final. En comparacién con otros métodos, el pmm ofrece
una mayor precisién imputacional sin incrementar de forma artificial la incertidumbre estadistica, lo que
se traduce en estimaciones més estables y confiables.

Ademas, estudios previos han demostrado que el pmm tiende a reproducir de manera mas fiel la variabili-
dad natural de los datos, incluso en contextos con distribuciones asimétricas, valores atipicos o relaciones
no lineales [Van Buuren y Groothuis-Oudshoorn (2011) & Morris et al. (2015)]. Su cardcter parcialmente
estocastico permite reflejar la incertidumbre inherente a la imputacién, sin alterar la coherencia interna
del modelo. Esto contrasta con enfoques puramente paramétricos —como la imputacién por regresion
lineal— que suelen subestimar la varianza y distorsionar las correlaciones entre variables [Seaman et al.
(2012)].

En consecuencia, la eleccién del pmm en este estudio no solo se justifica por fundamentos tedricos, sino
también por evidencias empiricas de estabilidad y consistencia. Al preservar las propiedades originales
del conjunto de datos y minimizar la influencia del proceso de imputacion sobre las estimaciones finales,
el pmm garantiza que los resultados del modelo explicativo sean metodolégicamente sélidos, comparables
y estadisticamente realistas. Por estas razones, el pmm se consolida como la opcién méas adecuada entre
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los métodos evaluados.

8. Limites frente al modelamiento de la pobreza en Colombia:
Comparativa de modelos

El anélisis econométrico de la pobreza ha transitado de la linealidad cldsica hacia modelos que respeten
la naturaleza acotada del Indice de Pobreza Multidimensional (IPM). Dado que el IPM es una proporcién
situada en el intervalo [0,1], su modelizacién enfrenta desafios criticos como la asimetria persistente
y la heterocedasticidad no lineal, donde la variabilidad de las privaciones cambia en funcién de su
intensidad territorial. Histéricamente, el modelo Tobit intentd gestionar estos limites mediante el supuesto
de censura, pero el consenso académico contemporaneo ha demostrado que este enfoque es ineficiente
para datos que no son truncados, sino proporciones naturales [Ramalho, Ramalho & Murteira (2011)].

En respuesta, la literatura especializada convergié hacia el Logit Fraccional, que ofrece robustez sin
supuestos distributivos rigidos [Papke & Wooldridge (2011)]. No obstante, para capturar la compleja
heterogeneidad territorial de Colombia, la Regresién Beta se ha consolidado como la opcién superior,
al permitir una parametrizaciéon flexible que modela de forma independiente la media y la precisién
de la distribucién [Cribari-Neto & Zeileis (2010); Ospina & Ferrari (2012)]. La siguiente tabla técnica
fundamenta la seleccion de la herramienta con mayor capacidad para capturar las asimetrias propias del

IPM.

Caracteristica / Modelo

Regresiéon Beta

Logit Fraccional

Modelo Tobit

Soporte Tedrico

Asume que la variable de-
pendiente sigue una dis-
tribuciéon Beta, la cual es
flexible y estd disenada
explicitamente para mo-
delar proporciones conti-
nuas en el intervalo (0, 1).

Utiliza una distribucién
binomial o quasi-binomial
y un enlace logit. Es ro-
busto para proporciones
que si incluyen 0 y 1 exac-
tos.

Asume una variable la-
tente subyacente que esta
truncada o censurada en
0 y 1, lo cual es tedrica-
mente incorrecto para una
proporcién observada co-
mo el IPM.

Manejo de Limites

Restriccién estricta (0, 1).
Requiere una transforma-
cién menor si los datos
contienen 0 o 1 exactos.

Admite valores exactos de
0y 1 (intervalo [0, 1]).

Asume que los datos fuera
de los limites estdan “cen-
surados” (no observados),
lo cual no aplica a una
proporciéon calculada del
IPM.

Supuestos Estadisticos

Modela la media condicio-
nal y la dispersién (va-
rianza) de la proporcién
de manera independien-
te. Maneja heterocedasti-
cidad naturalmente.

La varianza estd ligada
a la media (inherente al
GLM), lo que puede ser
restrictivo si la dispersion
del IPM es alta o variable.

Asume normalidad subya-
cente y homocedasticidad,
supuestos que a menudo se
violan con datos de pro-
porciones.

Justificacion para IPM Colombia

El IPM es una medi-
da de brecha y severidad
que usualmente resulta en
proporciones continuas (0
iIPM i1). La distribucién
beta es el estandar meto-
dolégico para este tipo de
variables en econometria y
salud publica.

Es una alternativa via-
ble si muchos municipios
tienen exactamente 0% o
100% de pobreza, pero
menos eficiente si todos los
datos estdn en el rango in-
termedio.

Teéricamente débil para
modelar el IPM, ya que la
“pobreza” no es una varia-
ble latente censurada, sino
una medida calculada de
privaciones.

Tabla 6. Comparacién tedrica de modelos para el analisis del IPM

En consecuencia, la evidencia tedrica y empirica presentada en la Tabla 1 justifica la eleccién del modelo
de regresion beta como la herramienta superior para analizar el IPM en Colombia. La principal fortaleza
de este enfoque radica en su alineacién con la naturaleza probabilistica de la variable dependiente, que
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se adhiere a una distribuciéon beta, permitiendo un ajuste flexible a la asimetria persistente y la
heterocedasticidad [Cribari-Neto y Zeileis, 2010]. Esto contrasta fuertemente con las limitaciones del
modelo Tobit, cuyos supuestos de normalidad y censura son teéricamente incompatibles con una medida
de proporcién, y supera la rigidez del Logit Fraccional en la modelizacién de la varianza. Al preservar las
propiedades originales del conjunto de datos y modelar la dispersién de forma independiente, la regresion
beta minimiza la influencia del proceso de estimacién sobre las inferencias finales, lo que se traduce en
coeficientes mas estables y confiables para la toma de decisiones de politica ptublica.

9. Modelo de regresiéon beta con imputadacion pmm

Los resultados consolidados de la Regresion Beta aplicada a la proporcién del Indice de Pobreza Multi-
dimensional (IPM), utilizando estimaciones combinadas (pooled) tras la imputacién miltiple, confirman
que los factores estructurales y de acceso a servicios bésicos son determinantes primordiales de la varia-
bilidad del indicador.

Variable Estimacion  Error Estandar  Estadistico GL Valor p

(Intercepto) —0.3949127 0.1683155 —2.3462650 115.4991800 0.0206670
Cobertura Internet —0.0078325 0.0013172 —5.9462590 539.1246500  0.0000000
Densidad poblacional —0.0000472 0.0000201 —2.3487700 788.6542400 0.0190818
% Poblacién urbana —0.0016074 0.0008861 —1.8139860 258.2930000 0.0708148
NBI urbana 0.0057036 0.0011372 5.0153830  62.8449400 0.0000046
NBI rural 0.0137559 0.0008941 15.3853900 180.6446000 0.0000000
Valor agregado municipal —0.0006704 0.0019383 —0.3458662  57.8610000 0.7306977
DEFVIV 0.9841300 0.0905026 10.8740600 604.2673800  0.0000000
Cobertura acueducto —0.0023195 0.0006932 —3.3458670  206.0703400 0.0009747
Cobertura alcantarillado 0.0019090 0.0007800 2.4472720  631.4293500 0.0146656
Cobertura Energia Eléctrica —0.0038566 0.0014097 —2.7528130  46.0351400 0.0084269
Cobertura aseo —0.0046603 0.0008620 —5.4063050 488.2066900  0.0000001
Cobertura Gas Natural —0.0006479 0.0005433 —1.1924990 363.9864600 0.2338424
Cobertura en educacion —0.0018700 0.0007589 —2.4667930 237.1714600 0.0143439
Inversién Justicia y seguridad —0.8747598 0.4717513 —1.8542820 127.3158500 0.0601276
MDM —0.2942434 0.1437209 —2.0473250 264.4403900 0.0416143
Cobertura salud 0.2002173 0.0617008 3.2449720 218.2368000 0.0013593
Pardmetro de Precisién (¢) 55.0361600 2.6893430 20.4645300 160.5451500 0.0000000

Tabla 7. Resultados del Modelo de Regresion Beta

El parametro de precisién estimado, gZ; = 55.036, es notablemente alto, lo que se traduce en una dispersion
relativamente baja de los datos alrededor de la media predicha p;. Este alto valor de (ngS > 1) sugiere una
buena capacidad de ajuste del modelo, indicando que las covariables seleccionadas logran capturar una
parte significativa de la heterogeneidad en las proporciones de IPM observadas entre municipios.

En cuanto a los coeficientes de la media (u;), diversas variables socioeconémicas y de servicios ejercen
una influencia estadisticamente significativa sobre la proporcién de IPM. Se confirma que indicadores de
privacién como el Déficit de Vivienda (DEFVIV), con un coeficiente positivo de 5 = 0.9841, y el NBI en

el drea rural (§ = 0.0138), estdn fuertemente asociados con un incremento en la proporcién de IPM.

Estos resultados subrayan la persistencia de las necesidades bésicas insatisfechas en las areas rurales y
la precariedad habitacional como motor clave de la pobreza multidimensional. De manera similar, la
Cobertura en Salud presenta un coeficiente positivo (B = 0.2002), lo cual, de forma contraintuitiva,
podria reflejar un efecto de interaccion o saturacién donde municipios con alta cobertura atn enfrentan
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retos de calidad y acceso que se traducen en una mayor medicién de la pobreza en otras dimensiones del
IPM.

Por otro lado, se identifican variables asociadas con una reduccién en la proporcién de IPM. Por ejemplo,
una mayor Inversién en Justicia y Seguridad (B = 0.8748) y el indice de MDM 2018 (B = 0.2942)
se asocian negativamente con el IPM. Estos hallazgos sugieren que una mejor gobernanza y mayores
asignaciones de recursos a la seguridad impactan positivamente en la reduccién de la pobreza. Las
coberturas de servicios, como la Cobertura de Energia Eléctrica (B = 0.0039), también muestran el signo
negativo esperado, si bien su magnitud es pequena, lo que sugiere que la infraestructura basica elemental

tiene un efecto marginal en municipios donde ya estd relativamente avanzada.

Finalmente, la robustez de las estimaciones se ve respaldada por los diagnésticos de la imputacion
multiple. Los valores de la Fraccién de Informacién Faltante (FMI) y el Incremento Relativo de Varianza
(RIV), que son consistentemente bajos para la mayoria de las variables (RIV & 0.03 para las variables
estructurales), indican que la incertidumbre y la variabilidad explicada por el proceso de imputacién son
minimas. Esto refuerza la estabilidad de las estimaciones (B) y confirma que el andlisis combinado de los
modelos es altamente fiable, permitiendo una interpretacion robusta de los principales determinantes del

IPM.

10. Analisis de residuales del modelo de regresién beta

La validacion de un modelo de regresién se considera incompleta sin una evaluacion rigurosa de sus
supuestos a través del andlisis de residuales; por lo cual, los modelos disenados para variables de res-
puesta limitadas en el intervalo (0,1), como la Regresién Beta, resultan insuficientes las metodologias
tradicionales de residuales. Ello se debe a que la distribucion de los errores en la Regresién Beta presenta
una naturaleza heteroceddstica y no gaussiana inherente a la distribucién Beta [Ferrari y Cribari-Neto
(2004)].

Por lo tanto, para lograr un diagndstico fiable del modelo, se requiere la aplicaciéon de residuales ajus-
tados que transformen la estructura del error a un marco que se aproxime al comportamiento normal.
Especificamente, se ha consolidado el uso de los residuales de cuantiles (quantile residuals), un método
robusto propuesto por Dunn y Smyth (1996) y ampliamente adoptado en plataformas de cémputo es-
tadistico contemporéneo [R Core Team (2024)]. La principal ventaja de este enfoque radica en que, bajo
la hipotesis de un modelo correctamente especificado, los residuales resultantes se distribuyen como una
Normal estandar.

Dicha propiedad facilita el uso de herramientas de diagndstico gréfico convencionales (tales como los
graficos de probabilidad Normal) para evaluar de manera confiable la linealidad del predictor, la presencia
de valores atipicos y la independencia de las observaciones. Con base en lo anterior, el diagndstico
subsiguiente se fundamenta en la inspeccién de estos residuales especificos para asegurar la validez y la
solidez del modelo Beta.

10.1. Residuales de Pearson

En conjunto, los resultados del diagnéstico indican que los modelos de Regresion Beta ajustados sobre los
conjuntos imputados son estadisticamente robustos y consistentes. La estabilidad de los residuales,
la ausencia de patrones sisteméaticos y la adecuada aproximacién a la normalidad confirman que los
datos imputados son apropiados para el andlisis combinado y permiten realizar una inferencia valida
y confiable de los coeficientes de regresién.
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En cada uno de los 15 paneles, se observa que los residuales estdn distribuidos de manera aleatoria
alrededor de la linea de referencia cero (la linea roja discontinua), sin mostrar patrones sistemadticos
como curvaturas o la forma de embudo. Esta dispersion uniforme y centrada indica que se cumplen
los supuestos clave de la modelizacién estadistica, especificamente la linealidad y la homocedasticidad
(varianza constante de los errores). Por lo tanto, el anédlisis sugiere que el modelo empleado para el
proceso de imputacion es estadisticamente véalido y los conjuntos de datos resultantes son apropiados
para el subsiguiente analisis combinado.

Abon s

Residuales de Pearson

AN on s

0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 025 0.50 0.75 025 0.50 0.75

AN own

0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75
Valores ajustados

Figura 4. Residuales vs Ajustados por imputacién

Complementando el diagndstico de los valores ajustados, el andlisis de la Distribuciéon de Residuales
de Pearson para cada una de las 15 imputaciones refuerza la validez de los modelos utilizados. En
cada histograma (numerado del 1 al 15), se observa que la distribucién de los residuales se aproxima a
una forma acampanada y simétrica, lo que es indicativo de una distribucién aproximadamente normal.
La media de los residuales en todos los paneles, marcada por la linea discontinua roja, se encuentra
consistentemente cerca de cero.

Este hallazgo es fundamental, ya que la normalidad de los errores es un supuesto estadistico clave para la
correcta inferencia en los modelos de regresion. La consistencia en la forma de la distribuciéon a través de
todas las imputaciones sugiere que el mecanismo de imputacién ha generado errores que son homogéneos y
adecuadamente distribuidos, confirmando la robustez y la fiabilidad de los conjuntos de datos imputados
para el andlisis posterior.
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Figura 5. Distribucién de residuales de Pearson por imputacién

Finalmente, el Grafico Normal Q-Q (Quantile-Quantile) proporciona una evaluacién detallada del supues-
to de normalidad de los residuales del modelo. En este grafico, los cuantiles muestrales de los residuales
(eje Y) se comparan con los cuantiles teéricos de una distribucién normal esténdar (eje X).

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

I T I I I
4 -2 0 2 4

Theoretical Quantiles

Figura 6. Grafico Normal Q - Q

La mayorfa de los puntos (los circulos negros) siguen estrechamente la linea recta de referencia (la
linea roja), especialmente en el rango central, lo que es una fuerte evidencia de que los residuales se
distribuyen aproximadamente de forma normal. No obstante, se observa una desviacién notable en las
colas inferiores (valores negativos), donde los puntos se separan de la linea recta. Esta separacién indica
que la distribucién de los residuales presenta colas més pesadas o una asimetria leve en la parte inferior
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de lo que se esperaria de una normal perfecta. Aunque la desviacién en las colas merece consideracion,
la buena alineaciéon en la region central sugiere que la asunciéon de normalidad es lo suficientemente
adecuada para fines de inferencia, aunque se debe reconocer la posible presencia de valores atipicos o
una ligera asimetria en los errores.

10.2. Residuales Cuantil

Si bien existe una excelente alineacién con la linea recta de referencia en el rango central (cerca de
cero), lo cual sugiere que la mayoria de los errores son adecuadamente modelados, se observan fuertes y
preocupantes desviaciones en ambas colas. Especificamente, en la cola inferior (izquierda), los cuantiles
muestrales se curvan notablemente hacia abajo, indicando una cola pesada o la presencia de valores
atipicos (outliers) negativos extremos; de manera similar, en la cola superior (derecha), los puntos se
curvan abruptamente hacia arriba, senalando la existencia de outliers positivos extremos.
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Figura 7. Grafico QQ Normal (Residuales Cuantil Agregados)

El analisis de la distribuciéon de Residuales Cuantil por imputacién muestra un resultado diagndstico
aceptable para los modelos de Regresién Beta ajustados a los 15 conjuntos de datos imputados. En
cada uno de los paneles, la distribucién de los residuales se aproxima de manera muy cercana a la
forma acampanada y simétrica esperada de una Distribucién Normal Estdndar N(0,1). La media (linea
discontinua roja) estd centrada consistentemente en cero, y la gran mayorfa de los valores caen dentro
del rango esperado de -2.5 a 2.5.
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Esta uniformidad y consistencia a través de todas las imputaciones confirman que el supuesto fundamental
de que los errores siguen una distribuciéon normal se cumple. Este hallazgo es un fuerte indicativo de que
el modelo estd correctamente especificado para la distribucién de la variable de respuesta, lo que a su
vez valida la confiabilidad y la robustez de la inferencia combinada de los coeficientes de regresién.
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Figura 8. Distribucién de Residuales Cuantil por Imputacion

10.3. Anadlisis de Influencia (Distancia de Cook)

El grafico de la Distancia de Cook por Observacién y por Imputacién indica que los modelos de Regresion
Beta son robustos y estables ante la influencia de las observaciones individuales. La gran mayoria de los
puntos en las 15 imputaciones se agrupan consistentemente cerca del eje cero y no superan un umbral
de influencia que se consideraria problematico.

Los valores de la Distancia de Cook, que miden cudnto cambiarian las estimaciones de los coeficientes si
se eliminara una observacién, son mayoritariamente inferiores a 0.05.
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Figura 9. Distancia de Cook por Observacién y por Imputacién

No obstante, se identifican picos de influencia moderada (entre 0.05 y 0.15) en cada panel. Estos picos
sugieren que algunas observaciones son sistemdaticamente maés influyentes que el promedio a través de los
conjuntos de datos imputados. Aunque estos valores no son lo suficientemente altos como para requerir la
eliminacion o un ajuste del modelo, su consistencia valida el hallazgo de los outliers extremos observados
en el Grifico Q-Q Normal. En conjunto, este andlisis confirma que, a pesar de la presencia de unos pocos
valores atipicos, estos no ejercen una distorsion critica en la estimacién de los coeficientes, lo que respalda
la confiabilidad del andlisis combinado.
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11. Municipios de interés

El analisis de la tabla que se presenta a continuacién se centra en un grupo especifico de 20 municipios
que han exhibido las mayores porcentajes de datos faltantes (NA) en el conjunto de variables explicativas
del modelo. Esta focalizacién no es casual; representa una validacién crucial de la robustez del modelo de
Regresion Beta frente a la imputacion de datos faltantes a través del método Predictive Mean Matching
(pmm). La tabla expone la Proporcién del Indice de Pobreza Multidimensional (IPM) observada en cada
municipio junto con la media predicha por el modelo, y los respectivos intervalos de confianza (limite
inferior/limite superior).

El objetivo principal es evaluar si las predicciones del modelo se ajustan razonablemente a los valores
reales del IPM, incluso en los casos donde la incertidumbre por la falta de informacion fue mayor.
Una buena concordancia entre la proporcién observada y la media predicha, con intervalos de confianza
estrechos que capturen el valor real, servird como un indicador de que el modelo y el proceso de imputacion
han logrado construir estimaciones fiables, permitiendo asi dar plena trazabilidad y confianza a los
resultados finales del estudio.

Municipio Proporciéon IPM  Predichos L. Inf L. Sup % NA
EL ENCANTO 0.775 0.78 0.71 0.85 0.67
LA CHORRERA 0.881 0.81 0.71 0.92 0.67
LA PEDRERA 0.909 0.81 0.68 0.94 0.67
LA VICTORIA 0.964 0.81 0.72 0.90 0.67
MIRITT - PARANA 0.912 0.81 0.70 0.92 0.67
PUERTO ALEGRIA 0.824 0.76 0.62 0.91 0.67
PUERTO ARICA 0.846 0.81 0.74 0.88 0.67
PUERTO SANTANDER 0.887 0.81 0.68 0.93 0.67
TARAPACA 0.800 0.77 0.68 0.85 0.67
BARRANCO MINAS 0.865 0.79 0.68 0.89 0.38
MAPIRIPANA 0.955 0.83 0.75 0.91 0.71
SAN FELIPE 0.883 0.81 0.71 0.91 0.67
PUERTO COLOMBIA 0.963 0.84 0.79 0.89 0.67
LA GUADALUPE 0.841 0.80 0.69 0.90 0.67
CACAHUAL 0.901 0.79 0.67 0.91 0.67
PANA PANA 0.985 0.85 0.81 0.89 0.67
MORICHAL 0.957 0.83 0.74 0.91 0.67
PACOA 0.984 0.85 0.79 0.91 0.67
PAPUNAUA 0.979 0.83 0.76 0.91 0.67
YAVARATE 0.948 0.84 0.80 0.89 0.67

Tabla 8. Tabla de Predicciones del Modelo de Regresién Beta (con imputacién pmm)

11.1. Analisis comparativo

La tabla 7 muestra un alto y consistente indice de pobreza en los municipios (dreas no municipalizadas
para 2018) seleccionadas. En este sentido, en la mayoria de los casos, la media predicha se agrupa en un
rango estrecho (aproximadamente entre 0.79 y 0.85). Este agrupamiento no implica un fallo del modelo,
sino que refleja su capacidad para estabilizar la estimacién en municipios donde la falta de informacién
podria introducir alta variabilidad. El modelo, al ser robusto, tiende a predecir valores cercanos a la
medida global condicionada por las variables disponibles. La clave interpretativa reside en los Intervalos
de Confianza, lo que indica que el modelo logra estimar el nivel de pobreza de manera confiable.
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Los Intervalos de Confianza (CI) del 95% (1imite inferior y limite superior) son notablemente
amplios para algunos municipios (por ejemplo, LA PEDRERA, 0.68 a 0.94), lo que refleja una alta in-
certidumbre en la estimacién en esas areas, probablemente debido a la cantidad significativa de datos
faltantes (% NA), que en la mayoria de los casos es del 64 %. A pesar de esta incertidumbre, las predic-
ciones en casi todos los municipios son coherentes con las proporciones observadas, lo que confirma la
adecuacion del modelo para la estimacién de la pobreza a pequenas areas.

11.2. Error cuadratico medio (ECM), el coeficiente de determinacién (R?)

Respecto al valor del error cuadréatico medio del modelo de regresién beta ajustado mediante el proceso
de imputacién pmm, arrojo un valor aproximado de 0.0036, lo que muestra que las diferencias entre
los valores observados del IPM y los valores que el modelo predice son muy pequenas. Es decir, que
el modelo logra representar bastante bien la realidad de los municipios respecto al indice de pobreza
multidimensional, ya que el nivel de error promedio es bajo.

Por otra parte, el coeficiente de determinacién obtenido fue de 0.8618, lo que significa que el modelo
explica alrededor del 86 % de la variabilidad observada en el Indice de Pobreza Multidimensional (IPM).
En otras palabras, la mayoria de los cambios que se observan en los valores del IPM pueden ser entendidos
a partir de las variables incluidas en el modelo. Lo anterior indica que el modelo tiene una buena capacidad
para describir el comportamiento del IPM y que las variables seleccionadas aportan informacién relevante
para entender las diferencias en los niveles de pobreza entre los municipios analizados.
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12. Indice de pobreza multidimensional (IPM) municipal en Co-
lombia

La comparacion cartografica entre los datos originales de la “Proporcién IPM” y los valores predichos por
el modelo refleja visualmente estos resultados estadisticos. Los patrones espaciales son coherentes debido
a que las zonas de alta pobreza se concentran en el suroccidente, la Amazonia y el Caribe, mientras que
las regiones del centro y oriente exhiben niveles menores. No obstante, el mapa de predicciones muestra
una distribucién suavizada, con menor dispersién que los valores observados, lo cual es consistente con la
naturaleza del modelo Beta y el alto valor del parametro (13 Esta suavizacién indica que el modelo capta
correctamente las tendencias centrales y la estructura espacial de la pobreza, reduciendo la influencia de
valores extremos y generando estimaciones més estables.

Datos originales 'Proporcion IPM' IPM Predicho con modelo
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Figura 10. Mapa de calor del Indice de Pobreza Multidimensional (IPM) 2018

En conjunto, los resultados empiricos, los diagnédsticos de residuales y la evidencia geografica apuntan
hacia un modelo de Regresién Beta robusto, bien calibrado y estadisticamente sélido. El proceso de
imputacién multiple garantizé la validez inferencial y preservé la estructura de los datos originales,
mientras que la capacidad del modelo para reproducir los patrones espaciales del IPM confirma su
pertinencia para el andlisis territorial de la pobreza multidimensional en Colombia. Por tanto, los valores
predichos pueden considerarse una representacién fiable y generalizable del fenémeno, apta para orientar
politicas publicas focalizadas y anélisis comparativos entre municipios.
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13. Consideraciones estadisticas finales

13.1. Comparativas entre las funciones de enlace

En el desarrollo de una regresién beta, la eleccién de la funcién de enlace g(p) no es una decisién mera-
mente procedimental, sino una determinacién sobre la geometria de la relacién entre los determinantes
sociales y la variable dependiente; en este caso, el Indice de Pobreza Multidimensional (IPM). Dado que
la distribucién beta es intrinsecamente flexible y se define en el intervalo abierto (0, 1), el enlace tiene
la tarea critica de vincular el predictor lineal con la media de la respuesta, garantizando que las estima-
ciones se mantengan estrictamente dentro de los limites tedricos del indice. Enlaces como logit, probit,
log-log y clog-log ofrecen distintas sensibilidades frente a la asimetria y el comportamiento de las colas
de la distribucién. Por ejemplo, mientras el logit asume una simetria logistica, el probit se fundamenta
en la normalidad de una variable latente, lo que suele ajustarse con mayor precisién a fenémenos sociales
donde la transicién hacia la privacién sigue una distribuciéon de probabilidad acumulada normal.

Para discernir cudl de estas estructuras captura con mayor fidelidad la realidad de la pobreza muni-
cipal en Colombia, la inferencia basada en la verosimilitud se convierte en el estdndar de validacion.
El Log-Likelihood mide directamente la capacidad del modelo para maximizar la probabilidad de ha-
ber observado los datos actuales bajo los parametros estimados. No obstante, para evitar el riesgo de
sobreajuste y garantizar la validez del modelo en un contexto explicativo, es imperativo recurrir al Cri-
terio de Informacién de Akaike (AIC) y al Criterio de Informacién Bayesiano (BIC). Mientras el AIC
se enfoca en el equilibrio entre el sesgo y la varianza, el BIC impone una penalizacién més severa a la
inclusién de variables innecesarias, favoreciendo la parsimonia. En este estudio, la convergencia de un
AIC y BIC minimos junto a una verosimilitud maximizada constituye la prueba definitiva de que el
enlace seleccionado representa la arquitectura més eficiente y estadisticamente robusta.

Basado en los resultados obtenidos tras el proceso de imputaciéon multiple, se presentan las métricas
consolidadas que sustentan la eleccién del modelo:

Modelo (Funcién de Enlace) Log-Likelihood AIC BIC

Probit 1553.461 -3070.922  -2980.511
Logit 1545.944 -3055.887  -2965.476
C-Log-Log 1545.307 -3054.614  -2964.203
Log-Log 1539.917 -3043.833  -2953.421
Cauchit 1484.504 -2933.007 -2842.596

Tabla 9. Criterios de ajuste para modelos con distintas funciones de enlace

Tras observar las métricas consolidadas en la tabla anterior, es evidente que los enlaces Logit y Probit
presentan un desempeno superior y notablemente similar en comparacién con las alternativas de Log-
Log, C-Log-Log o Cauchit. Mientras que el enlace Logit ha sido la base interpretativa de este trabajo,
permitiendo una lectura clara de los determinantes de la pobreza a través de la razén de momios, el
modelo Probit ha arrojado los valores de AIC'y Log-Likelihood mas 6ptimos. Esta cercania estadistica
sugiere que la estructura de los datos es lo suficientemente robusta como para ser explicada con precision
por ambas funciones, validando la estabilidad de los predictores seleccionados independientemente de la
distribucién asumida.

La decision de centrar el andlisis final en estos dos enlaces no solo responde a su supremacia numérica,
sino a su complementariedad tedrica: el Logit por su facilidad de interpretacion y el Probit por su ajuste
superior en los extremos de la distribucién. A pesar de la ligera ventaja estadistica del modelo Probit, las
diferencias no son lo suficientemente disruptivas como para invalidar el desarrollo previo bajo la funcién
Logit; por el contrario, refuerzan la fiabilidad de los hallazgos. Para blindar esta eleccién y asegurar que
el modelo no solo sea éptimo en sus indicadores globales sino también en su comportamiento interno, se
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procede a continuacién con una evaluacién diagnéstica detallada, analizando la distribucién de residuales
de Pearson y cuantiles, asi como la normalidad de los errores a través de los diversos instrumentos graficos

generados.

13.1.1. Analisis de Residuales de Pearson vs. Valores Ajustados

El primer paso en el diagndstico visual consiste en contrastar los residuales de Pearson frente a los
valores ajustados para ambos enlaces. En ambos modelos, la distribucién de los errores a través de las 15
imputaciones muestra una nube de puntos que se sitia de manera relativamente equilibrada alrededor
de la linea de referencia cero, lo que sugiere una adecuada captura de la tendencia central del Indice de

Pobreza Multidimensional (IPM).
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Figura 11. Anélisis de Residuales de Pearson vs. Valores Ajustados

Facultad de Estadistica

Proyecto de trabajo de Grado

Enero 2026



TRATAMIENTO DE DATOS FALTANTES — MODELO DE REGRESION BETA 37

No obstante, al observar el comportamiento en los extremos de la distribucién, especificamente en mu-
nicipios con un IPM superior a 0.75, el enlace Probit exhibe una dispersion ligeramente méas contenida
que el Logit. Esta sutil diferencia indica que la funcién de distribuciéon acumulada normal del modelo
Probit logra suavizar con mayor eficacia los errores en las ¢olas”, integrando de forma mas arménica
aquellos municipios con condiciones de pobreza extrema. Por otro lado, la persistencia de ciertos valores
atipicos en ambos modelos (puntos que se alejan hacia los umbrales de +4) confirma que estos casos no
son producto de una falla en la eleccién del enlace, sino que reflejan la heterogeneidad intrinseca y las
particularidades socioeconémicas de ciertos territorios colombianos que desafian la tendencia general de
los predictores.
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13.1.2. Anilisis de Distribucién de Residuales (Histogramas)

Complementando el andlisis de dispersién, se evalua la forma de la distribucién de los errores mediante
histogramas de los residuales de Pearson para cada una de las 15 imputaciones. Este diagnédstico es fun-
damental para verificar la consistencia del modelo y asegurar que las estimaciones del IPM no presenten
sesgos sistematicos que invaliden la interpretacion de los predictores.

Distribucién de residuales de Pearson por imputacién
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Figura 12. Analisis de Distribucién de Residuales

Al contrastar los resultados, ambos enlaces exhiben un comportamiento altamente satisfactorio, con
distribuciones unimodales y simétricas que convergen claramente hacia el valor de cero. Si bien el enlace
Logit muestra una distribucién robusta que sustenta la validez de los coeficientes analizados a lo largo de
este estudio, el enlace Probit revela un ajuste ligeramente mas refinado en la curtosis de los errores. Esta
sutil ganancia en precisién indica que el modelo Probit logra procesar de forma maés eficiente los valores
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en las colas de la distribucién, reduciendo la frecuencia de residuos de gran magnitud. No obstante, la
notable similitud en la morfologia de los histogramas de ambos modelos refuerza la fiabilidad del Logit
como marco analitico principal, sugiriendo que las conclusiones obtenidas no son sensibles a la eleccién del
enlace y que el hallazgo del Probit actiia como una validacién de robustez adicional para la investigacién.

13.1.3. Evaluacion de Normalidad mediante Graficos Q-Q Normales

El anédlisis de los graficos Q-Q Normales (Quantile-Quantile) constituye una de las pruebas més rigurosas
para verificar la especificacion del modelo. En esta etapa, se contrastan los residuales obtenidos frente
a los cuantiles de una distribucién normal estdndar, con el fin de asegurar que los errores no presenten
patrones que sugieran una omisién de variables clave o una eleccién inadecuada de la forma funcional.
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Figura 13. Normalidad mediante Gréficos Q-Q Normales
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Al examinar los graficos para ambos enlaces, se observa una coincidencia notable en la zona de mayor
densidad de datos. La mayoria de los municipios se alinean con precision sobre la diagonal de referencia,
lo que confirma que el modelo Logit, posee una validez estadistica sélida para la gran mayoria del territo-
rio nacional. No obstante, al analizar las colas de la distribucidn, el enlace Probit muestra una trayectoria
ligeramente méds rectilinea. Esta diferencia, aunque sutil, sugiere que el Probit ofrece una interpretacion
marginalmente mas limpia de la variabilidad en los extremos, actuando como una ”validacién de seguri-
dad” que respalda la robustez del trabajo ya realizado. En lugar de contradecir los hallazgos previos, estos
graficos demuestran que ambos modelos son intercambiables en su zona central, dejando la superioridad
del Probit como un detalle técnico de ajuste fino que no altera la direcciéon de los determinantes sociales
identificados.
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13.1.4. Residuales Cuantiles Agregados

Como instancia definitiva de validacién técnica, se procede al analisis de los residuales cuantiles agregados
(basados en los Randomized Quantile Residuals). En el estudio de variables acotadas al intervalo (0, 1),
este procedimiento se erige como el estandar esencial, ya que permite mapear la estructura probabilistica
de la regresién beta hacia una escala normal estandar. Al integrar los resultados de las 15 imputaciones,
se obtiene una vision panoramica y robusta del comportamiento del modelo frente a la compleja realidad
municipal colombiana.

Grafico Q-Q Normal (Residuales Cuantil Agregados)

@
i
-
w
2 0~
g
o
-
E =]
o
0
o
4
i :
wuF
yaiey
-4 2 0 2 4
Theoretical Quantiles
Grafico @Q-Q Normal (Residuales Cuantil Agregados) - Enlace Probit
Li=]
g
-
w
2
= o~
c
S
s}
z
[=% [= ]
E
n
w
¥
-
=
LEEET
4 =2 ] 2 4

Theoretical Quantiles

Figura 14. Residuales Cuantiles Agregados

Los resultados revelan un ajuste excepcional en la masa central de la distribucién, donde la mayoria
de las observaciones se alinean de forma casi perfecta con la diagonal tedrica. Este hallazgo es de suma
relevancia, pues confirma que la arquitectura de determinantes sociales planteada originalmente bajo el
enlace Logit que describe con alta fidelidad la dindmica de la pobreza para la mayoria del pais. Si bien el
enlace Probit manifiesta, una vez més, un comportamiento ligeramente mas estable al ”sujetargcon mayor
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precisién los valores en los extremos, esta divergencia en los margenes no desvirtia el andlisis principal.
Por el contrario, la convergencia de ambos modelos en el grueso de la muestra actiia como un testimonio
de la robustez de los hallazgos: demuestra que el modelo Logit no es solo una eleccién pragmaética para
la interpretacién, sino una representacion estadisticamente sélida cuya validez queda blindada por este
ajuste fino.

13.2. Analisis de sensibilidad en las imputaciones

Con el objetivo de garantizar que las estimaciones obtenidas no presenten variaciones significativas debido
al proceso de imputacién multiple mediante Predictive Mean Matching (PMM), se realizé un andlisis
de sensibilidad comparando tres escenarios distintos: m = 15, m = 25 y m = 50 imputaciones. Este
procedimiento permite verificar si el incremento en el nimero de bases de datos generadas altera la
magnitud, el signo o la significancia de los coeficientes de las variables explicativas del modelo.

Variable Estimacién RIV Lambda FMI
(Intercepto) —0.4154798 0.37 027  0.28
Cobertura Internet —0.0078746 0.20 0.17 0.17
Densidad poblacional —0.0000473 0.14 0.13 0.13
% Poblacién urbana —0.0017531 0.26 0.20 0.21
NBI urbana 0.0059630 0.67 0.40 0.42
NBI rural 0.0138017 0.32 0.25 0.25
Valor agregado municipal —0.0004533 1.86 0.65 0.67
DEFVIV 0.9761495 0.28 0.22 0.23
Cobertura acueducto —0.0022429 0.21 0.17 0.18
Cobertura alcantarillado 0.0019874 0.12 0.11 0.11
Cobertura Energia Eléctrica —0.0035941 1.32 0.57 0.59
Cobertura aseo —0.0046234 0.33 0.25 0.25
Cobertura Gas Natural —0.0006511 0.06 0.06 0.06

Cobertura neta en educaciéon —0.0017992 0.30 0.23 0.24
Inversion Justicia y seguridad — —0.9554231 0.10 0.09 0.09

MDM 2018 —0.3052139 0.11 0.10 0.10
Cobertura salud 0.1906990 0.22 0.18 0.18
(phi) 55.3814744 0.33 0.25 0.25

Tabla 10. Resultados del modelo PMM_15

Esta primera aproximaciéon permite establecer la linea base de los determinantes del IPM, donde se
observa una influencia predominante de factores estructurales como el NBI Rural (0.0138) y el Déficit de
Vivienda (0.976). La Tabla 10 no solo reporta las estimaciones puntuales, sino que introduce indicadores
de calidad como la Fraccién de Informacién Faltante (FMI) y Lambda, los cuales, al mantenerse en
niveles moderados, sugieren que la incertidumbre introducida por el método PMM estd adecuadamente
controlada desde este primer escenario.
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Variable Estimacién RIV Lambda FMI
(Intercepto) —0.3994037 0.37 027  0.27
Cobertura Internet —0.0080830 0.23 0.19 0.19
Densidad poblacional —0.0000444 0.26 0.21 0.21
% Poblacién urbana —0.0016094 0.26 0.20 0.21
NBI urbana 0.0056013 0.87 0.46 0.47
NBI rural 0.0137085 0.52 0.34 0.35
Valor agregado municipal —0.0003715 1.81 0.64 0.66
DEFVIV 0.9860610 0.19 0.16 0.16
Cobertura acueducto —0.0022573 0.10 0.09 0.09
Cobertura alcantarillado 0.0018509 0.20 0.17 0.17
Cobertura Energia Eléctrica —0.0040171 1.07 0.52 0.53
Cobertura aseo —0.0046387 0.27 0.21 0.22
Cobertura Gas Natural —0.0005899 0.13 0.12 0.12
Cobertura neta en educacion —0.0016889 0.35 0.26 0.26
Inversion Justicia y seguridad ~ —0.9164104 0.26 0.21 0.21
MDM 2018 —0.2955505 0.14 0.12 0.13
Cobertura salud 0.2052352 0.12 0.11 0.11
(phi) 55.0653315 0.36 0.27 0.27

Tabla 11. Resultados del modelo PMM_25

Al contrastar los resultados de la Tabla 10 con los de la Tabla 11 (m = 25), se evidencia una notable
persistencia en la magnitud de los coeficientes clave. Es particularmente relevante el comportamiento
del Déficit de Vivienda (DEFVIV), cuya estimacién transita de 0.976 a 0.986; un ajuste marginal que
no altera su posicién como el determinante con mayor peso relativo en el modelo. De igual manera,
el NBI Rural muestra una estabilidad absoluta, manteniendo su coeficiente en la franja del 0.0137, lo
que confirma que la relacion entre la precariedad rural y la pobreza multidimensional es una tendencia
estructural que el modelo captura con nitidez, independientemente del ligero incremento en la complejidad

de la imputacién.
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Variable Estimacién RIV Lambda FMI
(Intercepto) —0.4178942 0.35  0.26 0.26
Cobertura Internet —0.0079673 0.15 0.13 0.13
Densidad poblacional —0.0000479 0.17 0.14 0.15
% Poblacién urbana —0.0016700 0.38 0.28 0.28
NBI urbana 0.0058514 0.99 0.50 0.50
NBI rural 0.0138150 0.38 0.27 0.28
Valor agregado municipal —0.0002369 1.22 0.55 0.56
DEFVIV 0.9731655 0.30 0.23 0.23
Cobertura acueducto —0.0022978 0.23 0.18 0.19
Cobertura alcantarillado 0.0018298 0.21 0.17 0.17
Cobertura Energia Eléctrica —0.0035850 1.22 0.55 0.55
Cobertura aseo —0.0045007 0.26 0.21 0.21
Cobertura Gas Natural —0.0006767 0.10 0.09 0.09

Cobertura neta en educacién —0.0017481 0.38 0.28 0.28
Inversion Justicia y seguridad — —0.8832431 0.20 0.17 0.17

MDM 2018 —0.2973089 0.20 0.16 0.16
Cobertura salud 0.1871025 0.21 0.17 0.17
(phi) 55.4260736  0.41 0.29 0.29

Tabla 12. Resultados del modelo PMM_50

El trdnsito hacia un escenario de alta exigencia con 50 imputaciones (Tabla 12) termina por confirmar la
tesis de la convergencia paramétrica. En este punto, el coeficiente de NBI Rural se ancla definitivamente
en el valor de 0.0138, practicamente idéntico al reportado en los escenarios anteriores. Por su parte,
el DEFVIV se estabiliza en 0.973, demostrando que, a pesar de triplicar el nimero de imputaciones
originales, las variaciones son estadisticamente despreciables. Esta inalterabilidad en los signos y en la
significancia de estos dos pilares del modelo es la prueba de que los hallazgos han alcanzado un estado
estacionario, blindando las conclusiones de la investigacién frente a posibles sesgos derivados de los datos
faltantes.

13.3. Heterogeneidad de la Dispersién (¢)

Frente a la posibilidad de que el pardmetro de precisiéon (¢) presente variabilidad en funcién de las
caracteristicas demograficas de los municipios, se realizé una evaluacién diagnéstica para determinar
la necesidad de implementar un modelo beta extendido con dispersién variable. La literatura reciente
(Ferrari Cribari-Neto, 2004; Simas et al., 2010) advierte que, en presencia de una dispersién no constante,
los estimadores de la media pueden perder eficiencia si el modelo asume un ¢ escalar.No obstante, la
robustez del modelo presentado se fundamenta en tres hallazgos técnicos que justifican la suficiencia del
parametro de precision constante para este estudio:

= Inclusién de la Escala en el Predictor Lineal: El modelo ya integra la Densidad Poblacional y
el Valor Agregado Municipal como variables explicativas en la media. Al controlar por el tamano y
la escala econdémica de los municipios, gran parte de la variabilidad que podria sesgar la dispersién
queda capturada y ”limpiada.®® la estructura de la media, mitigando la presién sobre el parametro

0.

» Evidencia de los Residuales Cuantiles: Como se observé en el andlisis de los residuales de
Randomized Quantile, los errores se distribuyen de manera homogénea y normal estdndar a lo largo
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de todo el espectro del IPM. En casos de heterocedasticidad grave en la dispersion, se observarian
patrones de abanico o desviaciones sistematicas en las colas del grafico Q-Q, fenémenos que no se
presentaron en los diagndsticos realizados para los 1,122 municipios.

= Estabilidad de ¢ ante la Imputacién: El andlisis de sensibilidad mostré que el valor de ¢
permanece sumamente estable entre m = 15 (¢ ~ 55.38) y m = 50 (¢ =~ 55.42). Esta baja
volatilidad sugiere que la dispersién del modelo es una propiedad estructural bien definida por los
datos actuales y no una fuente de ruido latente que dependa de la submuestra o del proceso de
imputacién.

En conclusién, si bien la modelacién de la dispersién como una funcién de variables exégenas es un camino
metodoldgico valido, el presente modelo logra un equilibrio 6ptimo entre parsimonia y precisién. El ajuste
de los residuales cuantiles confirma que la asunciéon de un ¢ constante no compromete la inferencia ni la
validez de los determinantes de la pobreza identificados, dejando la modelacién de la dispersién variable
como una linea de investigacion futura para estudios con mayor desagregacién intra-urbana.

14. Conclusiones y trabajos futuros

La culminacién de este trabajo se traduce en la validacién de una metodologia analitica que responde
exitosamente al doble desafio estadistico de modelar una variable acotada como la Proporcién del Indice
de Pobreza Multidimensional (IPM) en un contexto de datos faltantes en las covariables. Los hallazgos no
solo ratifican las hipotesis planteadas, sino que sientan un precedente para el manejo de datos incompletos
en el andlisis socioeconémico.

La combinacién metodoldgica fue fundamental, las métricas de Rubin confirmaron que el método pmm
introdujo una baja Fraccién de Informacién Faltante (FMI de 0.236) y un bajo Incremento Relativo de
Varianza (RIV de 0.350). Esto respalda la conclusién de que la imputacién preservé la estructura original
de los datos, garantizando que la variacién en los coeficientes es principalmente muestral, no artificial,
lo que valida la estabilidad de las inferencias.

En este sentido, el modelo exhibié una precisién superior a la esperada, evidenciada por el pardmetro de
dispersién (¢) con un valor estimado de 55.04 y una alta significacién estadistica. Esta métrica asegura
que la varianza alrededor de la media predicha es minima, confiriendo una confianza en las predicciones
puntuales. Los coeficientes de variables estructurales como la Cobertura de Internet, el NBI Rural y el
indicador DEFVIV se mantuvieron robustamente significativos.

Por otra parte, el proceso de imputacién, basado en el método Predictive Mean Matching (pmm), fue
crucial, ya que su capacidad para generar valores plausibles y acotados preservo la distribucion de esta
variable de proporcién, mientras que la integracién de los resultados mediante las Reglas de Rubin
garantizé intervalos de confianza realistas. Es asi como, el andlisis de la tabla de estimaciones de IPM
revel6 una alta y consistente pobreza en los municipios, aunque con alta incertidumbre (amplios CIs) en
aquellos con mayor proporciéon de datos faltantes.

Por lo anterior, la evaluacién en los 20 municipios con mayor proporcién de NA fue la prueba empirica
definitiva, la consistencia en la que el valor real del IPM fue contenido dentro del intervalo de confianza
predicho (a pesar de depender en un ~ 67 % de los datos imputados) demostré que el modelo y la
imputacién son capaces de generalizar y realizar inferencias fiables, incluso en las dreas més criticas y
con mayor escasez de datos.

El anélisis comparativo entre los valores originales del Indice de Pobreza Multidimensional (IPM) y los
valores estimados a partir del modelo de Regresion Beta ajustado sobre datos imputados revela una
aceptable consistencia y fidelidad. visualmente, los mapas de calor confirman que el modelo conserva
los patrones espaciales y las principales tendencias regionales de la pobreza multidimensional. Cuanti-
tativamente, la media estimada (0.4196) se mantuvo sumamente similar a la media observada (0.4179),
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con una fuerte correlacién de Pearson de 0.938 que subraya la capacidad del modelo para replicar la
clasificacién relativa de los municipios con aceptable precisién estadistica.

Esta fidelidad se complementé con métricas de error bajas (MAE = 0.0468, RMSE = 0.0600), validando
la precision general de las estimaciones puntuales. En cuanto al diagndstico interno, la verificaciéon del
modelo mediante los Residuales de cuantiles ratifica que el modelo cumple con sus supuestos especificos;
como por el ejemplo, el grafico de Residuales vs. Predichos no muestré patrones sistemaéticos (tendencias
curvas o conos), lo cual confirma la linealidad en la escala de la funcién de enlace logit y la ausencia
de heterocedasticidad en la varianza residual transformada. De igual forma, el Q-Q Plot muestra que los
puntos se alinean estrechamente a la diagonal tedrica, verificando que los residuales de cuantiles siguen
una distribucién Normal estandar; este hallazgo fue crucial, pues demuestra que la Regresion Beta logré
transformar los errores heterocedasticos originales en un marco donde las inferencias son validas.

Aunado a ello, el presente estudio demuestra categéricamente que, mediante la combinacién de una estra-
tegia de imputacién multiple con pmm y un modelo de Regresién Beta, es posible obtener estimaciones
confiables y espacialmente véalidas del IPM, incluso en contextos de datos incompletos. La metodologia
implementada permitié conservar las caracteristicas distributivas y los patrones geograficos del indicador,
logrando un balance exitoso entre la robustez estadistica y la relevancia sustantiva de los resultados.

Por lo anterior, este tipo de anélisis tiene implicaciones significativas para el diseno y monitoreo de politi-
cas publicas en contextos donde la calidad o completitud de los datos representa una limitacién crénica.
Al mitigar el sesgo introducido por los valores faltantes y cuantificar la incertidumbre, la metodologia
fortalece la capacidad de diagndstico territorial y permite focalizar recursos con mayor precision.

Sin embargo, los resultados también senalan areas de mejora, como por ejemplo en la desviacion en
las colas de los Residuales Cuantil y la alta incertidumbre en los Intervalos de Confianza (CIs) de los
municipios con mas datos faltantes requieren atencion. Por todo lo anterior, la metodologia se posiciona
como una buena practica para estudios con imputaciéon de datos, ofreciendo resultados interpretables,
precisos y tutiles para la planificacién socioeconémica. No obstante, para futuras iteraciones, se recomienda
explorar modelos més flexibles, como el Beta Inflado en Ceros/Unos (ZIBeta/OIBeta), y mejorar la
predicciéon en areas criticas mediante la identificacién de predictores més potentes que permitan reducir
la incertidumbre y robustecer atin mas la inferencia estadistica.
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