UNIVERSIDAD SANTO TOMAS

PRIMER CLAUSTRO UNIVERSITARIO DE COLOMBIA

Evaluaciéon de un programa orientado a
promover el desarrollo de competencias
ciudadanas y emocionales en instituciones
educativas.

Fernando Lépez-Torrijos Florez

Universidad Santo Tomés
Facultad de Estadistica
Divisién de Ciencias Econémicas y Administrativas
Bogot4, D.C., Colombia
2019






Evaluacién de un programa orientado a
promover el desarrollo de competencias
ciudadanas y emocionales en instituciones
educativas.

Fernando Lépez-Torrijos Florez

Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al titulo de:
Magister en Estadistica Aplicada

Director:
Juan Camilo Sosa Martinez (Ph.D.)

Universidad Santo Tomas
Facultad de Estadistica
Divisiéon de Ciencias Econémicas y Administrativas
Bogotd, D.C., Colombia
2019






Resumen

Evaluar las intervenciones en el sector social es una necesidad sentida por parte de los financiadores
para verificar la eficacia de sus aportes, por parte de la poblacién intervenida para verificar que su
esfuerzo es compensado y por parte de las entidades coordinadoras y ejecutoras para la divulgacién
y promocion de sus servicios. La evaluacién cuantitativa utiliza usualmente técnicas de la estadistica
frecuentista: diferencia de medias para comparar dos poblaciones, ANOVA cuando se comparan las
medias de mas de dos poblaciones y modelos lineales cuando hay otras variables en juego.

La presente evaluacién se realiza aplicando modelos lineales mixtos, en especifico modelos lineales
jerarquicos, en tres niveles, bajo la perspectiva Bayesiana, primero sin cofactores y luego adicio-
nandolos. La aplicacién practica se realiza alrededor de la evaluacién de un programa orientado a
promover el desarrollo de competencias ciudadanas y emocionales en instituciones educativas oficia-
les, en el nivel de educacién bésica secundaria, por medio del drea de Educacién Fisica, Recreaciéon
y Deporte.

Palabras clave: Estadistica Bayesiana, evaluacién, modelo jerarquico, modelo lineal mixto, edu-
cacion secundaria, competencias ciudadanas, competencias emocionales, evaluacién de programas
sociales, evaluacién de politicas publicas.



Abstract

Evaluating interventions in the social sector is a felt need by the funders to verify the effectiveness
of their contributions, by the population involved to verify that their effort is compensated and
by the coordinating and executing entities for the dissemination and promotion of their services.
The quantitative evaluation usually uses techniques of frequentist statistics: difference of means to
compare two populations, ANOVA when comparing the means of more than two populations, and
linear models when there are other variables at play.

This evaluation is carried out by applying mixed linear models, in specific hierarchical linear mo-
dels, on three levels, under the Bayesian perspective, first without cofactors and then adding them.
The practical application is carried out around a program assesment aimed at promoting the deve-
lopment of citizen and socio-emotional skills in official secondary educational institutions through
the area of Physical Education, Recreation and Sports.

Keywords: Bayesian statistics, evaluation, hierarchical model, mixed linear model, secondary edu-
cation, citizen competencies, emotional competencies, social programs assesment, public policies
assesment.



1. Introduccion

Hay muy diversas propuestas acerca de como promover la formacién ciudadana y socioemocional en
las escuelas, reconociendo que muchos otros espacios de socializaciéon también tienen que cumplir un
papel importante, pero se menciona a la escuela como espacio fundamental de formacién: “Todas
las interacciones entre estudiantes o entre adultos y estudiantes, la construccién de normas que
regulan esas interacciones, las decisiones que se toman, los conflictos y problemas que surgen, casi
todo lo que ocurre de manera cotidiana en la escuela puede ser tomado como oportunidad para la
formacion ciudadana” y “... la formacién ciudadana puede estar perfectamente relacionada con la
formacién académica que ocurre permanentemente en la escuela”[1].

La Organizacién de Estados Americanos (OEA) proclama que “en el proceso de desarrollo de
la educacién ciudadana, podemos observar que la idea de que el deporte representa una valiosa
herramienta de educacién democratica, ha tomado fuerza tanto en el continente americano como en
el resto del mundo. Esta tendencia descansa sobre la premisa que el deporte constituye, més alla de
un ambito de entrenamiento fisico, un espacio idilico de interaccién para que jovenes de diferentes
origenes sociales, religiosos o étnicos se conozcan y aprendan a convivir. En pocas palabras, «si
pueden jugar juntos, pueden vivir juntos». En consecuencia, en los tltimos afios se viene observando
una multiplicacion de Organizaciones No Gubernamentales que utilizan la practica deportiva como
vehiculo para educar en valores como el compromiso comunitario (Goals Haiti), la inclusion social
(United Soccer Club) o el liderazgo juvenil (Fundaciéon Tiempo de Juego)”[17].

Las intervenciones evaluadas conjugan las iniciativas que utilizan el deporte como espacio para el
desarrollo de competencias personales y sociales con la oportunidad que da el area de educacién
fisica, recreacion y deporte de los establecimientos educativos para desarrollarlas. Las secretarias
de Educacion, en alianza con Fundaciones de origen empresarial, han implementado programas en
el nivel de bésica secundaria en diversas instituciones educativas con el objeto de que las canchas
se conviertan en un escenario de aprendizajes significativos que aporten a la convivencia escolar y
a la construcciéon de una sociedad en paz.

Se enfocan en el apoyo de actividades que contribuyan a la adquisicion de habilidades sociales,
recursos asertivos para la resolucién de conflictos en la escuela y el fomento en general de otros
valores que se desenvuelven en lo que se denomina desarrollo juvenil positivo, el cual se podria
definir “como la participacién en comportamientos prosociales y la prevencion de comportamientos
que comprometan la salud y futuras conductas peligrosas” [12]*

La intervencion proporciona a los docentes de educacién fisica, recreacién y deporte de dichas insti-
tuciones una formacién tedérico-practica certificada para conocer la metodologia de cada programa y
cémo introducirla en los ejercicios y actividades de las sesiones con sus alumnos. Las metodologias
suelen explicitar las competencias ciudadanas y habilidades para la vida que pretende fomentar
cada sesion, de tal manera que sirvan de apoyo para preparar la sesién, para desarrollarla y para
su evaluacién posterior. Adicionalmente, el proyecto puede proveer entrenadores especializados que
acompanan algunas sesiones, con el objeto de afianzarles el manejo de la metodologia a los docentes.

Los programas que se desarrollan en entidades territoriales a lo largo y ancho del pais tienen fi-
nanciadores, presupuesto gubernamental y aportes de entidades sin animo de lucro, que necesitan
conocer si los recursos estan logrando los objetivos para los cuales fueron destinados y en qué
medida lo logran. Se trata de rendir cuentas del programa a estos financiadores, pero también a

'Holt (2008) citando ‘Promoting healthy adolescents: synthesis of youth development program evaluations’, Journal
of Research on Adolescence, 8: 423-59. Roth, J., Brooks-Gunn, J., Murray, L., and Foster, W. (1998), pag. 2



las instituciones educativas que implementan el programa, ya que invierten tiempo y energia en
el desarrollo del mismo y les es importante también rendir cuentas a los padres de familia y a los
superiores inmediatos. Las entidades coordinadoras y ejecutoras desean divulgar y promocionar
sus servicios. También se trata de tener elementos de juicio que permitan determinar, de entre un
abanico de alternativas, cudles rinden mayores beneficios, entendidos éstos de manera amplia: fi-
nancieros, sociales o formativos. Las mejores alternativas son aquellas que se divulgan como mejores
practicas a nivel nacional, continental o mundial y las que planes, programas y proyectos futuros
replican buscando su adaptacién y mejora. Pero nada de esto es posible sin la realizacion de eva-
luaciones técnicas. La evaluacién de los programas sociales y de las politicas ptblicas es un aspecto
fundamental para la mejora de las intervenciones llevadas a cabo sobre una comunidad. Evaluar
permite que los gobiernos, organizaciones no gubernamentales y organismos internacionales foca-
licen adecuadamente sus recursos y elaboren programas que generen bienestar en las poblaciones
atendidas por los programas sociales.

Cada programa desarrolla su sistema de evaluacién cualitativa y cuantitativa, si bien no hay una
cultura de evaluacién cimentada alrededor de este tipo de programas(15]. Las competencias son fac-
tores latentes de los cuales el estudiante no necesariamente es consciente. Para la parte cuantitativa
se han desarrollado instrumentos de autoconcepto o que dan cuenta de la medida en que han incor-
porado las competencias en su quehacer y ser cotidiano. Los estudiantes los diligencian al inicio del
programa y al finalizar la intervencién. Se asume que responden con honestidad, puesto que no hay
respuestas correctas ni incorrectas. El propdsito de las herramientas es indagar el nivel de desarrollo
de las competencias socioemocionales y ciudadanas mencionadas en el periodo de tiempo desde que
se inicia hasta que se acaba el proyecto. Los estudiantes estan identificados en cada instrumento, de
tal modo que se tienen mediciones pareadas. Las respuestas permiten construir y asignar un indice
individual para las competencias ciudadanas o habilidades para la vida que pretende desarrollar
la intervencién. La comparacién del indice entre cada par de medidas pareadas permite calcular
un valor de diferencia entre un momento final, una vez terminada la intervencién y un momento
inicial, previo a la intervencién, por alumno.

No se trata de una evaluacién de impacto ya que la intervencién no cumple con los elementos necesa-
rios para poder determinar causalidad, es decir, atribuir el cambio especificamente a la intervencion,
ya que, por ejemplo, no se seleccionaron ni midieron establecimientos educativos de control. No hay
contrafactuales. Tampoco hay una seleccién aleatorizada de las instituciones educativas. Estas se
seleccionan en un acuerdo entre la Secretaria de Educacién, cada rector y los docentes del area de
educacion fisica, recreacion y deporte de tal forma que en la decisién median decisiones politicas
en el buen sentido de la palabra.

La evaluacién de programas basada en evidencia hace uso de metodologias cuantitativas con en-
foque frecuentista y bayesiana que permiten cuantificar los impactos del programa a través de
metodologias como diferencias de medias y proporciones, diferencias en diferencias, regresion dis-
continua, entre otras. En esta evaluacién se cuantifica la diferencia de medias entre el momento en
que finalizé el programa y aquel en que inicid, a nivel global y diferenciando por sexo o por grado,
por medio del uso de modelos lineales mixtos, en particular se desarrollard un modelo jerarquico
de tres niveles bajo la perspectiva Bayesiana.

Bajo la perspectiva utilizada no se puede aducir causalidad de ningin modo. El programa contiene
una mezcla los factores intrinsecos, tales como la maduracién y la motivacién del individuo, y
extrinsecos, tales como los estimulos del medio ambiente. La intervencién es uno de esos estimulos
externos. Todos los elementos suman o restan al resultado y no es posible separarlos.



Vale la pena puntualizar que se utiliza la palabra evaluacién desde el punto de vista de la economia,
no de la pedagogia, ya que para ésta los datos cuantitativos expresan una medicion, mientras la
evaluacion expresa la interpretacion o la emisién de juicios de valor sobre los datos aportados o
resultantes de la medicién [10] (Gutierrez, pag 12).

Se cuenta con informacién de varias aulas por cada establecimiento educativo. Y para cada indivi-
duo, se conoce el sexo, grado y aula a la que pertenece.

Las intervenciones sociales de este tipo que se realizan por fuera del sector educativo suelen discri-
minar los grupos segiin sexo. En cambio, en el contexto escolar se aplica en contextos mixtos, lo cual
hace interesante el andlisis por sexo. Del mismo modo, los estudiantes son bastante homogéneos en
edad, permitiendo estudiar a qué edades es més efectiva la intervencion. Pero el sector educativo
no controla las edades de los jovenes que participan en la intervencién, sino los grados en los que
se aplica, de tal modo que interesa un anélisis por grado.

Los trabajos cuantitativos publicados en relacion al nivel de la educacion béasica y media se concen-
tran fundamentalmente en estudios del valor agregado o al modelamiento de los factores asociables
a la calidad a partir de resultados en las pruebas estandarizadas en las areas de lenguaje, mate-
maticas, ciencias sociales y ciencias naturales que financian o realizan entidades del nivel nacional,
como el Instituto para la Evaluacién de la Educacién (ICFES) en Colombia, o estudios internacio-
nales como PISA - un programa de la Organizacion para el Desarrollo y la Cooperacién Econémica
(OECD) que se efectiia en multiples paises, y que evalia conocimientos y habilidades relacionados
con los dominios de comprensién lectora, matematica y cientifica dirigidas a jovenes de 15 anos
que estén cursando al menos grado 7° - o SERCE - un proyecto del Laboratorio Latinoamericano
de la Evaluacién de la Calidad de la Educacién (LLECE) de la OREALC/UNESCO, que evalia
competencias basicas y habilidades en las areas de lectura, matematica y ciencias naturales dirigido
a estudiantes de grados 3° y 6° de paises latinoamericanos -. Pero hay muy poca literatura asociada
a pruebas de desempefio en habilidades para la vida o competencias ciudadanas y competencias
emocionales. Gutierrez menciona que el Plan Nacional de Educacién colombiano del 2008 esta-
blece que la evaluacién integral debe considerar ademas de la adquisicion de aprendizajes en las
dimensiones del pensamiento, la lectoescritura, las ciencias naturales y las matematicas, asuntos
relacionados con el desarrollo socio-afectivo, la corporalidad y la formacion en valores; sin embargo
“no hay referentes claros que permitan incorporar éstos factores de evaluacién en la vida escolar y
tenerlos en cuenta tanto para el mejoramiento integral de la calidad como de la promocién (Plan
Decenal, 2008, pag 7); en este sentido, es fundamental preguntarse si la Educacién Fisica constituye
una estrategia de evaluacién en estos campos”. (pag 10)[10].

Casey & Goodyear revisaron 27 estudios relacionados con la formacién de habilidades para la vida a
través del deporte por medio de la metodologia de aprendizaje colaborativo. Reportan un equilibrio
entre los procedimientos de recopilaciéon y andlisis de datos cualitativos y cuantitativos (14 estudios
utilizaron métodos cualitativos, 11 disenos cuantitativos y 2 métodos mixtos) y que sélo los estudios
cuantitativos compararon el aprendizaje de los estudiantes con un grupo de control. Una de sus
conclusiones finales es que si bien el aprendizaje colaborativo ha tenido un comienzo prometedor
en el drea de la educacion fisica, todavia tiene mucho que demostrar[2].

Este trabajo esté estructurado como sigue: en la Seccién 2 se exponen las motivaciones asociadas al
planteamiento del trabajo y las preguntas a las que se espera dar respuesta; en la Seccién 3 se realiza
un breve recuento de la literatura asociada a la técnica de modelado jerarquico; en la Seccién 4 se
proponen tres modelos, dos de ellos para dar respuesta a las preguntas y se discute la forma en que
se validaran, donde ademas se discute la validez del supuesto de intercambiabilidad; en la Secciéon 5



se consideran los aspectos relacionados con la implementacién y validacién de los modelos junto con
la elicitacion de los hiperparametros; en la Seccion 6 se presentan los resultados correspondientes a
tres indices sociogrupales que se toman como ejemplo para la discusién; y finalmente, en la Seccién
7 se presentan conclusiones y algunas alternativas de investigacion futura.



2. Planteamiento del problema

Las entidades gubernamentales, principalmente secretarias de las entidades territoriales o el minis-
terio nacional, estdn interesadas en evaluar si las propuestas de intervencién llevadas a cabo por
organizaciones no gubernamentales logran los objetivos trazados, por ende, solicitan estimar si se
obtiene suficiente evidencia para afirmar que ha habido un cambio, ya sea de manera global, o por
establecimiento educativo, y en qué direcciéon. Cada operador propone la metodologia de estima-
cién. Solo les es exigido que se recopile informacién de un ntmero representativo de alumnos a
nivel global y que se genere un reporte de todos y cada una de las instituciones educativas. Algu-
nos operadores aplican sus instrumentos de mediciéon al nimero de alumnos acordado previamente
con el financiador, a quienes seleccionan aleatoriamente. Las intervenciones suelen involucrar, en
Colombia, entre 10 y 20 instituciones educativas.

Desde el punto de vista de la administracion educativa, para determinar si una intervencién pro-
puesta por una organizacién no gubernamental vale la pena escalarla en forma de un programa
educativo financiado por los recursos piiblicos, necesita determinar si la intervencién es efectiva in-
dependientemente del contexto de las instituciones educativas, por cuanto una urbe metropolitana
maneja gran diversidad de entornos y problematicas.

La aproximacién metodolégica usual tiene problemas:

1. Se analiza el cambio en los estudiantes para concluir sobre los cambios en la institucién. Rea-
lizar esto no es correcto ya que puede llevar a concluir que hay diferencia siendo que no la hay.
El punto es que las pruebas de hipétesis estadisticas descansan en el supuesto de independen-
cia de las observaciones y este supuesto es violado en estructuras escolares. Es razonable que
los individuos de un mismo establecimiento educativo tengan més en comun que individuos de
diferentes establecimientos educativos, por razén del contexto social y geografico o la creacién
de una cultura y clima institucional particular ocasionando que haya mayor heterogeneidad
entre establecimientos educativos que intra establecimientos educativos. Los errores estandar
estimados de las pruebas de hipétesis estadisticas tradicionales seran bastante reducidos, y
esto conducird a que la mayoria de los resultados sean espireamente significativos[18], o en
otras palabras, a sobre-reaccionar y decir que algo es efectivo siendo que no lo es.

2. Las personas que reciben el resultado pertenecen a las ciencias sociales y no estan muy fami-
liarizadas con los métodos cuantitativos. Cuando se realiza la evaluacion bajo la perspectiva
de la estadistica frecuentista el mensaje transmitido por el evaluador y el mensaje entendido
por los receptores no suele ser el mismo. Por ejemplo, la hipétesis nula de que no hay dife-
rencia entre un par de mediciones implica que con cierto nivel de confianza permite rechazar
la hipdtesis nula y por ende su valor esperado es tanto. A veces se expone el intervalo de
confianza y se les explica que se debe entender como la region en donde existe un cierto nivel
de confianza de que esté comprendido el valor esperado y que permite rechazar la hipdtesis
nula. Los receptores a menudo interpretan erréoneamente el valor p como lo mismo que la
probabilidad de la hipdtesis alterna dada la evidencia o que con el nivel de confianza expuesto
los datos no se han producido por causas del azar, o que se les ha demostrado el tamarno del
efecto o la importancia del resultado[20][5].

3. Aun bajo una adecuada interpretacion de los resultados y una intencién de aplicar un mode-
lamiento adecuado a la estructura jerdrquica del sector y a la aplicaciéon de la intervencién
a grupos, no individuos, este tipo de intervenciones no deberia ser evaluado por medio de
métodos frecuentistas debido a que las intervenciones piloto cuentan usualmente con pocas



instituciones educativas y/o aulas. McCoach[14] hace referencia a simulaciones de modela-
mientos jerarquicos mediante modelos lineales mixtos en donde se requieren al menos 100
grupos (aulas) para una estimacion razonable de los errores estdndar del nivel del agru-
pamiento, de otro modo serian subestimados, y al menos 30 grupos (aulas) para producir
estimadores insesgados de los componentes de varianza de dicho nivel, ya que de otro modo
serian sobreestimados. No hay una compilaciéon de las pruebas piloto que se han realizado
en Colombia de tal manera que se pueda establecer una estadistica de la cantidad de esta-
blecimientos educativos y aulas que suelen utilizarse para la exploracién de la efectividad de
las propuestas de intervencion. El autor de este trabajo ha sido testigo de una docena de
intervenciones, las cuales suelen abarcar de 10 a 15 instituciones educativas, y dentro de éstas
no se implementa la intervencién de manera generalizada en todas las aulas de los grados
a las que esta dirigida la intervencion, sino a un pequefio grupo que puede oscilar entre 4
y 10 aulas por establecimiento educativo. A mayor nimero de establecimientos educativos,
menor niamero de aulas por establecimiento. La razén es financiera, ya que no se cuenta con
suficiente presupuesto para financiar una intervenciéon de mayor tamano.

La estadistica Bayesiana es una alternativa de solucién a la situacion problemética ya que una vez
realizado el modelamiento, permite responder las preguntas que realizan las partes interesadas en las
intervenciones educativas: modela la estructura multinivel del sector, evitando resultados esptireos,
el mensaje que emite tiene mayor posibilidad de que coincida con el que entienden los receptores
de los resultados y logra evaluar intervenciones con un bajo nimero de aulas y/o establecimientos
educativos.

2.1 Preguntas del estudio
De manera especifica, la aplicacién préactica del método Bayesiano busca:

1. Calcular cudl es la probabilidad de que el valor de la diferencia entre la medicién una vez
terminada la intervencion y la medicién previa sean mayores a cero.

2. Realizar una comparacién entre los establecimientos educativos que participaron en el pro-
grama con el objetivo de determinar en qué medida varian los indices diferencia. Lo que
interesa es determinar si la intervencién se ve afectada por contextos individuales o logra
efectos uniformes en todas las instituciones educativas, lo cual es preferible si se planteara
una implementacién que involucrara mayor cantidad de establecimientos.

3. Siendo que hay deportes que en el contexto de cada regién o pais son practicados mayorita-
riamente por un sexo, se desea calcular la diferencia segiin sexo para determinar si hay alguna
brecha de género.

4. El programa se aplica a estudiantes de varios grados. La edad por grado estd especificada
por ley y se cumple en mayor o menor medida en cada establecimiento educativo. La nifez y
adolescencia es una época de rapido cambio en los sujetos. Se desea calcular la diferencia por
establecimiento educativo segin grado, determinando si la intervencién obtiene resultados
mas convenientes en unos grados que en otros.

2.2 Contribucién del trabajo

Los métodos usualmente utilizados para la evaluacion de este tipo de intervenciones puntuales son
técnicas estadisticas frecuentistas que se enseflan cominmente en un primer o segundo curso de
estadistica introductoria e intermedia. Se basan en la teoria normal y en el modelo lineal general,



un marco que incluye las pruebas t, la regresién lineal y el ANOVA. El paradigma del modelo lineal
general asume independencia entre observaciones. Cuando se viola esta suposiciéon, como ocurre
con los datos en jerarquia del sector educativo o de mediciones repetidas, se necesitan técnicas
estadisticas mas avanzadas para tener en cuenta las dependencias de datos que surgen. Técnicas
avanzadas como modelos mixtos y marginales o el modelado de ecuaciones estructurales rara vez
se aplican. En la literatura hispanoamericana, tal vez sea en la Revista Electrénica Iberoamericana
sobre Calidad, Eficacia y Cambio en la Educacién donde colaboran investigadores en educacién que
publican documentos utilizando técnicas modernas. Autores como Rubén Cervini, Emilio Blanco o
Francisco Javier Murillo, entre una docena, son los que utilizan las técnicas multinivel bajo modelos
de regresion lineal.

Su poca utilizacién puede deberse a que la capacitacion en estos métodos solo estd disponible en los
programas académicos en los ultimos afios. Muchas de las técnicas estadisticas avanzadas que rara
vez se observan en los estudios son métodos que no estaban disponibles en el software estadistico méas
accesible hacia diez o veinte afios. Por ejemplo, los investigadores experimentados pueden no haber
estado expuestos a técnicas de modelado estadistico modernizadas que ahora estdn disponibles y son
adecuadas para analizar datos dependientes o de multiples niveles. También el software estadistico y
la potencia informética actual es la que democratiza el acceso y el uso de estos métodos estadisticos.
Los métodos Bayesianos son otro tipo de técnicas que aprovechan la capacidad de computo actual
y la disponibilidad de software para implementarlo. Realizar un ejercicio de modelado multinivel
bajo el paradigma Bayesiano es una contribucién a la difusién de las nuevas posibilidades.

Adicionalmente, en los casos en que se modela multinivel, lo usual es representarlo con dos niveles.
Este trabajo se realiza modelando tres niveles, permitiendo realizar andlisis a nivel aula y a nivel
institucién educativa, no teniendo que elegir uno de los dos.

Este estudio no hace uso de pruebas estandarizadas relacionadas con habilidades para la vida o
competencias ciudadanas y /o emocionales de uso internacional, pero genera resultados cuantitativos
que pueden ser utiles como referencia para evaluaciones futuras dada la poca disponibilidad de
estudios documentados de este tipo de intervenciones.

Desde el punto de vista estadistico, el trabajo desarrolla la formulacién explicita del modelo je-
rarquico de tres niveles, incluyendo expresiones completas para la distribucién posterior, las dis-
tribuciones condicionales completas, y el algoritmo de Metropolis cuando no es cerrado. También
realiza el desarrollo completo de los algoritmos por medio de MCMC para explorar una distribu-
cién posterior altamente dimensional sin utilizar programas precursores (como JAGS o BUGS) ni
librerias, excepto para funciones anexas, tales como el calculo de la autocorrelacién de las cadenas.
Por tanto, se tiene la materia prima para desarrollar un paquete enfocado al modelado jerarquico
de tres niveles ya que se desarrollé todo el cédigo parametrizado. Ademads, realiza la evaluacién
de los muestreadores por medio de simulacién y la evaluacién de los modelos mediante validacién
cruzada y criterios de informacién.

2.3 Informacién de contexto

La aplicacién préactica del modelamiento se realiza sobre tres indices medidos en el afio 2018 para
veintiocho instituciones educativas oficiales de la ciudad de Bogota. En cada una participaron entre
1 y 5 aulas, la mayoria con 2 6 3 aulas, para un total de sesenta y nueve aulas, y mas de mil
trescientos estudiantes.

El niimero de estudiantes evaluados por aula varia entre 7 y 32 estudiantes.



Cuadro 1: Tabla de frecuencia de nimero de establecimientos educativos segiin ntiimero de aulas

N° de aulas | N° de establecimientos educativos

2
14
10

O x| W N~

Histograma del n° de estudiantes por aula
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10 20 30
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Los indices analizados son Liderazgo efectivo, Habilidades comunicativas y Respeto hacia los demds
y hacia st mismo. Las tres son habilidades socio-grupales.

Liderazgo efectivo entendido como la capacidad para ejercer liderazgo en la ejecucion de una tarea.

Habilidades comunicativas definido como logro de una comunicacién efectiva con pares y docentes,
en contextos interpersonales y en grupo.

Respeto hacia los demas y hacia si mismo en términos de que el joven muestra claridad acerca del
comportamiento adecuado frente a los limites ligados al espacio personal, cuerpo y tiempo propios
y de los demds. Presenta capacidad para respetarlos y hacerlos respetar de forma adecuada.

Los indices son una variable cuantitativa continua medida en escala de intervalo. Es una entrada
que recibe el modelo. Cémo llegar desde preguntas cualitativas medidas en escala ordinal a una
variable latente cuantitativa continua, el indice, estd fuera del alcance de este trabajo.

Se tiene la medicién pareada por estudiante de los indices en un momento inicial, antes de iniciar la
intervencién, y un momento final, al terminar ésta. Se toma como indice para el trabajo la diferencia
entre este par de mediciones. Entiéndase por tanto que se utiliza un indice diferencia. A partir de
la estadistica descriptiva de los tres indices diferencia se observa que la media es muy cercana a
cero y la desviacion estdndar a uno. Asi mismo, la distribucién de los indices diferencia se puede
considerar simétrica y tendiente a mesoctrtica. En consecuencia se considera que la distribucién

2Ligeramente leptoctrtica,



Cuadro 2: Estadistica descriptiva de los indices de competencias ciudadanas

Liderazgo efectivo | Habilidades comunicativas | Respeto por los demds y por si mismo
Minimo -3.600 -4.333 -4.000
ql -0.400 -0.500 -0.600
Mediana 0.000 0.000 0.000
Media 0.097 0.061 -0.064
q3 0.600 0.667 0.600
Méximo 4.200 4.000 3.000
Desv. Est 1.030 0.972 0.889
Sesgo 0.195 -0.037 -0.041
Curtosis 1.169 1.175 0.836

tedrica subyacente es gaussiana

. El cuadro 2 proporciona la estadistica descriptiva.



3. Revision de literatura

Snijders y Bosker mencionan que en la forma actual el analisis multinivel tiene dos fuentes: el
andlisis contextual desarrollado por las ciencias sociales y el del modelamiento de efectos miztos.
Dentro de la primera fuente menciona que Robinbson (1950) discute la falacia ecolégica en la que
se confunde entre los efectos agregados y los efectos individuales, y que Davis et al. presenta la
distincion entre varianza intra-grupo y la varianza inter-grupo en las regresiones, o el paper escrito
por Burstein et al. (1978) que trata las pendientes y los interceptos de las regresiones en un nivel
como resultados de un nivel superior. Para la segunda fuente considera importante el capitulo 2
de Searle et al. (1992) quienes exponen una repaso histérico del tema. Considera que las bases del
analisis multinivel se establecieron en 1986, pero que a partir del afio 2000 es que empezaron a
florecer textos acerca de dicho tema. Como &dreas de aplicacion menciona las ciencias biomédicas
usando datos longitudinales y la economia con datos panel. Dicen que se acude a este tipo de
modelos cuando se estd interesado en proposiciones acerca de variables que estdn conectadas a
través de diferentes niveles[18].

Gelman et al. mencionan que el modelamiento lineal jerarquico ha ganado en popularidad dltima-
mente (lo escriben en 2014), especialmente en las ciencias sociales, y que a menudo es denomina-
do modelamiento multinivel[8]. Y como ejemplo de areas del conocimiento donde se ha utilizado
menciona que Leyland y Goldstein (2001) proporcionan una descripcién general de los modelos
multinivel para la investigacién en salud publica. Cressie et al. (2009) discuten modelos jerarquicos
en ecologia; Aitkin y Longford (1986) tienen una discusién extensa de las implicaciones précticas
de emprender un enfoque detallado del modelado jerarquico de temas controvertidos en los estudios
de efectividad escolar en el Reino Unido; Sampson, Raudenbush y Earls (1997) discuten un estu-
dio de la delincuencia utilizando un modelo jerarquico de barrios de la ciudad; y Gelman y King
(1993) discuten el problema de la prediccién de elecciones presidenciales con referencia a trabajos
anteriores en la literatura conométrica y de las ciencias politicas. La perspectiva sobre el andlisis
de la varianza dada por Gelman dice que parte de su libro de 2005, y que trabajos anteriores en
lineas similares incluyen a Plackett (1960), Yates (1967) y Nelder (1977, 1994), y Hodges y Sargent
(2001). También menciona que Volfovsky y Hoff (2012) proponen una clase de modelos estructu-
rados para parametros de regresion jerarquica, que van mas alla del modelo simple de coeficientes
intercambiables por grupos.

Snijders y Bosker explican que hay modelos multinivel imperfectos, aquellos donde puede haber
cruces en los que un individuo no necesariamente pertenece siempre al mismo grupo especifico, por
ejemplo, que el estudiante cambie de colegio, recibiendo efectos de ambos ambientes, o en donde
se estudian dos macro niveles simultaneamente, por ejemplo, el efecto del colegio y del barrio. Y
mencionan que el anélisis de mediciones repetidas, es decir, el andlisis de datos longitudinales, es
otro caso especial de modelamiento multinivel. Aquel que no es imperfecto anotan que es el que
usualmente se denomina como modelamiento jerdrquico.

Hoff proporciona referencias a articulos seminales acerca de los modelos jerarquicos bajo el pa-
radigma bayesaino[11]. Menciona el articulo escrito por Denis Victor Lindley y Adrian Frederick
Melhuish Smith que fue publicado en 1972 por la serie metodolégica del Journal of the Royal Sta-
tistical Society: Bayes Fstimates for the Linear Model. Menciona que el efecto de shrinkage que se
abordard mas adelante fue expuesto en un libro publicado por Truman Lee Kelley en 1927: The
interpretation of Educational Measurement.

Metodologicamente, el modelamiento jerarquico reconoce que es preferible modelar la realidad
mediante modelos sencillos, lo que se denomina preferencia por los modelos parsimoniosos. Una

10



opciéon de modelamiento es considerar que agrupar los datos es irrelevante y por ende se realice
un analisis tradicional. Jackman[13] lo denomina el modelamiento de agrupacidon completa. Otra
opciodn es realizar varios analisis paralelos, uno por establecimiento educativo. Jackman lo denomina
la opcién de No agrupar. Este autor explica como existe una tensién entre parsimonia y realismo,
entre los resultados de alto sesgo/baja varianza que podrian obtenerse con un andlisis que ignora
la heterogeneidad de los pardmetros entre grupos, y las inferencias de bajo sesgo/alta varianza del
grupo de los andlisis especificos. Afirma que los modelos jerarquicos son un buen punto intermedio

(pag. 302).

Gelman[6] explica cémo la estadistica Bayesiana es un equivalente natural de los modelos jerarqui-
cos, ya que considera los pardametros como variables aleatorias, no como valores fijos a ser estimados.
De este modo, es posible representar un modelo jerdrquico en términos Bayesianos.

Los procedimientos que se apoyan en la estadistica Bayesiana interpretan los fenémenos en tér-
minos de la creencia de cudn probable es para un individuo que el evento ocurra. El grado de
creencia puede basarse en el conocimiento previo sobre el evento, como conocedor de resultados de
fenémenos similares anteriores, o de las creencias personales sobre el evento. Esta creencia depende
de informacién tanto cualitativa como cuantitativa a la que tenga acceso quien ejecuta el proce-
dimiento. Una de las caracteristicas centrales de la estadistica Bayesiana es que la incertidumbre
sobre los valores desconocidos puede ser expresada en términos de distribuciones de probabilidad,
la cual modela la creencia del individuo sobre la probabilidad de ocurrencia del fenémeno. Este
conocimiento puede existir antes de observar el fenémeno, en cuyo caso la distribucién se denomina
distribucion previa, o puede ser el resultado de una ponderacién entre la informacién “previa” y la
data, lo que se denomina distribucion posterior.

El modelo jerarquico Bayesiano trata generalmente la variabilidad entre los diferentes grupos como
un parametro desconocido, generando estimaciones que se encuentran entre la gran media de todos
los datos (individuos) y las medias especificas de cada grupo. Este fendmeno se denomina shrinkage
en inglés, que se puede traducir como contraccion, porque la distribucién de los parametros del nivel
de grupo se reduce alrededor de la gran media en relacién con la distribucién de los parametros del
nivel de grupo que se obtendrian sin agrupacion.

La teoria Bayesiana permite el modelamiento jerarquico siempre que sea justificable que las medias
de los grupos sean intercambiables. La intercambiabilidad tiene que ver con el desconocimiento
que se tiene a priori respecto a los parametros. Si no hay conocimiento previo que indique que los
parametros de ciertos grupos deben ser diferentes a otros, podemos suponer que son intercambiables.

Jackman[13] explica que si los pardmetros especificos del grupo son intercambiables, entonces la
informacion sobre la media de cada grupo fluye influenciando las inferencias que se realicen acerca
de los otros parametros. La inferencia Bayesiana para cualquier media en particular reflejara una
combinacién de informacién sobre la media de dicho grupo y el componente jerarquico del modelo,
generando el shinkage. Expresa que lo interesante de los modelos jerarquicos es que, dado que los
parametros con que se modela la media también son desconocidos, se estan usando a su vez los datos
para actualizar creencias previas sobre los parametros de los niveles superiores. Como resultado, los
datos de cada grupo en particular ayudan a dar forma a la densidad posterior de las distribuciones
de los parametros de los restantes grupos. Como ya se deduce de lo discutido, este tipo de compartir
o tomar prestada informacién entre grupos es una consecuencia del modelo jerarquico, y solo tiene
sentido si las medias son intercambiables.

Se presentan a continuaciéon varios modelos Bayesianos que pueden contestar las preguntas expre-
sadas en el planteamiento del problema, que hacen uso de las caracteristicas mencionadas y que
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aterrizan la teoria en una aplicacién especifica.

En dos de estos modelos se modela también la varianza. Hoff[11] anota en su libro que el modela-
miento de la varianza es poco comun, tal vez porque la media es el pardmetro de mayor interés,
pero opina que asumir una varianza comun a todos los grupos puede conducir a una agrupaciéon
impropia de la informacién o a un shrinkage de algunos grupos en una cantidad no éptima. En
este aspecto, Gelman[8] también opina que el enfoque Bayesiano difiere respecto a la literatura no
Bayesiana acerca de las regresiones con coeficientes aleatorios en el hecho de promediar sobre la
incertidumbre en la distribucién posterior de los pardmetros jerarquicos, lo cual es importante en
problemas con gran incertidumbre posterior en el pardmetro de la varianza (pag. 401).
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4. Modelamiento

En el sector educativo los estudiantes se agrupan en aulas, las cuales pertenecen a una sede, la cual
pertenece a un establecimiento educativo, que a su vez estd inmerso en una entidad territorial. Se
trata de un sector claramente jerarquico.

En el problema que se aborda se tiene informacién acerca una intervencién que se realiza a nivel
de grupos (aulas) que pertenecen a establecimientos educativos identificados, en la que se realiza la
medicién a estudiantes. En términos de Snijder y Bosker, el estudio investiga proposiciones acerca
de variables que estdn conectadas a través de diferentes niveles.

Se consideran varios modelos. El primero, denominado modelo base, es el méas parsimonioso. Modela
la variabilidad en la media entre los establecimientos educativos, lo cual permitiria responder cual
es la probabilidad de que el valor de los indices diferencia sean mayores a cero. Pero no modela la
variabilidad en la varianza, que tanto Hoff como Gelman consideran importante. En especifico, Hoff
afirma: “El modelamiento jerarquico de la varianza no es usual. Quizés se debe a que el parametro
de la media es el de interés. No obstante, asumir erréneamente una varianza comin puede conducir
a un inadecuado agrupamiento de la informacién, o a una contracciéon de los parametros de algunos
grupos especificos en una cantidad inapropiada”([11], pag 147).

El modelo base involucra dos niveles: estudiantes y establecimientos educativos.

El segundo modelo involucra la variabilidad en la media por aula y la variabilidad en la varianza
por institucién educativa. Es un modelo més completo. Permitira responder cual es la probabilidad
de que el valor de los indices diferencia analizados sean diferentes de cero. Ambos modelos podrian
contestar si la intervencién logra efectos uniformes en todas las instituciones educativas o si se ve
afectada por los contextos individuales de cada establecimiento educativo y/o aula.

El tercer modelo va dirigido a contestar si hay un efecto diferencial por sexo o por grado. Se limita
a dos niveles: estudiantes y aulas o estudiantes y establecimientos educativos, ya que la brecha por
sexo se puede estudiar a nivel de aula y la de grado sélo a nivel de establecimiento educativo (no
hay variabilidad de grado dentro de una misma aula).

4.1. Modelo base: jerarquico de dos niveles

El primer modelo es un modelo Bayesiano sencillo que se usara como parametro de comparacién con
los dos modelos subsecuentes y que son los de interés. Permitira determinar si una estructura jerar-
quica menos parsimoniosa es valiosa en el contexto de las competencias ciudadanas y habilidades
para la vida evaluadas.

Sea k el subindice que representa cada establecimiento educativo, con k = {1,2,3,..., M}

Sea j el subindice que representa cada aula dentro de un establecimiento educativo, con j =
{1?2737"'ank}

Sea i el subindice que representa cada estudiante de un aula, con ¢ = {1,2,3,...,n;;}

Su modelo es el siguiente:
ind
{Yiji | O, 0°} = N (O, 0%) (1)

Obsérvese que 0, s6lo cuenta con un subindice que representa a la institucion educativa, por tanto,
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es el mismo para todas las aulas. k = {1,2,3,..., M}. El pardmetro o2 se supone igual para todas

las instituciones educativas. La parsimonia no espera que la variabilidad en el indice entre las aulas
de una misma institucion educativa sea tal que valga la pena modelarlos individualmente.

No se tiene informacién a priori que indique cémo unos establecimientos educativos son diferentes
a los restantes. Podemos suponer de una manera razonable la intercambiabilidad de la funcién
de probabilidad marginal de los indices diferencia que se modelan para cada grupo de estudiantes.
Como aduce Hoff[11], si los grupos mismos son muestras de alguna poblacién de grupos, entonces el
supuesto de intercambiabilidad de los parametros especificos de cada grupo pueden ser apropiados

(pag. 131).
8, 8, 8y On-1 O

'
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Figura 1: Modelo base

En la Figura 1 Y} representa el vector de resultados de un establecimiento educativo cualquiera k,
que cuenta con 2?21 n;j estudiantes.

Como resultado se utiliza el indice diferencia. No se incorpora en el modelo el resultado de la prueba
previa a la intervencion y aquella realizada una vez terminada la intervencién, sino directamente
la diferencia como ya se explicé en el capitulo 2.

4.1.1 Distribucién de las previas

Sea la distribucion previa del primer pardmetro de la ecuacion (1)

ind
{01 | o, 75} = N(po, 75) (2)

Con esto se esta modelando el segundo nivel de la estructura jerarquica. Es decir, cada valor espe-
rado de la institucion educativa especifica k se modela como una variable aleatoria de distribucién
normal.

Sea la distribucién previa del segundo parametro de la ecuacion (1):

{0 | yo, 20} ™ IGammal(yo, 20), (3)

IGamma porque modela niimeros positivos y la varianza estd en dicho dominio de los nimeros
reales.

1o, T8, Yo ¥ 2o son hiperpardmetros que se definen a priori.
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4.1.2 Inferencia de las distribuciones posteriores

La inferencia de las distribuciones conjuntas posteriores conjugadas de los parametros llevan a los
siguientes resultados (en el Anexo C se desarrolla la formulacién para llegar a estos resultados):

1 >k 802 T80
2, A = J=1""9% 0 0
p(ek | o aijkaMOaTO) N([T§MO+ o2 k} {02_’_2;}1@1 njk'rg], [0_2 +Z?21 nﬂﬂ_g}) (4)
1 M ng 1 M ni Njk 5
p(0? | Ok, Yijk yo, 20) ~ IGamma(yO t3 SO njr 20+ 3 S (wijk — 0r) ) (5)
k=1j=1 k=1j=1i=1

Se debe entender que Z;Lil n; son todos los estudiantes de la instituciéon educativa k,

que Zkle Z?il n;i es el total de estudiantes de todas las instituciones educativas,

y que Zgil Z;ﬁl Z:Z’i (Yije — Gk)g es la suma sobre la totalidad de instituciones educativas, del
cuadrado de la desviacién de los puntajes de los alumnos, respecto a la media de su respectiva
institucién educativa.

4.2 Segundo modelo: jerarquico de tres niveles

Se parte de un modelo de este tipo:

ind
{Yiji | 01,07} ™ N(0ji, o7) (6)

Obsérvese que el subindice de 6, implica que es diferente para cada aula, por tanto, habra tantos
parametros 6 como aulas. El pardmetro O',% supone igual varianza para todas las aulas de una misma
institucién educativa, por eso solo cuenta con el subindice k. No se espera que la variabilidad en
el indice entre las aulas de una misma institucién educativa sea tal que valga la pena modelarlos
individualmente.

La discusién acerca del supuesto de intercambiabilidad dada para el modelo base también es valida
para este modelo y los siguientes.

La Figura 3 es muy relevante para entender el modelo. Léase el texto observando simultdneamen-
te ésta para una mas rapida comprensiéon. La Figura 2 es un paso intermedio para ayudar a la
explicacion.

4.2.1 Distribuciones de las previas
Sea la distribucién previa del primer pardmetro de la ecuacion (6)
ind
{0k | s 70} S N (e, ) (7)
Con esto se estd modelando el segundo nivel de la estructura jerarquica. Es decir, cada valor

esperado del aula especifica j de la institucién educativa especifica k se modela como una variable
aleatoria.
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La ecuacién (6) representa la heterogeneidad intra-grupos. La ecuacién (7) representa la heteroge-
neidad entre-grupos.

Ahora, sea la distribucién previa del segundo pardmetro de la ecuacién (6):

{0} | a,n} ™ IGamma(a,n), (8)

IGamma porque modela niimeros positivos y la varianza estd en dicho dominio de los niimeros
reales, pero ademas, porque la posterior es conjugada de la previa.

Con esta especificacion, se termina de modelar el nivel aulas. (Ver Figura 2)

s 1_—%_ Colegio k

enkk
' ' + '
Fig Yor Vi Aulas For Vi
i IR e
—
o
Colegio k
o, n

Figura 2: Niveles 1 y 2 del segundo modelo, jerdrquico de tres niveles, para una instituciéon educativa
cualquiera k.

Sea la distribucién previa del primer pardmetro de la ecuacion (7)

{1 | 7,62} % N (v, 52) 9)

Se estd modelando el tercer nivel de la estructura jerdrquica. Asi que el valor esperado de cada
institucién educativa k se modela como una variable aleatoria.

La distribucién previa del segundo parametro de la ecuacién (7), 7',?, se modela también como una
IGamma:

{12 | N, €} ~ IGamma(), €) (10)

Sea modelado ahora el primer pardmetro de la ecuacién (8). Hoff [11] presenta que el pardmetro
de forma de una distribucién gamma inversa, restringiéndolo a ser un numero entero, se puede
modelar con una distribucién previa exponencial tal que:

p(a) o< e” %0, (11)

Y para el segundo pardmetro, 7, se puede definir una previa tal que
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p(n) o< Gammal(bg, co), (12)

ag, by y ¢o son hiperparametros que se definen a priori.

El modelado del tercer nivel finaliza especificando las distribuciones previas de los parametros v y
k? de la ecuacién (9):

v ~ N(go, h{) (13)

K% ~ IGamma(ug,vo), (14)

donde gg, ho, ug y vo son hiperparametros.

Los pardmetros A y £ de la ecuacién (10) también se pueden especificar de la misma forma que se
presentan en las ecuaciones (11) y (12):

p(A) oc €= %, (15)
p(§) o< Gamma(eo, fo) (16)
do, €0 ¥ fo son hiperparametros.
v, &5 A€
—— _-_::;F'f""'"ﬂ' ':‘==::.~:.:;-—=--_
e e
o _—-"'-__ = 53 _—-’f" o e _\_-\_-\_\--- - - e
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Figura 3: Nivel 1, 2 y 3 del modelo jerarquico de tres niveles (con detalle de los niveles 1y 2 de
una instituciéon educativa cualquiera k)
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Esta especificacién implica estimar aproximadamente z,@il ny parametros 6, y M pardmetros de
cada ¢?, 1y 72; y un tnico pardmetro de: o, 1, v, k%, X y &. Un total de 3M + Z,Q”:l ng + 6
pardmetros.

También se requiere definir para el nivel 2 seis hiperpardmetros {ay, bo, co, do, €0, fo}, y cuatro para
el nivel 3: {go, ho, w0, vo}-

La Figura 3 sélo representa las variables aleatorias. No los hiperpartametros.
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Resumen:

Parametro Previa

ind
0 {0 | Mk,ﬁ?} ~ N(pg, 77)
of {0 | a,n} ™ IGamma(a, n)

iid

I {p | 7,52} ~ N(7,57)
7 {2 | X&) X IGamma(),€)
a pl(a ] ag) o e o

p(n | bo, co) ox Gamma(bo, co)

v ~ N(go, h§)

k% ~ IGamma(ug, vo)

A\ ox e~ *do

>R RS

§ ~ Gammal(ey, fo)

Cuadro 3: Resumen Previas del modelo jerarquico de tres
niveles.

4.2.2 Inferencia de las distribuciones posteriores

La inferencia de las distribuciones conjuntas posteriores conjugadas de los parametros llevan a los
siguientes resultados (En el Anexo A se desarrolla la formulacién para llegar a estos resultados):
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PO | 0% Wi irs i0) ~ N([ 12% * ;% y]k} [a,% -Tfjkﬁﬂ’ [O’]% —Tffkﬂ?b

1 ng Njk 2
p(a? | ks Yijh, 0, M) ~ IGamma(a+ ankﬂ7+ ZZ <ywk 9, > )

]111

2,2 2,2
R™Ty KT,
T2+ npk? || TP 4 ngk?

p(¢ | A&, mﬂk)NIGamma()\%- JE+ = Z ik — k) )

1
=T 293161

Pk | 7, O, K2, 77) ~ N(
k

(
2 n
pla | oj,n) o« W

M
1
p(n | a,a,%) ~ Gamma (bo + Ma,cy + E 02>
k=1 "k

1 M

_ h3k?
p(y | K, pe) ~ N(th 9o + —5 Hik !
0 K

H2+Mh2

I

h%HZ
H2+Mh%

p(;-g? ‘ Ly Y )NIGamma(uo—i— , 00 + = Z e — Y )

g(MA)e(_AdO) M

PO [ 77, €) ~ TTOOM H(Tk) (A+1)
k=1

M
p(& | X, 7i0) ~ Gamma (60 + M), fo+ Z

)

?T‘w‘ =
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4.3 Tercer modelo: jerarquico de dos niveles considerando cofactores

Se puede plantear un analisis con cofactores. Ya se mencion6 que en el sector educativo interesa,
por ejemplo, detectar si hay brecha entre sexos, o si la implementacion de una intervencién es
mas conveniente en unos grados (edades) que en otros. Sexo o grado son cofactores. Son variables
categbricas que se incorporan al modelo como variables dummy. La seccién 4.3.3 explica de qué
manera se manejan e interpretan.

El planteamiento tiene mucho en comtn con el modelo jerarquico de tres niveles, la diferencia radica
en que este modelo incorpora covariables en la distribucién de muestreo (verosimilitud) y se parece
al planteamiento de un modelo de regresién lineal mixto, jerarquico:

Yijk = 5 + Bjk Uk -+ 6]k ij + €ijk (18)
con
eijk ~ N(0,0%) (19)
Se propone el modelo:
d
(Wit | B @ijs 07} ™ N1 (X iB i ob), (20)

muy similar al modelo jerarquico de tres niveles.

Sea en el planteamiento actual la multiplicaciéin de X z; 1B €l equivalente al pardmetro 6, donde

Bk = (ng ,B(l) . (p)), Xijk = (x,f?,)g,xz(;,l, e g’,l) y p el nimero de covariables.

Obsérvese que se esta utilizando el subindice jk para representar los cofactores a nivel de aula. Si
se representara a nivel de establecimiento educativo, la formulacién es:

1nd

{yl_]k ’ ﬁk:xzﬂwak} p+1< %Bkﬂ%% (21)

4.3.1 Distribuciones previas

Se modela la distribucién previa del vector 3, como una normal multivariada de orden p + 1:

{IBjIC | /l:blw Ek} +1 Il}k? Ek) (22)

Si se representara a nivel de establecimiento educativo, la formulacién es:

1B | ¥, Bi} ~ Npv1 (P, Zi) (23)

De manera general,

Vi ~ Npta(p, A) (24)
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i~ IWiShaTt(VQ, S(]); 10, Sog>0 (25)

y la varianza del término aleatorio como

or ~ IG(a,7) (26)

donde se observa, que tanto el vector de medias como la matriz de varianza se modela como variables
aleatorias, del mismo modo a como se realizé en el modelo jerarquico de tres niveles por medio
de las ecuaciones (7) y (8). La distribucién Wishart inversa es el equivalente multivariado de la
distribucién Gamma inversa.

Los restantes componentes del modelos son:

p(7y) o< Gamma(bg, o), (28)

El valor ag, by, co y g y las matrices u, A y Sg son hiperparametros.

4.3.2 Inferencia de las distribuciones posteriores.

La inferencia de las distribuciones conjuntas posteriores conjugadas de los parametros llevan a los
siguientes resultados (en el Anexo B se desarrolla la formulacién para llegar a estos resultados):

Nivel aula:

Njk 1 Njk
(B | ks 0k b i) ~ N ((2,61 + 033 X XT) (Bt + 02wk X i),
i=1 =1

(B0 + 02> X XT) ) (29)
=1

(0| B B) ~ N (AT 4 m B UE B+ g A ) (AT ) ) (0)

(B | g, Bji) ~ IWishart (VO + N, (50 + Z (Bjk —Yy) (ﬂjk - 'ﬁbk)T)> (31)
)
1 YL
(0% | yiji:Bj1) ~ IG (a t5Ne Y+ 5 lel(yijk - erjkﬁjk)2> (32)
j=li=

M
(v | 0%) ~ Gamma <b0 + Ma,co + Z
k=1

UE) (3)
k
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o~ e Y0 (34)

Con Nk = ;lil Njk

Esta especificacién implica estimar aproximadamente Ejj‘il ny parametros de G, que es un vector
de tamano p+ 1 y M parametros de: Wy, 3 v 0,%, Las dos primeras son matrices cuyos tamaifios
se presentan mas adelante. Un total de Zj]\il ng+Mx(p+1)+Mx((p+1)x(p+1)+M+2
pardmetros.

Nivel establecimiento educativo:

ne Njk 1 ne Njk
p(ﬂkmk,ak,m,yzjww((z Lo 2SS (XX ) (Bt Y Y ik X)),
j=11i=1 j=1l1i=1

o $ s ) o

j=1li=1

(0 1080 ~ N (A7 4 30 1 E B+ A ) (A 4 2 ) (36)
(k| Sk, ¢, Br) ~ [Wishart (uo +(p—1),5 + (B, — Vi) (Br — "wbk)T> (37)
(0% | Yijis Br) ~ IG <a + 5Nk + ; > Z Yijk — g;kﬂk)Q) (38)
j=1l:i=1

Mo
(7| 02) ~ Gamma <b0 + Ma,co+ Z 2> (39)

=1 %k
a~ e Y0 (40)

Con Nk = ;lil njk

Esta especificacién implica estimar aproximadamente M parametros de: 8, Wi, X y a,%. Las tres
primeras son matrices cuyo tamafio se especifica en la siguiente seccién. Un total de 2 M x (p+ 1)
+ M x(p+1)x(p+1) + M + 2 pardmetros.

4.3.3 Dimension de las matrices

En el planteamiento del problema se expuso por qué interesan dos cofactores: el sexo y el grado.
El sexo es una una variable indicadora o dummy binaria, por tanto es una covariable. Los grados
educativos del problema en que se aplica el modelo se transforman en dummies, resultando en el
nimero de grados, menos uno, covariables.
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Figura 4: Modelos jerarquico de dos niveles, a nivel de aula, con detalle de una institucion educativa
cualquiera k.
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Figura 5: modelos jerarquicos de dos niveles, a nivel de establecimiento educativo, con el detalle de
una instituciéon educativa cualquiera k.
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Una opcidn es incluir simultaneamente todas las covariables, en consecuencia, p+1 = 5. Recuérdese
que el término del intercepto suma uno adicional.

La interpretacién es la misma que en los modelos de regresién lineal.

Por ejemplo, ﬁj(.g) es el valor medio de la contribucién del sexo masculino en grado sexto a la variable
y del aula j en el establecimiento educativo k.

ﬂj(-,(i) + 5](-,13 es el valor medio de la contribucion del sexo femenino en el grado de referencia a la
variable y del aula j en el establecimiento educativo k. Pero en el aula j, todos tienen el mismo
grado. No hay variabilidad. Se podrian platear dos opciones:

= Evaluar sexo y grado a nivel de establecimiento educativo.

= Realizar dos andlisis, uno a nivel de aula para sexo y otro a nivel de establecimiento educativo
para grado.

Si se evaluaran sexo y grado como covariables simultaneas, el coeficiente ﬁ,(co) representa combina-
damente el sexo masculino en el grado de referencia, impidiendo realizar un anélisis del aporte del
sexo independientemente del grado, o del aporte del grado independientemente del sexo. Desde el
punto de vista de politica ptblica interesan estas preguntas por separado, por tanto se realizaran
los dos andlisis por separado. Se denomina primer modelo jerarquico de dos niveles el que atafie al
sexo, en el que p = 1; y segundo modelo jerdrquico de dos niveles al que atafie al grado, con un
p = 3, ya que los datos que se tienen corresponden a intervenciones realizadas en grados sexto a
noveno..

Entonces, de manera especifica, a nivel de aula

vk ~N( X Bik . oi)
> njex1 p+1XZniijn]’kX(p+l) Mx1

M es el niimero total de instituciones educativas, ) n; el nimero de aulas y > n;;; el nimero de
estudiantes.

X es una matriz de Y n;;i x (p+ 1), donde cada fila representa la observacién multivariada de un
individuo. En el primer modelo jerarquico de dos niveles, la columna :cl(jll)C
(0)
ijk

contiene los datos del

sexo, v &, es un vector de unos que se corresponde con la constante.
En consecuencia, para un k fijo:

Previas

njkx (p+1) (p+1)x1 (p+1)x(p+1)

(p+1) (p+1)X1 (p+1)x(p+1)

pI7 ~ IWishart(vy,  So)
(p+1)x(p+1) X1 (p+1)x (p+1)
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Posteriores

Njk 1 Njk
B ~ N<( 0 40D XX <¢k§3k_1 +0';;2Z(yiijijkT))a
njx X (p+1) (p+1)x(p+1) i=1 (p+1)x(p+1) 1x(p+1) i=1 1x(p+1)

’Vljk -1
(=t 4o XXy )
(p+1)x(p+1) i=1 (p+1)x(p+1)

/l’bk' ~ N( myg, Vk
(p+1) (p+1) (p+1)x(p+1)

= ~IWishart<uk, S, )
(p+1)x(p+1) L (p+1)x(p+1)

. . . 1:3
En el segundo modelo jerdrquico de dos niveles, las columnas acg jk)

(0)

Yy ;;, s un vector de unos.

contienen los datos del grado

Para un k fijo:

ik ~N( X5 Br ,0h)

Nix1 ka(p+1)(p+1)><1 1
Previas
( Br ¥, Zk)~N( ¥, ., 3y)
(p+1)x1 (p+1)x1 (p+1)x(p+1)
(p+1) (p+1)x1 (p+1)x(p+1)
I/ ~ IWishart(vy,  So)
(p+1)x(p+1) X1 (p41)x (p+1)
Posteriores

-1
B ~N (( T XiijZ;k ) (Tﬁkzk*l + UI;Q(yiijijkT))7
(p+1)x1 (p+1)x (p+1) (p+1)x (p+1) Ix(p+1) 1x(p+1)

ijk

-1
5 o XXy )
(p+1)x(p+1) (p+1)x(p+1)

11bk NN( mg Vk
(p+1)x1 (p+1)x1 (p+1)x(p+1)

> ~ IWishart (I/k, Sk )
(p+1)x(p+1) L (p+1)x(p+1)
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4.4 Validacion de la implementacion de los modelos

La distribucién posterior de los modelos definidos puede ser estimada muestreando por medio de
métodos de Monte Carlo (MC) mediante cadenas de Markov, (MCMC) por sus siglas en inglés,
por cuanto todas las distribuciones posteriores de los modelos planteados son conjugadas de las
distribuciones previas. Estas muestras se pueden usar para evaluar una integral sobre esa variable,
como su valor esperado o varianza.

En la practica se desarrollan un conjunto de vectores o cadenas de valores, a partir de un conjunto
de puntos elegidos arbitrariamente y suficientemente separados entre si. Estas cadenas son procesos
estocasticos de paseos aleatorios que se mueven en un espacio de dimensién p de acuerdo con un
algoritmo que busca puntos con una contribucién razonablemente alta a la integral, en una sucesién
que asigna cada vez mayores probabilidades a las ubicaciones.

Estos muestreadores fueron implementados en R, programados. Si bien existen paquetes que per-
miten calcular muchos modelos Bayesianos, éstos no admiten mucha personalizaciéon o control de lo
que ocurre por dentro por cuanto estan programados en C++ con el objeto de optimizar el tiempo
de cémputo.

4.4.1 Convergencia, tamaio efectivo y error estandar

Para chequear el MCMC de cada parametro estimado, se verifica que se haya logrado convergencia
en los resultados.

La convergencia se suele verificar mediante el calculo de la Log-verosimilitud del MCMC:

logP (y 0, <o2><s>) = S ST ST N (05, 02)

Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.
(s) € {1,2,3,...,5}

S es el niamero total de iteraciones.

Graficamente, el vector logP debe oscilar alrededor de un valor si ha alcanzado convergencia.

[=] Indice: | IﬂFI‘HTgn = M1
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Figura 6: Grafica de la convergencia de la log-verosimilitud
Una vez comprobada la convergencia, se deben calcular los errores estandar (EE). Una aproximacion

a éstos es dividir la desviacién estandar entre la raiz cuadrada del tamano efectivo de la cadena
generada por el MCMC:
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Varyeme ()

. (41)

EEycmc(y) =

Mientras que las muestras aleatorias del integrando utilizado en una integracién convencional por
métodos de Monte Carlo son estadisticamente independientes, las utilizadas en MCMC estan auto-
correlacionadas ya que cada iteracién depende del valor del paso anterior. Por esa razén se calcula
un tamano efectivo.

Sea <y el pardmetro estimado y sea S, el tamario de muestra efectivo, que también es una estimacion.
Se puede interpretar como el nimero de muestras de MCMC necesarias para dar la misma precisién
que el modelo de Monte Carlo sin autocorrelaciones.

Computacionalmente el tamano de muestra efectivo se obtiene mediante el calculo:

S

S =
</ Eiilpk

(42)

donde S es el tamano de la muestra y pi es la autocorrelacion en el rezago k. La suma va hasta
oo, pero el estandar computacional es seleccionar un punto terminal, t, tal que la suma de la
autocorrelacién en dos rezagos sucesivos p;—1 + p; sea inferior a un umbral (€). Es de advertir que
el tamano de muestra S no coincide con el nimero de iteraciones sobre el cual se corrié el modelo
ya que se elimina un conjunto inicial de resultados que corresponden a los obtenidos en el tiempo
en que el MCMC tiende a la estabilizacién. Se denominan iteraciones de calentamiento (burn en
inglés). Ademés para disminuir la auto-correlacién propia de una cadena de Markov sélo se guardan
los resultados cada cierto ntimero de iteraciones, 5, 10 6 20, dependiendo de cada modelo.

El error estdndar (EE) debe ser pequenio respecto al valor estimado del parametro. Se usa que
~/EE(y) > 2, representando v cualquier pardmetro.

A mayor autocorrelacién, menor tamafo efectivo de muestra y, por ende, mayor error estandar.

En el numeral 6.6 del libro de Hoff[11] se halla una introduccién a la validacién de MCMC.

4.4.2 Posterior predictive p-value (ppp)

Si un modelo ajusta bien los datos observados, entonces debe ocurrir también lo contrario: los datos
generados a partir del modelo deben lucir similares a los datos observados. Es una verificacién de
consistencia interna. No todo modelo es perfecto, de tal manera que se considera ttil un modelo que
cumple con dicha consistencia interna con base en estadisticas de interés. Si interesaran la media y
la dispersién, se chequea dicha consistencia. Puede que el valor minimo no sea consistente, pero si
no es de interés, el modelo podria seguir considerandose consistente para las necesidades para las
que se genera.

La verificacién se realiza grafica y analiticamente.

Graficamente, se genera un histograma de la estadistica de interés, por ejemplo la mediana, por
medio de un millar de muestras generadas a partir de la distribucién marginal posterior y se
compara con la estadistica de interés T(y) calculada a partir de los datos observados. Tomando el
ejemplo mencionado, se espera que la mediana de los datos observados esté dentro del intervalo que
conforman los cuantiles 0.05 y 0.95 del histograma.
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Figura 7: Comparacién de la estadistica de interés de los datos con la distribucién de un muestreo
a partir del modelo

El célculo analitico es un equivalente. Se calcula el porcentaje de valores que superan al valor
observado P(T'(y"P) > T'(y) | y). Se espera que dicho valor esté entre el 5% y el 95%. Al cédlculo
lo denominan posterior predictive p-value (ppp) por cuanto tiene alguna analogia con el valor p de
la estadistica frecuentista. Se diferencia en que la validacién se usa para entender los limites de la
aplicabilidad del modelo en la practica, no para aceptar o rechazar la hipétesis nula[8] y que se
interpreta directamente como porcentaje.

Para el presente trabajo se verific6 media, mediana y desviacion estandar.

El numeral 4.4 del libro de Hoff[11] expone cémo verificar el modelo predictivo posterior. También
el numeral 24.1 de Gelman[6] expone los principios de la verificacién del modelo predictivo posterior
y su articulo[7] expone expresamente la idea.

4.4.3 Comparacién de modelos: ECM y DIC

Validacién cruzada Un modelo jerdrquico representa bien la estructura del sistema educativo,
pero son preferibles los modelos parsimoniosos, y tal vez no hace falta la representaciéon jerarquica
para modelar la evaluacién. Para validar esto se comparan los modelos jerarquicos de dos y tres
niveles frente al modelo base por medio del error cuadratico medio.

El proceso a realizar es generar una particion de la data con el objeto de realizar una validacién
cruzada k-fold. Si se selecciona un K = 10, entonces se realizan diez modelados, en cada uno asignan-
doles NA a los valores de uno de los subconjuntos. Asociese con K el subindice k € {1,2,3,...,10}.
Los NA son imputados T" veces, tantas como iteraciones realiza el MCMC (aséciese con T el subin-
dice i € {1,2,3,...,10000}). Se obtienen asi 10 matrices de dimensiéon 7 * L, donde L es el nimero
de estudiantes imputados.

Al calcular el promedio por columna, se obtiene un vector de tamano L, con el valor medio de la
imputacién para cada estudiante (y;), donde j es el subindice del estudiante.

L 5.2
2= W5 0)° (Lyj %) , donde

A continuacién se calcula el error cuadratico medio de la prediccion: ECM, k=
y; es el valor real del estudiante j.

Sobre los diez resultados se calcula la media del error cuadratico medio:

MECM =
10
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Las matrices de dimensiéon 71" * L también permiten calcular una imputacién del error cuadrético
dato por dato ([y; — 9;]%), obteniendo para cada individuo una matriz de dimensién 7" * 1, que
proporciona una distribucién del error cuadratico por estudiante y por ende calcular un intervalo
de confianza. Se denomina comparacion basada en el error de prediccion|8].

La validacién cruzada permite aplicar paralelizaciéon del MCMC con el objeto de utilizar al 100 %
de la capacidad del PC y reducir el tiempo de procesamiento.

Para evitar introducir variabilidad en la comparacién del error cuadratico medio, la particién es la
misma para los tres modelos.

Se espera que el modelo jerarquico de dos niveles, con cofactores, tenga un menor error cuadratico
medio que el modelo jeradrquico de tres niveles, y éste menor que el modelo base. De otro modo la
complejidad del modelo debe justificarse en términos de anélisis que no se puedan realizar con los
mas sencillos.

DIC Otra manera de comparar los modelos es mediante el DIC (Deviance Information Criterion).
Al igual que sus equivalentes frecuentistas, su intencién es castigar los modelos méas complejos y
verificar que son mejores a pesar de la complejidad introducida.

DIC = 2[-In P(y | payes) + Ppic] (43)
donde
~ M nj; Nk _
In P(y | HBayes) = Z Z Zln |:N(y1]k‘ ’ ej/ﬁo-l%)}
k=1j=1i=1
Yy

S
A 1
Ppic = 2(111 P(y [ OBayes) — g Zlog Py | 9(3)))

s=1

Ppic es el ntimero efectivo de parametros.
A menor DIC, mejor el modelo.

El numeral 7.2 del libro de Gelman et al.[8] expone el Deviance Information Criterion y la validacién
cruzada como métodos de evaluacién de modelos. Congdon también expone el tema en el capitulo
3.[3]. Estos autores desechan criterios como el Akaike Information Criterion (AIC) y el Bayes Infor-
mation Criterion (BIC). AIC se desecha porque en los modelos de estructura jerdrquica el ntimero
efectivo de pardmetros, valor con que AIC castiga, dependen de la varianza de los pardmetros del
grupo-nivel (pag 172 de Gelman et al.). BIC lo desestiman porque no esté disenado para calcular
el desempenio de un modelo a partir de una muestra fuera del grupo (pag 175 de Gelamn et al.).
Otra medicién que mencionan como alternativa y que si estiman adecuada es el Watanabe-Akaike
Information Criterion (WAIC). Consideran que es realmente Bayesiano, y que tiene una conexién
més o menos directa con la validacién cruzada (pag 182 de Gelman et al.).
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5. Computacion

5.1 Aspectos generales

Los modelos se implementaron en el paquete R (v 4.0.3), programados, sin hacer uso de paquetes
para modelos Bayesianos. Los codigos se encuentran en Github y se puede dar acceso a ellos a
peticién.

A manera de referencia, el modelo jerarquico de tres niveles tomo, en un core intel i7, de 20 a 24
horas cada corrida. Y el modelo jerarquico de dos niveles de 10 a 12 horas. En un core intel i5 estos
tiempos son de 30 a 36 horas y de 22 a 24 horas respectivamente.

Las cadenas resultantes de los samplers para cada indice ocupa un espacio en disco de 1.45 GB.
2.21 GB si se guardan las graficas asociadas.

No se llevé a cabo traduccién de codigos para que se ejecutase en lenguaje C++, lo cual haria los
calculos del orden de 100 veces més rapidos, por cuanto el tiempo disponible para la realizacién del
proyecto no incluia el necesario para estudiar la implementacién en C++ de modelos de datos com-
plejos como los que requieren las distribuciones normales multivariadas. Se aplico la paralelizacién
para la realizacién de los calculos de la validacion cruzada.

5.2 Algoritmo

La especificacién del modelo jerarquico de tres niveles implicé estimar 69 parametros 6, 28 para-
metros: 02, uy 72; y un pardmetro: «, 1, v, 2, A y £&. Un total de 159. (Ver Figura 3)

Para un conjunto de hiperparametros dado: {ao, by, co, do, €0, fo, go, ho, 1o, Vo }, el algoritmo progra-
mado en R genera valores para la iteracién ("1 a partir de la iteraciéon ) de la siguiente manera:

1. Muestrear cada Oj(.bkﬂ) de una distribucién N (ulgb), Tg(b))

2. Muestrear cada J]%(b—H) de una distribucién IGamma(a(®,n®)

b+1) 2(0) )

3. Muestrear cada pz de una distribucién N (’y(b)

4. Muestrear cada T,?(b—H) de una distribucién IGamma(A®),£®))

5. Muestrear o®*1) de un vector de valores exp(valor — maz(valor)), donde wvalor =
28nlog(n®) — (n+ 1) =2 log(c2®)) — 28T'(n) — nao, con n € {1,2,3,...,1000}. El anexo D
presenta los detalles que justifican esta formulacion.

(b+1)

6. Muestrear n de una distribucion Gamma(by, co)

7. Muestrear v(*1) de una distribucién N (go, h2)

2(b+1)

8. Muestrear & de una distribucién IGamma(ug, vo)

9. Muestrear A®*1) de un vector de valores exp(valor — max(valor)), donde wvalor =
28nlog(€®) — (n 4 1) X2, log(ﬂ?(b)) — 28T'(n) — ndy, con n € {1,2,3,...,1000}. Ver anexo
D.

10. Muestrear £+ de una distribucién Gammal(eg, fo)

donde k representa un establecimiento educativo (en total son veintiocho) y jk al aula j del esta-
blecimiento educativo k (en total son 69).
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5.3 Elicitacion de hiperparametros

Una vez programados los samplers del modelo jerarquicos de tres niveles, se plantea ponerlos a
prueba utilizando datos simulados. Con el objeto de verificar que la simulacién se esta comportando
bien se seleccionan hiperparametros que generen varianzas muy informativas, especificando un
coeficiente de variacion pequeno, por ejemplo, 0.05. En cambio, cuando se modela, se seleccionan
hiperparametros de tal modo que la distribucién no sea informativa, con varianzas amplias de
acuerdo a lo aconsejado por Gelman et al.[8].

5.3.1 Simulacion de datos

Para la simulacién de datos del modelo jerarquicos de tres niveles basta con representar los datos
del primer nivel desde el segundo nivel (Ver Figura 3).

Se especifica a y 7, pardmetros de forma y escala respectivos de o2 ~ Gamma(a,n).

1
V(a=2)
CV,2 = 0,05, entonces E(a) =402 y ap = 1/E(a) = 0.0025.

a x e con o € N. CV2 , por ser gamma inversa, asi que F(a) = CVU_Q2 + 2. Si

Para que la esperanza de o? sea pequefia y a > 1, los pardmetros by y ¢y deben tener en cuenta
que® E(0?) = #, v E(n) = bg * co. Sea fijada E(0?) = 0,005, entonces E(n) = 0,005 x 401 ~ 2.
Siby > 1y bgxcop =2, implica que by = 2/¢op > 1, por tanto ¢y < 2. Se escogié by = 400 y ¢y =
0.005. Implica C'Vn = 0.05.

Todo lo dicho para a y n aplica para A y & respectivamente.

v o~ N(go,h(%). Sea g = 0.1, y hp = 0.05. Como se simula sbélo desde el nivel 2, v se fija en la
simulacién a los valores de la esperanza, es decir, v = 0.1.

k2 ~ IGamma(ug,v)). Sea ug = 402 y v = 0.05 (ver Figura 9). Como E(k?) = %, se deja k2
fija con valor 0.000125.
Se puede especificar ahora puy y 7',3, media y varianza respectiva de 0.
, Hiperparametro en | Hiperparametro en Val?r esperado
Parametro . . parametro en
modelado simulacion . ..
simulacién
a ~ exp(agp) ap = 0,01 ap = 0,1 10
n ~ Gamma(bgy,co) | bp = 1,co = 0,01 bo=4,c0 =2 2
v ~ N(go, hg) g0 =0,hg =1 90 =01, h§ =0,0025 | 0.1
p)
?Gamma(w ) ~ g = 3,00 = 0,2 uo = 402, vy = 0,05 1,25 10~
A~ eXp(do) do = 0,01 do = 0,1 10
& ~ Gamma(ey, fo) | eo =1, fo = 0,01 eo =4, fo=2 2
Cuadro 4: Resumen hiperparametros

3Se utiliza E(c) en vez de o por cuanto en la simulacién no se toma o como una variable aleatoria sino como un

valor.
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5.3.2 Modelado de datos
Para el modelado de datos deben especificarse los hiperpardmetros de o, 1, v, K2, A y &.

Por especificacién se modela v ~ N(gg, hg). Se selecciona una media, por ejemplo, (g9 = 0) para
que el valor esperado no tenga un valor a priori. Y una desviacién estandar amplia. Una desviacién
estandar de la diferencia de medias en este tipo de programas de educacion fisica, recreacion y
deporte de magnitud 1 es amplia. Sobre una N(0,1), el percentil 1 y 99 es +2,326. Es decir, es
véalido que hg = 1.

k? ~ IGamma(ug,vo). El pardmetro de forma, ug, controla la altura. A mayor ug, mayor la altura
de la funcién de densidad. El pardmento de escala, vy, controla la dispersion. A mayor vg, mayor
dispersién. Pero el modelamiento en el presente trabajo se estd realizando respecto a la rata:
k% ~ IGamma(ug,v)), con v} como inverso de vg, la cual representa la precisién, por tanto, a
mayor v(,, mayor precision.

12

Entonces F(k?) = (u;)ﬂl), con ug > 1, y Var(s?) = W% con uy > 2, por consiguiente,
vl
_ VVar(s?) _ ug-n@e-212 _ vy (uo—1) _ —1/2 .
Ve = Y5y = o = (-7 = (up — 2)~/%. Obsérvese que el C'V,2 es el
(ug—1)

mismo bajo parametrizacién de escala o de rata. Despejando, ug = CVH_Q2 + 2. Luego, despejando
v}y de la esperanza: v}y = F(k?)(up — 1).
Sea un coeficiente de variacién alto: C'V,2 = 1, entonces ug = 3, y sea Eo(x?) = 0.25, por tanto v

= 0.5. El bajo valor de v, implica baja precision.

a o exp(—aap). En la distribucién exponencial el CV siempre es 1. Var(a) = 1/a} = 640000,
entonces ag = 0.00125. Implica que F(a) = 800.

n ~ Gamma(by, ¢p), ¢o como rata. Con un coeficiente de variaciéon grande: C'V,, ... = 1 = by 1/2
obtendriamos un by = C'Vn_2 =1 Ysea E(n) =10 = g—g, entonces, cg = bg/E(n) = 0.1.

A se modela exactamente igual que «, por tanto sea dg = 0.00125.

& ~ Gammal(eg, fo) del mismo modo que 1. Si CVe = 1, entonces fy = 0.1. Y sea E(§) = 10,
entonces, eg = fo * E(§) = 1.
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Para los modelos jerarquicos de dos niveles los hiperpardmetros ag, by y cg son los mismos que para
el modelo jerarquico de tres niveles.

En relacién a los hiperpardmetros de ¥, se busca que conformen una distribucién no informativa.
La media se centra en cero:

pt =10,0,0]

La covarianza se asigna en cero para hacerla no informativa. En cambio, la varianza de asigna
amplia con el mismo objetivo. Entonces, la matriz de varianza-covarianza que se asigna es:

10 0 O
A=|0 10 O
0 0 10

En relacién a los hiperparametros de la distribucién de X, Hoff [11] aconseja una matriz Sy igual a
A, pero centrada libremente alrededor de p + 2, es decir, vy =3 6 1y = 5.

10 0 O
So=10 10 0
0 0 10

La matriz de parametros Beta se inicié con un vector centrado en cero.

5.3.3 Graficas

Se presentan grafica ilustrativas del planteamiento dado en los dos literales anteriores. Las infor-
mativas corresponden a la simulacion de datos. Las no informativas, al modelado.

Distribucion normal de vy

0.9

o

@©

B 06 ___ No informativa:

& Media=0y sd=1

o Informativa:

a Media = 0.1y sd = 0.05
0.3
0.0

-10 -5 0 5 10 15
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Aproximacion a la distribucion exponencial de a
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informativa: a0 = 0.0556, E(alpha) = 17.9856115107914

Figura 8: Elicitaciéon de parametros para las distribuciones de gamma y alpha
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0.0100

0.0075

0.0050

Densidad

0.0025

0.0000

0 100 200 300 400 500

No informativa: forma = 1 y escala = 100

35

Densidad

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
0 10 20 30

informativa: forma = 4 y escala = 0.5

2000

40



Distribucion gamma inversa de K>
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No infor.: forma = 3y escala = 0.5 Inform.: forma = 402 y escala = 20

Figura 9: Elicitaciéon de parametros para las distribuciones de eta y kappa

5.4 Validacién de los modelos

Se procede a aplicar la metodologia de validacién de los modelos para determinar si es dable llegar
a conclusiones acerca del problema planteado.

Se realiza el proceso completo para el indice de Liderazgo efectivo, modelo por modelo. Se presenta
en Anexo F la validacion de los modelos sobre los otros dos indices por cuanto los resultados son
en todo similares.

5.4.1 Modelo base

El célculo de la Log-verosimilitud del MCMC para el modelo base es:

logP (y 0, <o2><s>) = 2 S SN (6 0%)

Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.
s€{1,2,3,...,5}
S es el nimero total de iteraciones.

La gréfica de la Figura 10 presenta la convergencia del modelamiento para logP (g | 60, (02)(5)>.

El modelo base es sencillo. Se realizaron 52,000 iteraciones, con un calentamiento de la serie de 2,000
iteraciones y guardando los resultados cada 5 iteraciones con el objeto de obtener finalmente 10,000
muestras. Se observa un muy buen comportamiento, con nula auto-regresiéon entre las muestras.
Bajo pruebas formales, realizadas con el paquete coda de R, la cadena converge.

El tamaiio efectivo de 0 y o2 es 10,050 y 10,000 respectivamente.
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Figura 10: Convergencia del modelamiento para logP

Cuadro 5: Errores estandar del modelo base

Distribucién | Error estandar
Theta 0.0003655
Sigma2 0.0000323

Los errores estandar son adecuados.

La validacién cruzada realizada sobre el modelo base obtuvo un error cuadratico medio (AMSE)
de 1.102.

Se presenta a continuaciéon los ajustes asociados al Deviance Information Criterion del Modelo base:

DIC = 2[-In P(y | ayes) + Ppic]

donde
. M nj Njk _
In P(y | 6Bages) = »_ > > In {N(yzjk | 91«,02)}
k=1j=1i=1
y

S
~ 1
Ppic = z(m Py | Opayes) — g 3 log P(y | e<8>))

s=1

El DIC del modelos es -944,313.89.
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Finalmente, se verifica la consistencia interna del modelo. Como se enuncié en la metodologia,
se utilizaron tres estadisticas para determinar la coherencia interna: media, mediana y desviacién
estandar:

Las estadisticas escogidas son consistentes para algunos establecimientos educativos, para otras no.

La manera adecuada de evaluarlo es determinar el predictive posterior p-value (ppp). Es de esperar
que dicho valor se sitie entre el 2.5% y el 97.5% para que sea consistente.

Cuadro 6: Porcentaje de establecimientos educativos, en el modelo base, con un predictive posterior
p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Establecimiento educativo 100 60.7 0

El cuadro 6 presenta el porcentaje de establecimientos educativos cuyo ppp-value estd dentro de los
limites especificados. Se observa que el modelo tiene problemas en representar bien la desviacién
estandar. Y el valor de la mediana también es bajo. Esto todavia permite responder las preguntas
que se plantearon al inicio del trabajo por cuanto se refieren todas a la media.
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Figura 11: Convergencia del pardmetro sigma2

La Figura 11 presenta que se llegé a la convergencia en el pardmetro o2 del modelo base, en
consecuencia, no es problema atribuible a un bajo niimero de iteraciones, sino a que la especificacién
no logra representar adecuadamente los datos.

El panel superior izquierdo de la Figura 11 presenta la media acumulada del parametro. El panel
superior derecho presenta el porcentaje acumulado de datos menores que cero. El panel inferior
izquierdo presenta el acumulado del valor del percentil pg7 5 El panel inferior derecho presenta la
varianza acumulada del parametro.
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5.4.2 Segundo modelo: jerarquico de tres niveles

-1740
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1760
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n.a

La convergencia es adecuada, pero presenta algiin nivel de autocorrelacion. Bajo pruebas formales,
realizadas con el paquete coda de R, la cadena converge.

Obsérvese que el ntimero de iteraciones fue de 50,000 para el modelo. Esto merece una explicacion.

El modelo jerarquico de tres niveles es el mas complejo. Con 52,000 iteraciones se obtenia una alta
correlacién en los parametros del nivel 3, asi que se opt6 por correr 1,020,000 iteraciones, con un
calentamiento de la serie de 20,000 iteraciones y guardando los resultados cada 20 iteraciones con
el objeto de obtener finalmente 50,000 muestras. ;Por qué mas muestras? Para obtener tamafios
de muestra efectivas suficientes para compararse con el modelo base. El comportamiento de las
variables de interés: 0;; y 0,3 es bueno, con muestras efectivas de 22,395 y 38,101. También los
tamafios de muestra efectiva de yy, v v 2 fueron buenos: 39,900, 44,813 y 47,501 respectivamente.
Corresponde al modelamiento de la media de . Pero los tamaifios de muestra efectiva de 72, A y &
fueron pésimos: 142, 134 y 78 respectivamente. Corresponden al modelamiento de la varianza de 6.
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Figura 12: Convergencia del parametro tau2
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Figura 13: Convergencia del parametro kappa2

En la Figura 12 se observa cémo no se logra estabilizaciéon (convergencia) del pardmetro 72, del
nivel 2. Compérese con el comportamiento del pardmetro x? (Figura 13) del nivel 3, el cual si
presenta estabilizacién.

Sujeto a que no se lograrfan tamafios de muestra efectivos adecuados para los pardmetros 72, A y
&, los siguientes indices sociogrupales se calcularon con 25,000 iteraciones, suficientes para alcanzar
un tamano efectivo de 10,000 en los restantes parametros.

Cuadro 7: Errores estandar del modelo jerarquico de tres niveles

Distribucién | Error estandar
Theta 0.0009233
Sigma2 0.0007879
Mu 0.0006638
Tau2 0.0008072
Alpha 0.1564784
Eta 0.1410855
Gamma, 0.0002666
Kappa2 0.0000853
Lambda 22.1563488
Xi 0.5945697

Se observa un error estandar aparentemente alto para «, 7, A y £&. No obstante, en relacién a las
medias no son valores altos (la media entre el EE es, respectivamente, 137.2, 133.6, 23.3, 10.5).

El modelo jerdrquico de tres niveles obtuvo un AMSE de 1.088. Una desmejora del 1.3 % respecto
al modelo base.

El DIC del modelo es -26,489.76.

El modelo jerdarquico de tres niveles obtiene un desempeno inferior, medido mediante el DIC, al
modelo base. No obstante, es consistente para las tres estadisticas tanto a nivel de establecimiento
educativo, como de aula.
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Cuadro 8: Porcentaje de establecimientos educativos, en el modelo jerarquico de tres niveles, con
un predictive posterior p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Aula 100 100 92.8
Establecimiento educativo 100 100 100.0

5.4.3 Segundo modelo: jerarquico de dos niveles, con covariables
El célculo de la Log-verosimilitud del MCMC para los modelos jerdrquicos de dos niveles es:

A nivel de aula

logP (yk 8%, (az><s>) = oL, =0 SN (BS) XE (03)@)

A nivel de establecimiento educativo

logP <Z§ijk: | ﬂ;(:)ao’i%(s)> = Eé/[:12?212?iﬁN(/3k(s)X;€‘ka02(8))

Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.
(s) €{1,2,3,...,S}

S es el numero total de iteraciones.

Indice:Li M2.1

T T T T T T T T T T
o 2000 4000 6000 8000 10000 o 2000 4000 6000 8000 10000
iteration iteration

Figura 14: Convergencia de los modelos para el indice Liderazgo

Las graficas de la Figura 14 presentan la cadena de la logverosimilitud para cada uno de los
modelos. Las dos opciones del modelo convergieron de manera adecuada. Para ambos se utiliz6 una
configuracién de iteraciones de MCMC: 102,500 iteraciones, con un calentamiento de la serie de
2,500 iteraciones, guardada de los resultados cada 10 iteraciones con el objeto de obtener 10,000
muestras.
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Cuadro 9: Errores estandar del modelo M2.1 para el quinto establecimiento educativo

Distribucién | Error estandar
Beta_ 0 0.0004631
Beta_ 1 0.0006002
Sigma?2 0.0000057

Los tamaiios efectivos para, por ejemplo, By, 81 v 02 del primer modelo jerarquico de dos niveles
fueron: 9,971, 10,040 y 9,983 respectivamente.

Cuadro 10: Errores estandar del modelo M2.2 para el quinto establecimiento educativo

Distribucion | Error estandar
Beta_ 0 0.0213792
Beta_ 1 0.0214437
Beta_ 2 0.0376082
Beta_ 3 0.0216032
Sigma?2 0.0000055

Los tamanos efectivos para el segundo modelo jerarquico de dos niveles fueron: 9,916, 9,857, 9,693,
9,709 y 1,714,884 respectivamente.

Obsérvese que para el pardmetro o2 el tamano de muestra efectivo es muy grande. Esto ocurre
cuando hay autocorrelaciones negativas en las MCMC. El tamano de muestra efectivo se utiliza
como una aproximacién al tamano de las cadenas si se hubieran obtenido muestras independientes.
Cuando hay una correlacién negativa la varianza del estimador de las MCMC correlacionadas puede
ser menor que la varianza del estimador de las muestras independientes, lo que conduce a un tamano
de muestra efectivo mas grande. No es problema.

En comparaciéon con el modelo por sexo, el modelo por grado obtiene un mayor error estandar en
sus coeficientes B (la media de los betas entre sus respectivos EE es 16.2, 41.5, 0.8, 43.7).

El primer modelo jerdrquico de dos niveles obtuvo un AMSE de 1.154 en la validacion cruzada.
Una mejora del 4.7 % respecto al Modelo base y del 6.1 % respecto al modelo jerdrquico de tres
niveles.

Se presenta a continuacién el ajuste asociado al Deviance Information Criterion de los modelos
jerarquicos de dos niveles:

A nivel de aula

DIC = 2[-In P(y | BBayes) + Ppic]

donde
A~ M T n]k —
Py | Bpages) =533 In [N(Wk | X5 B )
k=1 j=1i=1
y
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S
A 1 s
PDIC = 2(111 P(y ‘ ﬁBayes) - g Zlog P(y ‘ ngﬂgk))>

s=1

A nivel de establecimiento educativo

DIC = 2[-In P(y | BBayes) + Ppic]

donde
R M mnj Njk _
I POy | Apaye) =335 In [N(yzjk | X5 By &i)}
k=1j=1i=1
y

S
N 1 s
Porc = 2(In P(y | Boaes) — g D log Ply | X[38,7))
s=1
El DIC de los modelos es:

Cuadro 11: Deviance Information Criterion por modelo

Modelo DIC
Sexo 56,477
Grado | 83,633

Los modelos jerarquicos de dos niveles obtienen un DIC muy superior en valor, muy inferior en
desempetio al modelo base.

A pesar del DIC mayor, los modelos jerarquicos de dos niveles permiten realizar inferencias sobre
sexo y grado respectivamente, lo cual es una ganancia frente al aparente mejor desempeno de los
otros dos modelos.

Cuadro 12: Porcentaje de aulas, en los modelos jerarquicos de dos niveles, con un predictive posterior
p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Sexo a nivel de Aula 100 42.0 0
Grado a nivel de establecimiento educativo 100 46.4 0

Los modelos jerdrquicos de dos niveles tienen un desempefio regular en la representaciéon de lo
que ocurre en las aulas o establecimientos educativos para las estadisticas de mediana y desvia-
cién estandar, sobre todo a nivel de desviacién estandar. Pero para la media la representacion es
adecuada.

Las figuras 15 y 16 presentan que también los modelos jerdrquicos de dos niveles logran convergencia

del pardmetro o2.
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Figura 15: Convergencia del parametro sigma2 para el primer modelo jerarquico de dos niveles
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Figura 16: Convergencia del parametro sigma2 para el segundo modelo jerarquico de dos niveles
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6. Discusion de los resultados

La aplicacion practica del modelamiento, explicada en la Seccién de planteamiento del problema,
se realiza sobre tres indices medidos en el ano 2018 para veintiocho instituciones educativas. En
cada una participan entre 1 y 5 aulas, la mayoria con 2 6 3 aulas, para un total de sesenta y nueve
aulas, y mas de mil trescientos estudiantes.

Cuadro 13: Tabla de frecuencia de niimero de establecimientos educativos segiin ntimero de aulas

N° de aulas | N° de establecimientos educativos

2
14
10

QU | W N

El niimero de estudiantes evaluados por aula varia entre 7 y 32 estudiantes.

Histograma del n° de estudiantes por aula
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Los indices analizados son Liderazgo efectivo, Habilidades comunicativas y Respeto hacia los demds
y hacia st mismo. Las tres son habilidades socio-grupales.
Liderazgo efectivo entendido como la capacidad para ejercer liderazgo en la ejecucion de una tarea.

Habilidades comunicativas definido como logro de una comunicacion efectiva con pares y docentes,
en contextos interpersonales y en grupo.

Respeto hacia los demas y hacia si mismo en términos de que el joven muestra claridad acerca del
comportamiento adecuado frente a los limites ligados al espacio personal, cuerpo y tiempo propios
y de los demds. Presenta capacidad para respetarlos y hacerlos respetar de forma adecuada.

Las preguntas que los financiadores y operadores de la intervencién se plantearon son cuatro:

1. ;Cudl es la probabilidad de que el valor de la diferencia entre la medicién de los indices
diferencia analizados sea mayor a cero? Les interesa de manera desagregada.
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2. jLa intervencién logra efectos uniformes en todas las instituciones educativas?
3. jHay brecha entre los sexos? ;Es uniforme dicha brecha?
4. ;La intervencion obtiene resultados mas convenientes en unos grados que en otros?

Para responder estas preguntas se construyeron tres modelos. El primer modelo es muy sencillo
y se usa para comparar los dos restantes. El segundo y el tercero son modelos jerarquicos cuya
formulacién se expone en la Seccién 4. E segundo es de tres niveles (Ver Figura 3) y el tercero de
dos niveles (Ver figuras 4 y 5). El tercer modelo tiene dos formulaciones ligeramente diferentes. Se
presenta por aula o por establecimiento educativo. La Seccién 4 ilustra cémo es posible hacer una
pequena variacién para cambiar el nivel de detalle. Este tercer par de modelos introduce variables
indicadoras o dummies para evaluar el efecto por sexo o por grado, respectivamente.

El proceso de validaciéon mostré que ambos modelos jerarquicos son aptos para modelar la media de
los indices diferencia, por tanto, son convenientes para responder las preguntas. El primer modelo
jerarquico permite contestar las dos primeras preguntas. El segundo modelo jerarquico permite
contestar las dos ultimas. Se analiza la respuesta por sexo a nivel de aula, ya que los establecimientos
educativos manejan grupos mixtos. Y se analiza la respuesta por grado a nivel de establecimiento
educativo, ya que no tiene sentido realizarlo a nivel de aula.

Se procede a responder las preguntas por cada indice.

6.1 Liderazgo efectivo

Como ya se menciond, la primera y segunda pregunta se responden con el modelo jerarquico de tres
niveles.

El gréfico de oruga de la Figura 17 identifica el valor medio y el intervalo de confianza del indice
diferencia. Donde la intervencion es significativa y positiva se presenta el intervalo de confianza
en color verde. Si fuese significativa y negativa se presentaria de color rojo. La intervencién fue
significativa y positiva para seis aulas, el 8.7 %. No fue significativa y negativa para ninguna.

La pregunta que se hacen los financiadores es ;Cudl es la probabilidad de que el valor del indice
diferencia sea mayor a cero? El grafico de la Figura 18 muestra la probabilidad por aula. Es una
mirada distinta a lo mismo que expresa la Figura 17. Si bien todas las probabilidades son mayores
a cero, un financiador esperarfa que la mayorfa tuvieran una probabilidad cercana al 100 %.

Por tanto, queda respondida la segunda pregunta: La intervencién no logra intrinsecamente efectos
uniformes en todas las instituciones educativas. Depende en gran medida de las condiciones propias
de cada contexto.

Se procede a contestar la tercera pregunta, acerca de la brecha por sexo, por medio del primer
modelo jerdrquico de dos niveles.

Los graficos de oruga de la Figura 19 presentan por cada aula la media de los coeficientes By y 51
y sus correspondientes intervalos de confianza a un nivel del 95 %.

Hay tanto valores positivos y significativos como negativos y significativos. Por tanto, una primera
conclusién es que la intervencién no logra resultados uniformes en todos los establecimientos edu-
cativos. Se puede interpretar en el sentido de que el resultado depende de las condiciones internas
de cada institucion educativa, e incluso de cada aula, y no es efectivo por si mismo.
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Figura 17: Representacion de la media de la diferencia, por aula, para el indice Liderazgo
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Figura 18: Probabilidad de que la media sea mayor a cero para el indice Liderazgo
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Figura 19: Coeficientes del modelo jerarquico de dos niveles para sexo

El pardmetro 3y (panel izquierdo de la Figura 19) es el coeficiente asociado a la variable indicadora
que representa al sexo de referencia: Masculino. Permite identificar para cuantas aulas el efecto
fue positivo para los hombres, es decir, en cuantos la medicién indica que aumenté el indice de
Liderazgo efectivo: 39, el 56.5%. Y para cuantas disminuy6: 17, el 24.6 %.

B1 (panel derecho de la Figura 19) es el coeficiente asociado a la variable indicadora que presenta
la diferencia de las mujeres respecto a los hombres. La mayoria son coeficientes significativos, por
ende, hay una brecha entre sexos.

La situaciéon de las mujeres debe ser evaluada sumando Gy y 51

Medias posteriores por aula
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Figura 20: Representacion de la totalidad de los coeficientes para el indice Liderazgo

La Figura 20, que presenta la comparacién de los coeficientes Sy y 1, muestra en rojo una linea
horizontal a la altura del cero. Los puntos sobre la linea roja indican ausencia de brecha entre
sexos. Los puntos por debajo implican ventaja del sexo masculino frente al femenino. Por encima,
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lo contrario. Las lineas horizontales grises indican 4+ una desviacién estandar respecto al momento
inicial.

Hay brecha tanto a favor como en contra de las mujeres. Esto indica que si bien el fatbol como
deporte ha sido tradicionalmente masculino, la intervencién logra realizar una préctica orientada
a valores que independiza el posible sesgo que se pudiera temer en un inicio. Pero la brecha es

significativa en la mayoria de los casos, asi que la intervencién en valores no logra evitar que haya
brecha hacia alguno de los dos sexos.

La Figura 21 presenta la distribucién posterior de los betas para un aula:

Distribucion Aula 23
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Figura 21: Distribucién posterior de los betas para un aula

Para el aula presentada en el grafico la probabilidad de que sea mayor a cero, para 3y, es 93.43 %
y de que Sy + B1 sea mayor a cero es 100 %.

No se conoce cuinto es lo normal que avance, o retroceda, un estudiante adolescente sin ninguna
intervencion en cuanto a competencias socioemocionales o sociogrupales. Por esa razon, no se puede
juzgar a partir de los datos si la intervencion ha tenido efectos positivos. Tan sélo es posible exponer
lo que se registra con el objeto de avanzar en el conocimiento de este tipo de intervenciones.
Ademas, el cambio no mide el efecto atribuible a la intervencién, sino el causado tanto por factores
enddgenos como exodgenos, entre ellos la intervencion. El Instituto colombiano para la Evaluacién
de la Educacién (ICFES) utiliza la desviacién estdndar como un baremo factible para comparar

diferentes evaluaciones?.

4Por ejemplo, el Andlisis de las diferencias de género en el desemperio de estudiantes colombianos en matemdticas
y lenguaje de la serie Estudios del ICFES lo utiliza, asi como el informe Tras la excelencia docente: cémo mejorar
la calidad de la educacion para todos los colombianos realizado por prominentes investigadores para la Fundacion
Compartir
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Se observa que la probabilidad de que sea mayor a una desviacion estdndar sélo estd presente
para tres aulas. También podria ocurrir haya habido un retroceso. La probabilidad de que hayan
retrocedido al menos una desviacién estandar es cero.

La pregunta acerca de la diferencia por grado se responde por medio del sequndo modelo jerdrquico
de dos niveles.

En el segundo modelo jerarquico de dos niveles 3y es el coeficiente asociado a la variable indicadora
del grado de referencia: Sexto. Por esa razdn, sélo es posible calcularlo para los establecimientos
educativos que tienen grado sexto (1). Por ende, 31 es el coeficiente asociado a la variable indicadora
que representa la diferencia del grado séptimo respecto al sexto, en consecuencia solo tiene sentido
calcularlo para los establecimientos que tienen ambos grados, sexto y séptimo (2 en total).

Aquellos establecimientos educativos que tienen grado séptimo y no sexto presentan una varianza
demasiado amplia.

En las figuras 22 y 23 se observan promedios positivos y negativos significativos indicando que la
intervencién no afecta de manera uniforme a todos los establecimientos educativos, atin para un
mismo grado. En grado sexto se observa una proporcion del 0 % de establecimientos educativos con
efectos positivos. En grado séptimo dicha proporcion se debe calcular como resultado de sumar 5y
y B1. Es del 0%.

Se aplica el mismo razonamiento para los coeficientes 52 y 83, con 3 y 3 establecimientos educativos
respectivamente. La Figura 23 presenta los graficos correspondientes.

La limitacion de comparar sélo establecimientos educativos en donde se tengan ambos grados impli-
ca una restriccion en el diseno de este tipo de andlisis. Una opcién es obligar que en el muestreo de
establecimientos educativos siempre haya un aula con el grado que se vaya a tomar como referencia.
Otra opcién es realizar el andlisis agrupando grados. Por ejemplo, agrupar grados sexto y séptimo
para que sirvan de referencia y grados octavo y noveno como segunda categoria. De todos modos
implica asegurarse de tener un aula en cada una de las categorias en cada institucion educativa que
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se incluya en el analisis.

En grado octavo se observa una proporcion del 0% de establecimientos educativos con efectos
positivos, en grado noveno dicha proporcién es del 0 %.

Los datos no muestran que sea un poco mas efectivo aplicar la intervencién en unos grados que en
otros.

Medias posteriores por establecimiento educative
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Figura 24: Coeficiente por establecimiento educativo para grado séptimo
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Figura 25: Coeficiente por establecimiento educativo para grado octavo

Las figuras 24, 25 y 26 presentan la comparacién de los coeficientes de grado séptimo, octavo y
noveno, respectivamente, respecto a grado sexto. En los tres se observan coeficientes positivos y
negativos respecto al coeficiente de grado sexto, pero ninguno tiene los valores por fuera de una
desviacion estdndar respecto al momento inicial. Implica que la intervencién no es necesariamente
mejor para unos grados que para otros.
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Medias posteriores por establecimiento educativo
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Figura 26: Coeficiente por establecimiento educativo para grado noveno

6.2 Habilidades comunicativas

Como ya se menciond, la primera y segunda pregunta se responden con el modelo jerarquico de tres
niveles.

El gréfico de oruga de la Figura 27 identifica el valor medio y el intervalo de confianza del indice
diferencia. La intervencion fue significativa y positiva para nueve aulas, el 13 %. No disminuyé para
ninguna.

La pregunta que se hacen los financiadores es ;Cudl es la probabilidad de que el valor del indice
diferencia analizado sea mayor a cero? El grafico de la Figura 28 muestra la probabilidad por aula.
Es una mirada distinta a lo mismo que expresa la Figura 27. Si bien todas las probabilidades son
mayores a cero, un financiador esperaria que la mayoria tuvieran una probabilidad cercana al 100 %.

Por tanto, queda respondida la segunda pregunta: La intervencién no logra intrinsecamente efectos
uniformes en todas las instituciones educativas. Depende en gran medida de las condiciones propias
de cada contexto.

Se procede a contestar la tercera pregunta, acerca de la brecha por sexo, por medio del primer
modelo jerdrquico de dos niveles.

Los graficos de oruga de la Figura 29 presentan por cada aula la media de los coeficientes Gy y 51
y sus correspondientes intervalos de confianza a un nivel del 95 %.

Hay tanto valores positivos y significativos como negativos y significativos. La intervencion no logra
resultados uniformes en todos los establecimientos educativos.

El parametro (§y es el coeficiente asociado a la variable indicadora que representa al sexo de refe-
rencia: Masculino. Permite identificar para cuantas aulas el efecto fue positivo para los hombres, es
decir, en cuantos la medicién indica que aumenté el indice de Habilidad efectivo: 30, el 43.5%. Y
para cuantas disminuy6: 26, el 37.7 %. Llaman la atencion tres aulas que estd tienen un valor muy
distinto de las restantes.

51 es el coeficiente asociado a la variable indicadora que presenta la diferencia de las mujeres
respecto a los hombres. La mayoria son coeficientes significativos, por ende, hay una brecha entre
SEX0S.
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Figura 27: Representacién de la media de la diferencia, por aula, para el indice Habilidad
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Figura 28: Probabilidad de que la media sea mayor a cero para el indice Habilidad
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Figura 29: Coeficientes del modelo jerarquico de dos niveles para sexo
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La situaciéon de las mujeres debe ser evaluada sumando Gy y 51

Medias posteriores por aula
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Figura 30: Representacion de la totalidad de los coeficientes para el indice Habilidad

La Figura 30, que presenta la comparacién de los coeficientes Sy y 1, muestra en rojo una linea
horizontal a la altura del cero. Los puntos sobre la linea roja indican ausencia de brecha entre
sexos. Los puntos por debajo implican ventaja del sexo masculino frente al femenino. Por encima,
lo contrario. Las lineas horizontales grises undican + una desviacion estdndar respecto al momento
inicial.

Hay brecha tanto a favor como en contra de las mujeres, asi que la intervencién en valores no logra
evitar que haya brecha hacia alguno de los dos sexos. Hay tres aulas con valores mayores a una
desviacion estandar. Dos le dan ventaja al grupo de varones y una al grupo femenino.

La Figura 31 presenta la distribucién posterior de los betas para un aula:
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Figura 31: Distribucién posterior de los betas para un aula

el aula presentada en el grafico la probabilidad de que sea mayor a cero, para 3y, es 97.46 %

y de que By + 51 sea mayor a cero es 0 %. Es una aula que presenta una gran brecha entre sexos.
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Se observa que la probabilidad de que sea mayor a una desviacion estdndar sélo estd presente
para dos aulas. También podria ocurrir haya habido un retroceso. La probabilidad de que hayan
retrocedido al menos una desviaciéon estandar es cero, excepto para un aula.

La pregunta acerca de la diferencia por grado se responde por medio del sequndo modelo jerdrquico
de dos niveles.

En el segundo modelo jerarquico de dos niveles 3y es el coeficiente asociado a la variable indicadora
del grado de referencia: Sexto. Por esa razdn, sélo es posible calcularlo para los establecimientos
educativos que tienen grado sexto (0). Por ende, 31 es el coeficiente asociado a la variable indicadora
que representa la diferencia del grado séptimo respecto al sexto, en consecuencia, sélo tiene sentido
calcularlo para los establecimientos que tienen ambos grados, sexto y séptimo (0 en total).

En las figuras 32 y 33 se observan promedios positivos y negativos significativos indicando que la
intervencién no afecta de manera uniforme a todos los establecimientos educativos, atin para un
mismo grado. En grado sexto se observa una proporcién del NaN % de establecimientos educativos

con efectos positivos. En grado séptimo dicha proporcién se debe calcular como resultado de sumar
Bo 'y B1. Es del NaN %.

Se aplica el mismo razonamiento para los coeficientes 52 y B3, con 0 y 0 establecimientos educativos
respectivamente. La Figura 33 presenta los graficos correspondientes.

La limitaciéon de comparar sélo establecimientos educativos en donde se tengan ambos grados impli-
ca una restriccién en el diseno de este tipo de analisis. Una opcion es obligar que en el muestreo de
establecimientos educativos siempre haya un aula con el grado que se vaya a tomar como referencia.
Otra opcién es realizar el andlisis agrupando grados. Por ejemplo, agrupar grados sexto y séptimo
para que sirvan de referencia y grados octavo y noveno como segunda categoria. De todos modos
implica asegurarse de tener un aula en cada una de las categorias en cada institucién educativa que
se incluya en el anélisis.

En grado octavo se observa una proporcién del NaN % de establecimientos educativos con efectos
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Figura 32: Dos primeros coeficientes del segundo modelo jerdrquico de dos niveles
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positivos, en grado noveno dicha proporcién es del NaN %.

Los datos no muestran un patrén en el que se identifique que sea un poco mas efectivo aplicar la
intervencion en unos grados que en otros. De hecho, en los dos grados extremos se obtiene un mayor
porcentaje que en los intermedios.

Medias posteriores por establecimiento educativo
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Figura 34: Coeficiente por establecimiento educativo para grado séptimo
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Figura 35: Coeficiente por establecimiento educativo para grado octavo

Las figuras 34, 35 y 36 presentan la comparacién de los coeficientes de grado séptimo, octavo y
noveno, respectivamente, respecto a grado sexto. En los tres se observan coeficientes positivos y
negativos respecto al coeficiente de grado sexto, pero, excepto uno de grado séptimo, ninguno tiene
los valores por fuera de una desviacién estandar respecto al momento inicial. La intervencion no es
necesariamente mejor para unos grados que para otros.
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Figura 36: Coeficiente por establecimiento educativo para grado noveno

6.3 Respeto por si mismo y por los demas

Como ya se menciond, la primera y segunda pregunta se responden con el modelo jerarquico de tres
niveles.

El gréfico de oruga de la Figura 37 identifica el valor medio y el intervalo de confianza del indice
diferencia analizado. La intervencién fue significativa y negativa para ocho aulas, el 11.6%. No
aumenté para ninguna.

La pregunta que se hacen los financiadores es ;Cudl es la probabilidad de que el valor del indice
diferencia sea mayor a cero? El grafico de la Figura 38 muestra la probabilidad por aula. Es una
mirada distinta a lo mismo que expresa la Figura 37. La mayoria de las probabilidades son menores
al 50 %. Para este indice, la intervencién fue desafortunada.

Por tanto, queda respondida la segunda pregunta: La intervencién no logra intrinsecamente efectos
uniformes en todas las instituciones educativas. Depende en gran medida de las condiciones propias
de cada contexto.

Se procede a contestar la tercera pregunta, acerca de la brecha por sexo, por medio del primer
modelo jerdrquico de dos niveles.

Los graficos de oruga de la Figura 39 presentan por cada aula la media de los coeficientes Gy y 51
y sus correspondientes intervalos de confianza a un nivel del 95 %.

Hay tanto valores positivos y significativos como negativos y significativos. La intervencion no logra
resultados uniformes en todos los establecimientos educativos.

El parametro (§y es el coeficiente asociado a la variable indicadora que representa al sexo de refe-
rencia: Masculino. Permite identificar para cuantas aulas el efecto fue positivo para los hombres,
es decir, en cuantos la medicién indica que aument6 el indice de Respeto efectivo: 22, el 31.9%. Y
para cuantas disminuy6: 38, el 55.1 %. Llaman la atencién tres aulas que estd tienen un valor muy
distinto de las restantes.

51 es el coeficiente asociado a la variable indicadora que presenta la diferencia de las mujeres
respecto a los hombres. La mayoria son coeficientes significativos, por ende, hay una brecha entre
SEX0S.
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Figura 37: Representacién de la media de la diferencia, por aula, para el indice Respeto
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Figura 38: Probabilidad de que la media sea mayor a cero para el indice Respeto
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Figura 39: Coeficientes del modelo jerarquico de dos niveles para sexo
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La situaciéon de las mujeres debe ser evaluada sumando Gy y 51

Medias posteriores por aula
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Figura 40: Representacién de la totalidad de los coeficientes para el indice Respeto

La Figura 40, que presenta la comparacién de los coeficientes Sy y 1, muestra en rojo una linea
horizontal a la altura del cero. Los puntos sobre la linea roja indican ausencia de brecha entre
sexos. Los puntos por debajo implican ventaja del sexo masculino frente al femenino. Por encima,
lo contrario. Las lineas horizontales grises undican + una desviacién estandar respecto al momento
inicial.

Hay brecha tanto a favor como en contra de las mujeres, asi que la intervencién en valores no logra
evitar que haya brecha hacia alguno de los dos sexos. Hay una decena de aulas con valores mayores
a una desviacién estdandar. Unas le dan ventaja al grupo de varones y otras al grupo femenino.

La Figura 41 presenta la distribucién posterior de los betas para un aula:

Distribucion Aula 23

Density
Density

2l S I e

T T T [ T T ! T T
-0.3 -0.2 -0 0.0 0.1 -0.1 0.0 0.1 0.2

By B+ By

Figura 41: Distribucién posterior de los betas para un aula

Para el aula presentada en el gréafico la probabilidad de que sea mayor a cero, para [y, es 1.01 % y
de que [y + [1 sea mayor a cero es 81.22 %. Es una aula que presenta una gran brecha entre sexos,
en contra del sexo masculino.
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Se observa que la probabilidad de que sea mayor a una desviaciéon estandar sélo estd presente para
una Unica aula. También podria ocurrir haya habido un retroceso. La probabilidad de que hayan
retrocedido al menos una desviaciéon estdndar es alrededor del 30 % para una decena de aulas para
los hombres, y de alrededor del 40 % para ocho aulas respecto a las mujeres.

Probabilidad de que sea menor a una desviacion estandar
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La pregunta acerca de la diferencia por grado se responde por medio del sequndo modelo jerdrquico
de dos niveles.

En el segundo modelo jerarquico de dos niveles 3y es el coeficiente asociado a la variable indicadora
del grado de referencia: Sexto. Por esa razén, sélo es posible calcularlo para los establecimientos
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educativos que tienen grado sexto (0). Por ende, 31 es el coeficiente asociado a la variable indicadora
que representa la diferencia del grado séptimo respecto al sexto, en consecuencia, sélo tiene sentido
calcularlo para los establecimientos que tienen ambos grados, sexto y séptimo (0 en total).

Respeto - Estimaciones de beta_0 Respeto - Estimaciones de beta_1
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Figura 42: Dos primeros coeficientes del segundo modelo jerdrquico de dos niveles

En las figuras 42 y 43 se observan promedios positivos y negativos significativos indicando que la
intervencién no afecta de manera uniforme a todos los establecimientos educativos, atin para un
mismo grado. En grado sexto se observa una proporcién del NaN % de establecimientos educativos
con efectos positivos. En grado séptimo dicha proporcién se debe calcular como resultado de sumar
Boy B1. Es del NaN %.

Se aplica el mismo razonamiento para los coeficientes G2 y 83, con 0 y 0 establecimientos educativos
respectivamente. La Figura 43 presenta los graficos correspondientes.

La limitacion de comparar sélo establecimientos educativos en donde se tengan ambos grados impli-
ca una restriccién en el disefio de este tipo de analisis. Una opcién es obligar que en el muestreo de
establecimientos educativos siempre haya un aula con el grado que se vaya a tomar como referencia.
Otra opcién es realizar el andlisis agrupando grados. Por ejemplo, agrupar grados sexto y séptimo
para que sirvan de referencia y grados octavo y noveno como segunda categoria. De todos modos
implica asegurarse de tener un aula en cada una de las categorias en cada institucién educativa que
se incluya en el anélisis.

En grado octavo se observa una proporcién del NaN % de establecimientos educativos con efectos
positivos, en grado noveno dicha proporciéon es del NaN %.

Los datos no muestran un patrén en el que se identifique que sea un poco mas efectivo aplicar la
intervencién en unos grados que en otros. Grado octavo presenta un porcentaje similar al de grado
sexto, y grado séptimo similar en magnitud al grado noveno.

Las figuras 44, 45 y 46 presentan la comparacién de los coeficientes de grado séptimo, octavo y
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Figura 43: Restantes coeficientes del segundo modelo jerarquico de dos niveles
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Figura 44: Coeficiente por establecimiento educativo para grado séptimo
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Figura 45: Coeficiente por establecimiento educativo para grado octavo
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Figura 46: Coeficiente por establecimiento educativo para grado noveno
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noveno, correspondientemente, respecto a grado sexto. En los tres se observan coeficientes positivos
y negativos respecto al coeficiente de grado sexto, pero, ninguno tiene valores por fuera de una
desviacion estdndar respecto al momento inicial. La intervenciéon no es necesariamente mejor para
unos grados que para otros.
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7. Conclusiones

Hay dos tipos de conclusiones: las asociadas con la metodologia estadistica y las asociadas con la
aplicacién.

7.1. La metodologia estadistica

Los modelos jerarquicos planteados fueron efectivos en permitir comparar la brecha entre sexos o
entre grados. El modelo jerdrquico de tres niveles mostré un comportamiento de la mezcla muy
bueno, permitiendo hacer uso de los resultados de la diferencia promedio en cada aula de cada
institucién educativa, y de la varianza correspondiente a cada instituciéon educativa. Pero presentd
una mezcla pobre y un nimero efectivo de muestras bajo para los parametros que corresponden
a la varianza de la media. Hoff [11] escribe en el numeral 11.5 de su texto que los MCMC de los
modelos jerarquicos pueden sufrir de este problema. Congdon [3] menciona que tanto Givens and
Hoeting (2012) como Browne (2004) proponen realizar una transformacién orientada a centrar las
variables para reducir la correlaciéon posterior de las distribuciones posteriores e incrementar el
tamaiio efectivo de las muestras (pag 318). Es una estrategia que no fue viable aplicar como mejora
por cuanto los indices ya estdn bastante centrados alrededor de cero y su desviacion estandar
cercana a uno.

La aplicacién se realizé sobre el sector educativo, pero hay otros sectores que son naturalmente
jerarquicos y en los que se puede aplicar esta misma técnica: salud publica, ecosistemas o estructuras
empresariales.

7.2. La aplicaciéon

Los resultados de la intervencién dejan claro que la metodologia depende en gran medida del
contexto donde se aplique. Para los tres indices se obtuvieron brechas entre sexos, tanto en favor
de uno como del otro, indicando que per se no hay discriminacién hacia un sexo u otro. La brecha
la genera el contexto, el cual contiene muchos cofactores: el docente, la dinamica del grupo, el
porcentaje de estudiantes de un sexo u otro, la cultura institucional, la cultura social del ambiente
del que provienen, .

La diferencia entre grados también es en ambas direcciones, sin dejar entrever claramente que haya
un grado en que sea mas conveniente intervenir para ninguno de los indices analizados.

Aunque la intervencién muestre algunas evidencias de mejora en el desempeno en los indices medi-
dos, esta eficiencia debe evaluarse si es significativa en términos de la inversién de recursos y tiempo
aplicados a la intervencién. Quiza se deben establecer estrategias diferenciales de acuerdo a las ca-
racteristicas de la institucion, los grados y las condiciones soeciodemograficas de los estudiantes,
entre otras.

Los resultados cercanos a cero se pueden explicar por el corto periodo de intervenciéon. Casey y
Goodyear mencionan que la literatura que rodea el desarrollo del aprendizaje de los estudiantes
en dominios fisicos, cognitivos, sociales y afectivos se centra principalmente en responder a la
pregunta de si funciona, en lugar de preguntar cuiles son los beneficios para los estudiantes y su
aprendizaje a lo largo del tiempo. Mencionan que Kirk (2010), basdndose en el trabajo de Ennis
(1999), sostuvo que unidades de instruccién que duran entre cuatro y seis lecciones no permiten
que el aprendizaje progrese mas alla del nivel més béasico. Que un creciente cuerpo de investigacién
sugiere que se necesitan varias unidades iniciales antes que los estudiantes aprendan a aprender de
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esta manera. Asi que el énfasis en estudios cortos es una limitacién de las investigaciones|2]. Ellas se
refieren al Aprendizaje Cooperativo, pero bien se puede extender a otro tipo de pedagogias. Aniaden
que el Aprendizaje Cooperativo, como otros modelos pedagoégicos, a menudo se ha aplicado solo
dentro de un plan de estudios méas amplio, dentro de actividades multiples. Hace referencia a que
la intervenciéon es una de los varios proyectos que se planean para un mismo periodo académico.
Ambas limitaciones son pertinentes para el caso de la intervencién analizada: la intervencién se
realizé en 10 sesiones, dejando las demas sesiones para desarrollar otras actividades planeadas por
parte del Area de Educacién Fisica, Recreacién y Deporte, y dicho nimero de sesiones se queda
corto para consolidar unos resultados bajo una metodologia que es extrana al discurrir pedagdgico
usual y que por ende requiere de un tiempo de aprendizaje acerca de como desarrollarlo, tanto para
los alumnos como para los docentes.

Casey y Goodyear también exponen que hay limitaciones en el enfoque de cada estudio de los
revisados por ellas. M4ds particularmente, mencionan la brevedad de muchas intervenciones (menos
de 6 semanas en algunos casos) y la falta de detalle acerca de si se mantuvo fidelidad al modelo[2].

Veldzquez escribe que “... Smith y Goc Karp (1997) ya demostraron que programas puntuales de
juegos cooperativos pueden no resultar tan eficaces si no se prolongan en el tiempo y van acom-
panados de otras acciones en las clases. Es més, en grupos poco habituados a cooperar pueden
manifestarse algunos comportamientos negativos, como la tendencia de algunos estudiantes a ac-
tuar individualmente, incluso perjudicando las respuestas cooperativas de otros compafieros, o la
comparacion de resultados entre personas o grupos (Lavega, Planas y Ruiz, 2014)” pag. 278[19].

Si bien para los tres indices se presentaron resultados menores a una desviacién estandar, hay
indicios de que el indice de Respeto por si mismo y hacia los demds tuvo un comportamiento
tendiente a negativo. Sin intencién de querer explicarlo, denota que la técnica logra revelar cambios
pequenos.

En la exposicién se presentaron graficas que expresaban la probabilidad por aula de que la media
estuviera por encima o por debajo de una desviacién estandar. Es el tipo de flexibilidad que pro-
porciona el paradigma Bayesiano. Una vez se obtienen las cadenas, se pueden realizar multitud de
preguntas sin tener que definir y calcular modelos nuevos.

La probabilidad expresada en dichas graficas coincide en la mayoria de los casos con el concepto de
probabilidad que manejan los tomadores de decisiones de este tipo de proyectos. Una ventaja del
paradigma Bayesiano que ya se mencioné en la Seccién 2.

Los analisis por aula o por establecimiento educativo son cercanos a las necesidades de los operadores
quienes recolectan mucha informacién cualitativa que pueden contrastar con la cuantitativa para
determinar hipétesis acerca de las razones por las que funcioné la intervenciéon en unos contextos
y no en otros.

7.3 Futuros estudios

Congdon|[3] recuerda que otro objetivo importante de los modelos jerdrquicos es estudiar la particién
de la varianza. Por ejemplo, ;qué proporcion de las variacion del desempeno en valores sociogrupales
se debe a las caracteristicas de los establecimientos educativos, y cuanto se debe a las caracteristicas
de su contexto familiar y social.

El modelamiento presentado es susceptible de mejorarse. Algunas opciones son:

a. Usar previas sobre los coeficientes 5 dado que la cantidad de cofactores puede ser grande.
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b. Se puede usar alguna otra previa para los pardmetros de varianza, con el objeto de lograr que
se puedan hacer inferencias respecto a la variabilidad.

c. El MCMC puede tomar tiempo en correr y probar otras alternativas puede ser costoso en
tiempo, asi que también se puede usar calculo variacional para explorar la distribucién poste-
rior (Variational Inference A Review for Statisticians), o la técnica de Approximate Bayesian
Computation (ABC), usando Integrated Nested Laplace Approximation (INLA). Y para se-
leccionar los modelos, ademas de los criterios de informacién y la validacién cruzada se pueden
usar Factores de Bayes (seccién 1.8 de Jackman|[13]).

Ademés de intervalos de credibilidad, se pueden hacer pruebas de hipdtesis (seccién 1.8 de
Jackman[13]).

Dado que la variable respuesta no tiene que ser necesariamente normal, desde un punto de vista
no paramétrico se puede modelar la distribucién que asume la variable respuesta por medio de una
previa a través de un proceso de Dirichlet (Capitulo 23 del libro de Gelman|[8§]).
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Anexo A. Inferencia de las distribuciones condicionales conjuntas
del segundo modelo: jerarquico de tres niveles

Se desarrolla la verosimilitud de la ecuacién (6) para un aula cualquiera j de una instituciéon edu-
cativa cualquiera k:

2
Nk niE g -1 <yijk—9jk>
9k
p(yiji | resto) = [ p(wiji | Ok, o%) = e (44a)
-1 i=1 27'('0']%
/) e | LS [ Yk = O’
_ 2\ — (1 /2 ij J
_ | )
x (2m02) "Mk Dexp | — == Z (yz‘jk - ij) 1 (44c)
20}, ]
_ |
2\ — (15 /2 2 2
= (2r0?) "k Dexp | — ﬂ 2 (yijk — 20,,yi5 + ejk) (44d)
2 2 i 1 & 2 & 2
= (2710,{)7(””/ )exp — R ( Zyijk — 205 Zyijk + njkejk>1 (44e)
L i=1 i=1

La distribucién posterior, es decir, la actualizacién de las creencias acerca de los pardmetros una
vez se hallan observado los datos es p(f;x, o | Yijk)-

Por la definicién dada en la ecuacién (7) y la independencia de los dos pardmetros:

POk | o%) = p(0;1)

1
= exp [ — 55 (O — 1) (45a)
1/27r7',§ k
1 2
X eXP{ - 277,?(9‘719 — fik) }a (45D)
Se estd en disposicién de desarrollar la distribucién posterior para cada 60,y:
PG5k, ok | yig) = POsk | ok vigi)P (0 | yin) (46)
Son dos distribuciones condicionales.
Se resuelve la primera:
p(O;1 | resto) o< p(yijk | Ok 07)p(O;1 | o) (47)

la cual es una distribucién conjugada de la distribucién a priori, es decir, normal. He aqui el
desarrollo:
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A partir de las ecuaciones (44a) y (45a) se expresa la (47):

1 & L 1
p(0ji | resto) oc exp| — F<Z yfjk — 20, Zyijk + njkﬁgk> exp[ — W(ij — Mk)ﬂ
L 2% i3 i=1 Tk
i 1 & 2 X 2 1 2
= exp _ - 202(; Yijr — 20 Zz::l Yijk + njkejk) - TTg(ejk — pk) ]
1 &k & 1
- _ 2 _90. . 202 ) = (2 _9p. 2
= exp _ 202 <z§:1 Yijk — 20k Zz::l Yijk + n]k93k> 27}? <0jk 205 + ,uk) , (48a)
Ordenando la expresion del exponente e ignorando el -1/2 por el momento:
1 nik 2 gk
Bl ) ey 4 ) (1, B (49)
Tk Ok Tk Ok Tk Ok

Si cada multiplicando es rebautizado del siguiente modo:

. (M;% Yih yijk)
- )

entonces, la ecuacion (48a) es exp[ — 5 (a3, — 206, + c)].

Mediante manipulaciones algebraicas, y teniendo en cuenta que el término ¢ no es multiplo de 0

1
p(0ji | resto) oc exp | — 3 [a&?—k — Qbejkﬂ (50a)
1 1 1
= exp - §a_ej2.k - 2b9jk/a} - §b2/a + 2b2/a]

[ - 1
= exp| — —a|03;, — 2b0;;/a + b? /aﬂ + 5b? /a]

(051 — b/a)ﬂ

ccexp| — a [
|16k —b/a)?
=exp| — a (50b)
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La ecuacién (50a) se corresponde con la de una distribucién normal con E(z) = b/ay Var(x) =1/a,
lo cual concuerda con el hecho de que la previa y posterior sean conjugadas.

Sean entonces las siguientes definiciones:

1 1 202
B2 = - = = kZk 5la
ik g T% + Zﬂ% [o']%—i—njleg} ( )
k k
1 Nk 5
2kt 2 Yk 1 nik 1207
AAk_,_Tk—{cz g+ g | (51b)
w=am g e opllaa)

que corresponden a la varianza y la media, respectivamente, de la distribucién posterior del 8.

., 4 . n; — . .
La transformacién del término b desde Ziéﬁ Yijk & NjLY;k €s importante en el sentido de recordarnos
que la media se puede interpretar como una ponderaciéon entre la esperanza de la previa y la
informacién a posteriori. Si A y BJQ-k dependen de nji, significa que la distribucién posterior
depende del tamano de cada grupo, es decir, ain suponiendo que los pardmetros de la distribucién
previa son los mismos para cada aula de una misma instituciéon educativa, no lo son los de la
distribucién posterior!

Se dice entonces que la posterior de 6, ~ N(Ajp, BJQk) y la ecuacién (50a) se reescribe entonces asi:

POk | 7 Yighos 10, Ti) X x| — =TT (52)
2 B},

Condicionado a que 0,% es Unico por institucion educativa:

(o} | resto) o« ﬁ (ﬁ (p(yijk | 9jk,01%))>19(01%) (53)

j=1 \i=1

Por la definicién de la ecuacion (8)

o (02)"* Lexp l - ;72] (54a)
k

Por su parte, aplicando 6 y 8:
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e (T 1 2 2\ —a—1 Ui
(O’k | resto) 1;[ 1;[ 27mk exp| — Tc,%(yijk — ij) * (o) exp| — U—z
Njk 2 T’
( 271'0' —(njx/2) eXP[ 202 Z (?ka k) >(UI%)_Q_IQXP [ - U]

kzl

2
k
LY g, WL 2
ox (of) 2t exp[ 557 2. 2 (ym k) ](Ui)aleXpl— ;721
k

kg 1i=1
9 7(a+lznk s +1) ng Nk
O((Jk) 2 ceg=1 Tk eXp 77+ ZZ Yijk — ]k; (55&)
] 1:=1

que tiene la forma de una distribucién Gamma inversa, siendo
ng

1
Cjk =+ = Znﬂk (56)
] 1

ng Mjk 2
gk =n+5 Z Z (ymk ) (57)

]111

Implica que la ecuacién (55a) se escriba de manera sucinta as:

A 1
p(0F | Ojk, Yijk, v, ) o (af)~Cik lexpl— Ungkl (58)

Dadas las definiciones de las ecuaciones (7) y (9), se desarrolla la distribucién de puy:

Nk 1

1 1 ) 1 )
exp| — —5 - exp| — =50k — px
s l (k=) ]jﬂ ot [ 27}3( ik — 1) ]

p(pk | resto) o

1 1 /& Uk
o exp| — @(M% — 2ux7y) | exp l - 27;3<Z pi—2 Zuk%)]
L j=1 j=1
1 1 2 &
=exp| — @(Nl@ = 2p k) |exp | — 27713 Ny — 2/4k Zl ij
L ]:
1 1 my v Ok
x exp| — B (uk LQ + T’?} — 2ug L2 + 77_13 (59a)

Por tanto, se obtiene un resultado similar al de los factores a y b de la ecuacién (50a). Con:
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- 1 ng T,?+nk/12
A= ST )= 33
K Tk} K Tk

(60a)
- 1 SR Ok 1 Nk ~
B = o ? J — _ ia b
(/@27—'_ 2 20T 2 ik (60b)
Sea E=B/Ay F?=1/A
(i | 7 O30, 5%, 7)) N (B F?) (61)
Y dadas las definiciones de las ecuaciones (45a) y (10), se desarrolla la distribucién de 772
1 1 A
(7 | resto) = H exp l ~ 53 [(ij — Hk)2” (Tk) A+ )exp[ - 52]
j=1 /27T Tk Tk
(4 1 /1 &
x (T,?) W+ Jrl)exp l > (2 Z(ij — up)* + 5) (62a)
k j=1
Sean
G=(+5) (63a)
1 N
(2 Z ik — k) 2+ 5) (63b)
Entonces,

(72 | A&, Ok i) S IGamma(G, H)

(64)
Dada la definicién de (11):
Para a:
M
p(a | resto) = p(a)p(oi | resto) x exp(—aag) H IGamma(o? | a,n)
k=1
M
n* -1
= exp(—aay) H ( (o ) exp —5 >
o \L'(@) [ g }
nMa M
o exp(—aag [F(Q)M H QH] (65a)
k=1



Dada la definicién de (12):

M
p(n | resto) H IGamma(ot | o, n)Gamma(n | by, co)
k=1

M a bO
- T o2y atgpnl = T | S0 pBo=1) ppy(—
l;[ <F @ %) exp| Uﬁ]) [F(bo)n eap(—con)

M
x 7 ea:p[ 77];01%} (bo=D) e p(—con)
o+ Ma 1€xp{ _ (00 T Z al,f)n} (66a)
k=1

Sea K =by+May L=cy+ szzl %, entonces,
k

p(n | o, o) ~ Gamma(K, L)
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Dada la definicién de (13):
Para ~:

=8
.}
3
)
0
~
S
R
— =
/N
=
=
>
2

K2))N (7 | go, hi)

i
I

I
—=

B
Il
—

\/2;?69:10[ %(uk V)QD (\/;?ewp[ 2,112 (v = 90) D
v
’Y)QD (ewp[ - thg(v - go)ﬂ)

1 1
ep| — 55} — 2y + WQ)D (ewp[ - T}%(vz — 2790 + g%)])

£
Il
—

| R
—= i =
IS T
=
|
-
=
ol
|

e
Il
—

M

o (ewp[ - ,12(—27’;(/%) + My )D (emp[ - %(72 - 2790)})

2
ol (o) ()

Mh2 + k2 1 SM ()
2 0 _9 k=1
”( m2h3> ”(hag“n? (o)

.1 Mh2+K? A M _ N _
SiA= Hzohgﬁ y B h(z)go-l-M:h%z)go%—%ukyseaW:B/AyXQ:l/A,

entonces p(7y | px, k?) ~ N(W, X?)

Y para k2 (ver definicién de (14)):

M
p(K?% | resto) o H ( (L | v,k )IGamma(/{ | w0, v0)

d 1 1 Y 20—l )
OC,E( TmQ 36[ QHQ(/% ’Y)D(( ) Pl /42})

11X
k2) "0 F ey [ ) <2 > (=) + Uo)

k=1

ol
—_

X

—~

(68a)

Sean Y = ug + 4 y Z = vo + L Y0, (. — 7)2, entonces p(x? | iy, y) ~ IGamma(Y, Z)

Dada la definicién de (15):
Para A:
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=

p(A | resto) (](?arnrna(7%| A,ﬁ))tﬂrp(—zkdo)

>
Il
MR

I
—=<

A
[ 5)\) (T,f)(”l)exp( - Ti)} exp(—Ado)

e
=

N
>
=

K

Y para & (ver ecuacién (16)):

M
p(§ | resto) I]:I(?arnrna(Tg | A, &)Gamma(& | eo, fo)

ml e, (A+1) § 0" ¢(eo—1)
_ —(A+ eg— _
- [F()\) (Tk) 6(Ep< 2)] F(eo)g 61’])( fOf)

Tk
LY (eo-1)
3 3 exp(—fof)

=1k

Mo
_ EEOHM_%W{ B (fo iy ﬁ)@

k=1 "k

Sea Q@ =ey+ MAy R= fo+ Z;Q/[zl 712, entonces p(€ | A\, 72) ~ Gamma(Q, R)
k
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G8

Niv.| Par. | Distribuciéon Previa Posterior Siendo
d 2 2 J— _Ti%
I Ojk :Z{V}%ék | ejk’ak} = 05 | 1o 723 5 N (g, 72) ?\g?ﬁc | Uééy;jk’ﬂk’m N o [ wkgt 7k y]k} Li“"”z]
, 0 ’ ’ jky s 2 _ Tk
ik k) ! ik y B.]k - Uk“!‘kaI;ljk
2 {02 [ a,n) (O} | Ojies Yijhes ) ~ Cir = a+ 3 235 nj y Djk -
K IGamma(a,n) IGamma(Cj, Djk) n+ %Z Dyt <yijk _ 9jk>
an Ok K272
— | Jj=1 k
0 | My T }1;1\(} iid P(Hk ’ %9'k7fi277'1§) ~ B = K2 + 72 T2+ k2
1I i {0k T 2V S N (y, K2 J i PR
N(MlmTk) {b [ v, 5%} (v, ) N(E, F2) , s
Y I = e
- AW ) ~ Gz()ﬂ—l’“)
72 21’1\(/1[G A p(Tk | S Ujks Mk 2 )Y
i T amma(A,§) I(Ga|m772m()Ga H) = %Z?Q(eﬂc — u)* +¢§
ind Q| O, X
11 a {0 | a,n} ™~ plar) ox e~ kol _
IGamma(a T]) F ()™ Hk 1(0’k) (oc—l—l)] (—aao)
con K =by+ M«
n p(n) o< Gamma(bog, cox) p(n| o, 0%) ~ Gamma(K, L) [ EO:;CW L L y
2 iid Zk 1'“’“ K2h3
|y L [ w7y~ 7 ~ N(go, h3) p(v | Ky i) ~ N(W, X?) W= [rge0 + ||zl
N(’Y, ) X2 K2hg
y 2, .2
Mhg+k
2 2 p(K? | p,y) ~ Y=u+%5y
K K IGamma(uo, UO) IGamma(Y, Z) 7 — vo + [Ek_l(:uk _ ,7)2]
iid p()‘ ‘ T]?ag) ~
II1 A E‘Z’C | A& ; A o e Mo VA o —(A+1) -
amma(\, §) [F%A)M [szl T]ﬂ ] e—do
=ey+ M
£ & ~ Gamma(ey, fo) p(§ | )\,7'13) ~ Gamma(Q, R) Q 0 Y

R:f0+ZkM:1%

Cuadro 14: Resumen del modelo jerarquico de tres niveles.




Anexo B. Inferencia de las distribuciones condicionales conjuntas
del tercer modelo: jerarquico de dos niveles

Desarrollo de la verosimilitud a nivel de aula partir de la definicién dada en la ecuacién (20) para
una institucién educativa cualquiera k:

Njk
_ —-1/2 1 1
P(Yijk | lewo'l%aXijk) =11 [(277) P2 o | / eXp( - §(yijk - Xz;‘kﬁjk)T(U%) (Yijr — X%kﬂjk))}
i—1
—nep/2| -2 |~MjkP/2 P 1 T T, 21 T
= (2m)""kPIE] o | H(GXP[ - §(yijk = XieBik)” (08) (i — Xijkﬂjk)]
i=1
njk 1 1
oc [T(exp| = 5 i = XFuBi) " (07) " (wige — XTB0)] (71a)
=1

Se desarrolla el modelo de la previa de 3,

Por definicién de la ecuacion (22):

P8 | b1 Bi) ox (2m) 772 | 172 exp| = 2 (B~ ) S (B — )]
= m) 2| S | el - BT B+ SR - el S )

o exp| — 5 (8550 By — 247 558, (72)

Posteriores:

De las ecuaciones (71) y (72):

p(Bji | resto) o< p(Yijn, | Bjrs o Xiji)p(Bji | r, S

Nk 1 Nk B 1
X H (exp{ ) Z(yzgk - Xg;‘klgjk)T(Ul%) 1(yijk - Xz;kﬂjk)]>exp[ - 5(,3%2;;1,3]'1@ - 21#{21;1/3]'/%)}

i=1

njk
1 _ _ 1 _ _
= [GXP( -5 [ﬂ]Tk(Xijk% QXg;k)Bjk — 20y, QQiij;'rjkﬂjkD] eXP{ b (B]Tkzk 1Bjk - 2¢£2k 1:Bjk)}

1 L L 1
= eXP( —3 [,BJTk(O'EQ > XX i) Bk — 20,2 (yijkxgk)ﬂjk} ) eXP[ -3 (ﬂszﬁlﬁjk - 2%0{2;15]'0]
i=1 i=1
1 N ik
x exp( = 5[B5 (B + 0 X0 X X ) By — 2(WE S + 02 (yijkxfjk))ﬁjkD (73a)
i—1 i=1
Con
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Njk

1
Vi = (St +0p 2> XXy (74)
i=1
y

Nk
mg =V jk (2;;1¢k +o.° Z(yusz;k)) (75)

i=1
PBie | Yijir S ¥ 0itr X)) ~ N(myji, Vi) (76)

Desarrollo de la verosimilitud a nivel de establecimiento educativo a partir de la definicién
dada en la ecuacién (21)

— —1/2 1 1
PWijk | Brs oy Xiji) = [(27T) PRl o | / GXP( - §(yz‘jk; = X51Be) (00) " (i — Xz;kﬂk)ﬂ
1 -1
x (eXP[ - 5(01%) (Wije — X 51Br) " (Wije — X%kﬂk)} (77a)

Se desarrolla el modelo de la previa de 3,

Por definicién de la ecuacién (23) para una institucién educativa cualquiera k:

P8 | 1 D) ox (2m) 7% | S [V exp - 1 (81— ) S5 (B — )]
= (m) P2 | 5 |7V exp( — 58T S8 + TS 0 — 59T S )

xexp| — 5 (BT B, — 20 55 8| (78a)

Posteriores:

De las ecuaciones (77) y (78):
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ng Njk

p(By, | resto) o< [] [1Wijn | Br ok Xij)p(Br. | ¥, Zi)

j=1i=1

1 — 1
o [T TTexp| ~ 500 (isn = X B (v = XTB)|exp| — 5 (BTE" By — 201518,

1
=1I1] eXP( —3 [ﬁg(XiijI;Qng):Bk - QUEQyiijiTjkﬁkDeXP{ - %(5521;1@@ - 21!’%21;150]

:nnexp( LT XX T8, zax(yijkxgk)ﬂk])exp[—;(ﬂzzm—wzwm

( [ﬁk(zk +0k2i§ Xijn X ) )5k—2(¢k2 +0k22k§<ywkngk)):3k}

Jj=1li=1 Jj=1li=1

Con
ne Njk 1
Vi= (3 + 023 S (XX hy))
j=1li=1
y
ng Njk
my =V, (Elzllbk + 0}, > Z(yiijEk))
j=li=1

(B | Yijir ks Vi, 0> X i) ~ N (my, Vi)

A partir de la ecuacién (25):
p(Z) =| By |70t PHD/2 exp — Lin(So3; )]

Entonces, sobre el modelo a nivel de aula:

Nk

p(Zi | resto) o p(Zx) [T (0(Bj1, | ¥ =k))
j=1
—(vo+p+1)/2 1 -1 o —1/2 1 T
x| Xy, | exp[— itr(SOEk )} H | 3k | exp[— 5(5;/& — )
j=1
-, |~otpt)/2) 5, | /2 1 S ot BN
=| % | |3 |72 exp[ = Ser(So= ) exp — 5 D (B — )
j=1
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Basado en que la traza de un numero es el mismo nimero, que tr(a + b) = tr(a) + tr(b) y que
tr(a*b) = tr(bx*a), se pueden realizar las siguientes manipulaciones algebraicas:

_(votn ro1 RN = _
p(Xg | resto) | Xy | (vo+ne+p+1)/2 exp| — itr(SOEkl)_ exp| — 5 (Z ( Bk — ¢k kl(ﬁjk - ¢k)))}
— n [ 1 — | [
=| 3y, |[Totmetpil)/2 exp| — itr(SoZkl)_ exp| — ( ik — ¢k P Bk — I/Jk;)ﬂ
—(vo+n [ 1 -14] L
:| Ek‘ | (vo+ng+p+1)/2 eXp_ — itT(SOEkl)_ eXp_ 5 Zt?"( /B_jk '(,bk ,Bjk — ¢k) ):|
7j=1
—(votnp+pE1)/2 1 1 &
=| 3, |~ otmtp exp{— itr(SOE }exp[— 5757‘(2( B]k — wk) ))}
7=1
Este resultado lleva a:
p(Sx | Bji, Ok) ~ [Wishart (v, Sk ) (85)

con v, = v +ng y Sk = So + 27%, ((,Bjk — i) (Bjr — 1/’k)T)

Y sobre el modelo a nivel de establecimiento educativo:

p(Xy | resto) o< p(Zg) (p(By | Yi: X))
oc| B [T/ exp | — %twsoz,;l)] | B |2 exp| - %(ﬂk — ) S (B — )]

=| 3y, [TLotPtD/2 3y 712 eXP[ - %tT(SoE?)]eXp[ - %((ﬂk - ¢k)T2;;1(Bk - 1/’1@))},

Basado en que la traza de un numero es el mismo ntmero:

'y 1 _ 1
P(Si | resto) o] By |00 exp| — Str(SoS ) exp| — Ser(((Br — ) (Bx — vi) 5]
Este resultado lleva a:
(S | Br, W) ~ [Wishart vy, Sy (88)

con vy =vg+ (p—1)y Sk = So + (ﬂk—¢k)(ﬂk—¢k)T
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Desarrollo de p(1;,):

Basados en la ecuacién (2

4)
p(Yy,) = (QWE)—p/ZeXp[ %(1pk — )TA (1/; — u)] entonces, a nivel de aula:

(Ilpk ‘ T‘BStO O(p 'lnbk H ﬂ]k | ’lnblmzk)

o exp| — 3 (e — 1) AW —u}Hexp[—f(zp{zk v — 2015 B )|
7j=1
o exp| — (WA g — 2T A" lzpk)}exp[lf(«z};{z " — 20058 ) |
7=1

1 o
= oxp| — S (WEA ") + u" AT by fexp | — 5(2%52121«/% —2) iz 8|
=1 =1
= exp| — T A Y0 — 5 S Wl e+ ol (A7) + S Y 8]
j=1 =1

- 1 23
= oxp| = 5 (WA gy + = ) + ol (A )+l Y B

j=1

_exp| - %(@bf (A ez ) + ol [ ikj B+ A 4] (89a)

=1

Sea Vi = (A  +np I )~y my = V(A7 + 2,1 B,y), entonces, p(apy, | resto) ~ N(my, Vi)

Y a nivel de establecimiento educativo:

p(y | resto) o< p(¥i)p(By, | ¥, i)
o exp| = 5 (i — 1) A Wy — )exp| — 5 (TS e — 207518,

x exp[ @A — 2 A ) x| — L (TS e — 2w 508,

— exp %wa ) + A Jexp | — ¢ (wh S - 20 508,

= oxp| — S WTAT ) — ol S + ol (A7) + 9T 8]

= exp| — 5 (WP AT+ 9T S ) + ol (A7) + S8,

= exp —;(wﬂA‘lwgl}w)+¢Z[E;lﬂk+A-1uH (90a)

Sea Vi = (A + 2,17y my = V(A + £, 8},), entonces, p(v;, | resto) ~ N(my, Vi)
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Desarrollo de p(ai)

A nivel de aula:

ng Nk

p(U;% | r63t0) X p(U]%) H Hp(yijk ’ 7“68750)

j=1i=1

o (o) exp|

Sea Nj, = Zyil(njk)

p(o? | resto)

o] )R

DI f[wz)—l/?eXp[—

j=1i=1

j=1li=

) (o772 Zta exp[

L ng Mjk

3Ve— 1expl 124- Z

Ok j=1i=1

Nk

oc (o) 2 1eXp[ <7+ Z
Jj=11

Por tanto,

con o =a+ 5Ney =7+ 3255 Dl

2

ng Njk

1(55) H H exp

1

ng Njk

2. | -

Jj=1l1i=1

( yzgk
2
Ok

p(o} | resto) ~ IG (ak,fyk>

((yijk: — X71Bjk)

A nivel de establecimiento educativo:

88

’)

1 (Yijk —

X%kﬁjk)j

2
O}

x7T
[ (Yijke — ijkﬂjk)j
2

O}

x7T
ijkﬁjk)Q

)

xT 2
yzgk ijk:Bjk;)
o2

I

(92a)



ng Njk

p(a,% | resto) o p(a,%) H Hp(yijk | resto)

j=1li=1
ng "]k T 2
—a- [_ 7] 1 (Wijk — XijkBr)
) R 1 O
_ _ 1 ng Mk T 2
x (o) exp[ = | ) ()= =m o I Hexp[ Wish = X ijun) ]
- Ok 1im1 oi;
j=114
- _ 1 ng "k xT 2
X ((a;%)_o‘_lexp — 12 )(U%)7§Zakl njk) exp ZZ y”k ngkﬂk) ’
- %k j=1i=1 Ok

ng Mk T 2
2 2N —a—1N—1 2l 1 (yije — X18)
t k _ -
plof | resto) s (af) 3N e | - 4 303 (- S0

2 INg—1 1 PR T 2

o (o) @2 expl— o (7 t5 > ((yijk — XikBr) )] (95a)
k .
Por tanto,

plo | resto) ~ IG <ak,%> (96)

con o =a+ sNey vk =7+ 3255 D ((yijk - Xg;kﬂk)z)

Las dos restantes tienen un desarrollo exactamente igual al del modelo jerarquico de tres niveles,
tanto para nivel aula como para nivel establecimiento educativo:

p(a | resto) = p(a)p(a? | resto)
M
x exp(—aag) H IGamma(o? | o,7)
k=1

o 1 Y
= exp(—aayp) 1( o )( )O‘ exp[ U/%D

k=
— rYMa ¥ —(a+1)
x exp(—aagp) T(a) H (97a)
k=1
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M
p(vy | resto) H IGamma(o? | o, v)Gamma(y | by, co)
k=1

M @ Cbo
= kl;[l (F’za) (o) exp| — l]) [F(Obo)v(bo”eXp(—cw)

O}

M
17
o yMeexp| =y ?]v(bo Dexp(—co7)
k=1 "k

|~

— ’ybO+Ma_1eXp[ _ (CO _‘_é )fy} (98&)

TN

g
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Anexo C. Inferencia de las distribuciones condicionales conjuntas
del modelo base

Se desarrolla la verosimilitud de la ecuacién (1) para una institucién educativa cualquiera k:

ng [ "k 2
p(Yijk | resto) = II lII Norrh 1<y”kgek> ] (99a)

ﬁ l (2mc?) njk/Q)exp{ "ZJ% (yzjk — Qk) H (99b)

n]k

= (QWUZ)_(Z;iI(W)/Q)eX Z (Zl Yijk — k)2)] (99¢)

njg

n [ Nk
= (QWUQ)_(Zjil(njk)/Z)exp ( Z (Z Yiik — 20 Z Yijk + njke,i) )] (99d)

S (s 1 ng Nk ng Mk
- (27r02) Q25 ( ]’“)/Q)ex T(ZZy”k QQkZZyzgk + ankﬁk)]
j=1li=1 j=1i=1
(99¢)

La distribuciéon posterior, es decir, la actualizacién de las creencias acerca de los parametros una
vez se hallan observado los datos es p(0x, 0% | yijk)-

Por la definicién dada en la ecuacién (7) y la independencia de los dos pardmetros:

p(Oi | 0°) = p(9k)

rm-o expl —5 (0 — o) ] (100a)
o exp| - 5 23 (0 = 10) 2, (100b)

Se estd en disposicién de desarrollar la distribucién posterior para cada 6:

ng Mjk ne Mk 1
p(0. | resto) o exp [ (Z S Ui =206 yie + Z nﬂﬁk)] eXp[ 5o (60 — /1«0)2}
1:i=1 1i=1 0
Jnk Njk jnk Nk
— [ (Z Z yzjk 2‘9k Z Zyzgk + Z n]kek) Tg (01% — 2019”0 + :U’(2))
j=1l:=1 j=1i=1

(101a)

Ordenando la expresion del exponente e ignorando el -1/2 por el momento:
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1 51k >k ZZ Yijk >k Z?Jk vi;

) g 7'0

Si cada multiplicando es rebautizado del siguiente modo:

Z Z?Jﬁ yzyk)

)

n
Z Zzﬂi yz]k)

O'

entonces, la ecuacién (101a) es exp| — 1 (ab; — 2b0 + c)].

Sean entonces las siguientes definiciones:

1 1 1202
Bl _ 0 (103a)
a % + ijénﬂc [ + 7'02 Ey 1n]k]
7o
Z:kl "k n
A — 9 _ 2#0 + Yk _ {i,uo n Zjil njkﬂk} [ 7'302 } (103b)
a 2 + "7’“ 8 o8 T80% + Z?il njpd’

Corresponden a la varianza y la media, respectivamente, de la distribucién normal posterior del
pardametro 6y,.

2

Condicionado a que o° es igual para todas las instituciones educativas:

M ng Njk
p(o® | resto) o ]| (H (H (pwist | ek,a%)))p((ﬂ) (104)

=1 \j=1 \i=1
Por la definicién de la ecuacién (3)
Yo
p(0?) = —2—(?) " lexp [_ 22]
r ()
o (o) exp l - jg] (105a)



Por su parte, aplicando 1 y 3:

M N Njk .
p(o? | resto) o« H ( H <H — l < T;(yijk B ek)2>]>) (02 lexp [ - Ug]

k=1 =1 TO
7 (1 N —(nip /2 1 Zk 2 o 1 20

= H <H ((27‘(’0’ ) (njk/ )exp[— gz (yijk _9k> ])(a )Y expl_ 02]>
k=1 \j=1 =
t LSk ng Nk 2 ;

« [] <(02)2(2j‘1 "exp [ - % (yijk - 9k> ] (o) texp [ - UgD
k=1 j=1li=1

X

—

M n M np Mk 2
o?) 3 k—l@jfl"f'f’)expl %Z (yk ”<02>—y0‘1exp[‘§3]

(o (2 ) 1) ( i
x (o) exp| — 5|2

k=1j=11i=1

CIEEE ()
(

que tiene la forma de una distribuciéon Gamma inversa, siendo

M ng
Cr=v0+ = ZZW (107)
k: 1j=1
y
M np Mk
Dy =20+ 5 ZZZ yzgk—9k (108)
k; 1j=1i=1

Implica que la ecuacién (106a) se escriba de manera sucinta asi:

—C— 1
P(0” | Ok, yiji Yo, 20) o< (%)~ 16Xp[— UQDk] (109)
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Anexo D. Algoritmo Metrépolis

En el modelo jerarquico de tres niveles, tanto o« como A tienen distribuciones posteriores de las que
no tenemos funciones preprogramadas de las que muestrear. Recordemos que en las distribuciones
compuestas la distribucién marginal de alguno de los parametros se halla integrando respecto a los
restantes parametros, no obstante, en este tipo de distribuciones no cerradas es dificil calcular tales
integrales. Pero es posible generar una gran coleccién de valores o), a® ... a5 ~ p(a | y), para
obtener una aproximacién Montecarlo a los valores de la respectiva distribucién.

Metrépolis es una solucién algoritmica.
Sea mostrado para « del modelo jerdrquico de tres niveles (ecuacién 65a).

7](Mcu)e(—ozao) M

Fegir— @D (110)
k=1

p(a | resto) o«

Hoff explica que la idea es explorar el espacio muestral mediante una caminata aleatoria de, por
ejemplo S pasos, tal vez 10,000, en la que se propone un valor o cercano a un valor al®), donde
s € {S}. Se debe establecer si se acepta el nuevo valor propuesto.

Sea la distribucién del valor propuesto J(a* | a®) ~ N(a(®),6?). Es decir, cada o* depende
del valor o®) mds una pequefia perturbacién. Luego, se acepta dicha propuesta con una cierta
probabilidad, en caso contrario se permanece con el valor a(®). De cualquier manera a5t depende
del valor a(®). Es un proceso de Markov.

El valor del pardmetro 0 se escoge de tal modo que el tamano de los pasos de la exploracién del
espacio muestral no sean ni tan pequenos que demore mucho en alcanzar una convergencia, ni
tan largos que frecuentemente o se ubique lejos de la distribucién posterior buscada, y por tanto
sea rechazado, quedando estancado el algoritmo por largos periodos, buscando valores que no se
rechacen.

La forma de aceptar o rechazar el valor a* es calculando la razén r = p(a* | y)/p(a’® | y), la cual
se conoce como la tasa de aceptacion. Sea descrito el algoritmo:

1. Muestree a* de J(a* | a(®);

2. Calcule la tasa de aceptacion r;

3. Sea u ~ uniforme(0,1);

4. Sea a5t = o* si u > r, sea D = o) de lo contrario.

La forma de p(a* | %) y de p(a!®) | ) esta dada por la ecuacién (110). Hoff recomienda calcular
log(r) en vez de r directamente para lograr una estabilidad en los calculos.

Por tanto la ecuacién (110) se transforma en:

M
log(p(a | resto)) o< —(a+ 1) Z log(o?) 4+ Malog(n) — MT(a) — aag (111)
k=1

La forma de determinar si se estd logrando una buena busqueda tiene que ver con el calculo de las
autocorrelaciones entre cada par de valores. Se busca minimizar dichas autocorrelaciones, tal vez
mediante simulaciones de varios posibles valores de 9.
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Como ya se menciond, Hoff [11] presenta que el pardmetro de forma de una distribucién gamma
inversa, restringiéndolo a ser un nimero entero, se puede modelar con una distribucién previa
exponencial. Esto implica que es védlido muestrear de la ecuacién (110) especificando solamente
valores alfa enteros del 1 a n, con n = 50, 6 n = 1000, segtin convenga.
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Anexo E. La distribucién gamma inversa

E.1 Introduccién
Las funciones de distribucién Gamma y Gamma inversa tienen interés practico.

La distribucién Gamma surge naturalmente en procesos para los cuales los tiempos de espera
entre eventos son relevantes en una gran variedad de disciplinas que incluyen modelamientos de
colas, climatologia y servicios financieros. Ejemplos de eventos que pueden ser modelados por la
distribucién Gamma incluyen:

= La cantidad de lluvia acumulada en un embalse.

= El tamano de los impagos de préstamos o reclamos de seguros agregados.
= Kl flujo de articulos a través de procesos de fabricacién y distribucion.

= La carga en servidores web.

» Las muchas y variadas formas de intercambio de telecomunicaciones.

La funcién de densidad gamma inversa surge con frecuencia en el andlisis Bayesiano de datos
normales, como previa conjugada de un parametro de varianza desconocida., si bien también surge
en comunicaciones. En los canales inalambricos, las fluctuaciones aleatorias que afectan a las senales
de radio se han dividido clasicamente en dos tipos: desvanecimiento répido (fast fading), como
resultado de la propagacién por trayectos multiples, y el sombreado (shadowing), que es causado
por la presencia de objetos grandes como arboles o edificios. Con el objetivo de estudiar y mejorar el
rendimiento de los sistemas de comunicacién inaldmbrica, se han dedicado esfuerzos considerables
a la caracterizacién de estos dos efectos que, en muchos casos, se analizan por separado. A pesar
de caracterizarlos como fenémenos diferentes, en la practica ocurren simultdneamente, aunque a
diferentes escalas de tiempo. Por lo tanto, los modelos de desvanecimiento compuesto surgieron
para caracterizar el impacto combinado de estos dos efectos. En los dltimos anos, la distribucién
Gamma Inversa ha comenzado a usarse para caracterizar el sombreado, motivados por el hecho de
que admite una formulacién matematica relativamente simple.®

En actuaria o analisis de riesgos, la distribucién Gamma es usada en el modelado de tamafos de
reclamo pequeno y moderado en companias de seguros, y la distribucion Gamma inversa se aplica
en el modelado de tamafio de reclamos grandes® como consecuencia de tener una cola mas pesada
que la distribucién Gamma. Una mezcla de Gamma y Gamma inversa puede ser usada como modelo
estadistico aplicable para reclamos de todos los tamanos.

E.2 Transformada inversa

Para obtener la densidad de una variable aleatoria continua transformada, se debe tener en cuenta
la tasa de cambio de la variable aleatoria original con respecto a la nueva variable aleatoria. Sea Y
= 1/X. Entonces, también X = 1/Y, por ende el valor absoluto del jacobiano de la transformacién”
es:

1
Y2

dx ( )‘ ' d /1 1

=1L =]-4

dy dy \y y?

5Composite Fading Models based on Inverse Gamma Shadowing: Theory and Validation. Pablo Ramirez-Espinosa
and F. Javier Lopez-Martinez. https://arxiv.org/pdf/1905.00069.pdf v3 2020

5Modelling Insurance Claim Sizes using the Mixture of Gamma & Reciprocal Gamma Distributions. Ying Ni. 2015

Thttps://math.stackexchange.com/questions/856654/why-absolute-values-of-jacobians- in-change-of-variables-
for-multiple-integrals-b
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Sea X ~ Gamma(a, 3), entonces

O, escribiéndolo de manera mas simple, se dice que una variable y tiene una funcién de distribucion
Gamma Inversa si:

f(Yia,B) = Fﬁ(z)yalexp[ -~ 5}

Si se parametriza el segundo pardmetro como de razén A\ = 1/4:

fY;a,7) = y o exp[ - 7}

Astmase inicialmente la forma f(Y;a, ).

« controla la altura de la curva. A mayor «, mayor altura de la curva. Es el pardmetro de forma.

Funcion densidad de la inversa de Gamma, dénde beta es 2

1.2

— alpha es 0.2, 0.5 y 1 respectivamente, de negro a verde

Densidad
0.6

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Sia>1:

Funcién densidad de la inversa de Gamma, dénde beta es 2

alpha es 1, 2 y 4 respectivamente, de negro a verde

Densidad
0O 2 4 6 8
|

-

0.0 0.5 1.0 15 2.0
y
0B es el parametro de escala y controla la precision. Mayor escala, mayor precision.
Funcion densidad de la inversa de Gamma, dénde alfa es 0.2
g g — beta es 2, 4 y 6 respectivamente, de negro a verde
E —]
2 o |
) o
| — —_—
o _|
© I I I I I
0 1 2 3 4
y
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A = 1/ se denomina el pardmetro de rata o razén y controla la dispersion. Mayor rata, mayor
dispersién.

Funcion densidad de la inversa de Gamma, dénde alfa es 0.2

< lambda es 1/2, 1/4 y 1/6 respectivamente, de negro a verde
8 © 7
E —]
2 o |
) o ,
A — ' -
o _|
© I I I I I
0 1 2 3 4
y

Es equivalente a un 8 de 2, 4 y 6 respectivamente, de negro a verde, es decir, igual a la grafica
anterior.

Se observa que la inversa de Gamma tiene colas méas pesadas que Gamma.

E.3 Momentos de la Inversa de Gamma

En general:

EY") = /OOO ynrﬁ(z)yalem(—ﬂ/y)dy
IBOA

= ) /OOO Yy~ exp(—B/y)dy (113a)

Antes de continuar, obsérvese que, si iniciamos con z y luego transformamos z = (§/y, se puede
aplicar el mismo razonamiento con que inici6 el presente literal. El valor absoluto del jacobiano de
la transformacion es dz = (/ydy, y la siguiente igualdad se cumple:

o0

BT (a—n) = 5"70‘/ zf("fa)flexp[—z]dz
0

o 00 B—(n—a)—l ﬁ
= /0 W?%p[—ﬁ/y]dy
IB(n—a) )

= /OOO Yy~ exp[—B/yldy
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Por ende, la ecuacién (113a) se reescribe como:

ny __ IBQF(O& B n)
EO™) = Fay @)
_BT(-a)

I(a)

_ A"

(a—1)(a—=2)...(a —n)

con o > n para que sea positivo.
Por tanto,

E(Y):ﬁ con a > 1.

B2 B
Var(Y) = (@—D(@-2) <(a— 1)
ﬂQ
= @-12(a—2) st o> 2

Sobre un parametro de razén:
2
B(Y) = g2py v var(Y) = iy

Por tanto, parametrizando con A, a mayor « y [, mayor precision.
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Anexo F. Validaciéon de los modelos para los indices de Habilidad
y Respeto

F.1 Habilidades comunicativas
F.1.1 Modelo base
El calculo de la Log-verosimilitud del MCMC para el modelo base es:

logP (y 0, <02><8>) S S ST N (0, 0%)

Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.
sef{1,2,3,...,5}
S es el namero total de iteraciones.

La siguiente grafica presenta la convergencia del modelamiento para logP <g | (s), (02)(5)).

Indice; Habilidad -M0Q

(=]
[ )
=1
s
{ =
[t
p=]
R
(=]
=
=i
o
T T T T T T
0 2000 4000 G000 000 10000
iteration
[an)]
2
-
2=
[ ]
C! e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e e e e
= T T T I T
0 10 20 30 40
Lag

Figura 47: Convergencia del modelamiento para logP

Se realizaron 52,000 iteraciones, con un calentamiento de la serie de 2,000 iteraciones y guardando
los resultados cada 5 iteraciones con el objeto de obtener finalmente 10,000 muestras. Se observa
un muy buen comportamiento, con nula auto-regresién entre las muestras. Bajo pruebas formales,
realizadas con el paquete coda de R, la cadena converge.

El tamano efectivo de 6 y o2 es 10,050 y 9,999 respectivamente.
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Cuadro 15: Errores estandar del modelo base

Distribucién | Error estandar
Theta 0.0004094
Sigma?2 0.0000406

Los errores estandar son adecuados.

La validacién cruzada realizada sobre el modelo base obtuvo un error cuadratico medio (AMSE)

de 0.988.
El DIC del modelos es -756,356.21.

Para evaluar la consistencia interna se determina el predictive posterior p-value (ppp). Es de esperar
que dicho valor se sitie entre el 2.5% y el 97.5% para que sea consistente.

Cuadro 16: Porcentaje de establecimientos educativos, en el modelo base, con un predictive posterior

p-value dentro de los rangos esperados

Media

Mediana | Desviacion estandar

Establecimiento educativo

100

60.7 0

El cuadro 16 presenta el porcentaje de establecimientos educativos cuyo ppp-value estd dentro de
los limites especificados. Se observa que el modelo tiene problemas en representar bien la desviacién
estandar. Y el valor de la mediana también es bajo. Esto todavia permite responder las preguntas
que se plantearon al inicio del trabajo por cuanto se refieren todas a la media.

Indice: MU
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1 1 1
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Figura 48: Convergencia del pardmetro sigma2

La Figura 48 presenta que se llegd a la convergencia en el pardmetro o2 del modelo base, por tanto,
no es problema atribuible a un bajo nimero de iteraciones, sino a que la especificacién no logra

representar adecuadamente los datos.

102



F.1.2 Modelo jerarquico de tres niveles

Indice: Habilidad -9 @ @ @O

-1660
1

cadena
-1680
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I
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I
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I
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!
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1

0.0
T
I
I
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T
0

10
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Lag
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40

La convergencia es adecuada, pero presenta autocorrelacion. Bajo pruebas formales, realizadas con
el paquete coda de R, la cadena converge.

Obsérvese que el namero de iteraciones fue de 25,000 para el modelo, como ya se explico.

El comportamiento de las variables de interés: 6 y o,% es bueno, con muestras efectivas de 13,694 y
21,016. También los tamafios de muestra efectiva de pu,, v y x2 fueron buenos: 22,520, 24,306 y 24,999
respectivamente. Corresponde al modelamiento de la media de 0. Pero los tamanos de muestra
efectiva de 72, X y & fueron pésimos: 77, 59 y 39 respectivamente. Corresponden al modelamiento

de la varianza de 6.
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tauZ: promedio acumul.
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Figura 49: Convergencia del parametro tau2

T
20000

T
25000

En la Figura 49 se observa cémo, a diferencia de los otros indices, el pardametro 72 del nivel 2 logra
estabilizacién (convergencia).
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Cuadro 17: Errores estandar del modelo jerarquico de tres niveles

Distribucién

Error estandar

Theta

0.0011321

Sigma?2

0.0008270

Mu

0.0008705

Tau2

0.0011446

Alpha

0.2518747

Eta

0.1970242

Gamma

0.0003671

Kappa2

0.0001260

Lambda

34.4133823

Xi

0.9864313

Se observa un error estandar aparentemente alto para a, n, A y £&. No obstante, en relacién a las
medias no son valores altos (la media entre el EE es, respectivamente, 96, 94.1, 15, 8.9).

El modelo jerdrquico de tres niveles obtuvo un AMSE de 0.98. Una desmejora del 0.8 % respecto

al modelo base.

El DIC del modelo es -31,930.58.

Cuadro 18: Porcentaje de establecimientos educativos, en el modelo jerarquico de tres niveles, con

un predictive posterior p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Aula 100 100 94.2
Establecimiento educativo 100 100 96.4

El modelo jerdrquico de tres niveles obtiene un desempeno inferior, medido mediante el DIC, al
modelo base. No obstante, es consistente para las tres estadisticas tanto a nivel de establecimiento

educativo, como de aula.

F.1.1 Modelo jerarquico de dos niveles, con covariables

El calculo de la Log-verosimilitud del MCMC para los modelos jerarquicos de dos niveles es:

A nivel de aula

logP (,@ijk 8%, (a;%)(s)) = S 27 SN (B X T (D))

A nivel de establecimiento educativo

logP (gijk ES <a£><s>) = )L s SN (B XL, (0D)®)
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Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.

(s) € {1,2,3,...,5)

S es el numero total de iteraciones.

Indice: Habili M2.1

M2.2

iteration
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iteration
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Figura 50: Convergencia de los modelos para el indice de Habilidades comunicativas

Las gréaficas de la Figura 50 presentan la cadena de la logverosimilitud para cada uno de los
modelos. Las dos opciones del modelo convergieron de manera adecuada. Para ambos se utilizé una
configuracion de iteraciones de MCMC: 102,500 iteraciones, con un calentamiento de la serie de
2,500 iteraciones, guardada de los resultados cada 10 iteraciones con el objeto de obtener 10,000

muestras.

Cuadro 19: Errores estdndar del modelo M2.1 para el quinto establecimiento educativo

Distribucién | Error estandar
Beta_ 0 0.0003980
Beta_ 1 0.0005206
Sigma2 0.0000045

Los tamaifios efectivos para, por ejemplo, By, 81 v o2 del primer modelo jerdrquico de dos niveles
fueron: 10,026, 9,959 y 1,836,504 respectivamente.

Cuadro 20: Errores estandar del modelo M2.2 para el quinto establecimiento educativo

Distribucién | Error estandar
Beta_ 0 0.0212980
Beta_ 1 0.0213835
Beta_ 2 0.0379819
Beta_ 3 0.0214965
Sigma2 0.0000046

Los tamanos efectivos para el segundo modelo jerarquico de dos niveles fueron: 9,889, 9,811, 9,684,

9,705 y 10,042 respectivamente.

En comparaciéon con el modelo por sexo, el modelo por grado obtiene un mayor error estandar en
sus coeficientes 8 (la media de los betas entre sus respectivos EE es 31.3, 48.5, 0.1, 34.9).
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El primer modelo jerarquico de dos niveles obtuvo un AMSE de 1.038 en la validacién cruzada. Una
mejora del 5.1 % respecto al Modelo base y del 6 % respecto al modelo jerdrquico de tres niveles.

E1 DIC de los modelos es:

Cuadro 21: Deviance Information Criterion por modelo

Modelo DIC
Sexo 53,449
Grado | 62,491

Los modelos jerarquicos de dos niveles obtienen un DIC muy superior en valor, muy inferior en
desempeiio al modelo base.

A pesar del DIC mayor, los modelos jerarquicos de dos niveles permiten realizar inferencias sobre
sexo y grado respectivamente, lo cual es una ganancia frente al aparente mejor desempeno de los
otros dos modelos.

Cuadro 22: Porcentaje de aulas, en los modelos jerarquicos de dos niveles, con un predictive posterior
p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Sexo a nivel de Aula 100 47.8 0
Grado a nivel de establecimiento educativo 100 35.7 0

Los modelos jerarquicos de dos niveles tienen un desempeno regular en la representacion de lo
que ocurre en las aulas o establecimientos educativos para las estadisticas de mediana y desvia-
cién estandar, sobre todo a nivel de desviacién estandar. Pero para la media la representacion es
adecuada.
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Figura 51: Convergencia del parametro sigma2 para el primer modelo jerarquico de dos niveles

Las figuras 51 y 52 presentan que también los modelos jerdrquicos de dos niveles logran convergencia

del pardmetro o2.
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Figura 52: Convergencia del parametro sigma2 para el segundo modelo jerarquico de dos niveles

F.2 Respeto por los demas y por si mismo
F.2.1 Modelo base

El célculo de la Log-verosimilitud del MCMC para el modelo base es:
logP <y 16), (02)<5>) = 0L, 20 SN (6, 0?)

Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.
s€{1,2,3,...,5}
S es el nimero total de iteraciones.

La siguiente grafica presenta la convergencia del modelamiento para logP (gj ] 6(s), (02)(5))

Se realizaron 52,000 iteraciones, con un calentamiento de la serie de 2,000 iteraciones y guardando
los resultados cada 5 iteraciones con el objeto de obtener finalmente 10,000 muestras. Se observa
un muy buen comportamiento, con nula auto-regresién entre las muestras. Bajo pruebas formales,
realizadas con el paquete coda de R, la cadena converge.

El tamano efectivo de 6 y o2 es 10,050 y 10,000 respectivamente.

Cuadro 23: Errores estdandar del modelo base

Distribucién | Error estandar
Theta 0.0005341
Sigma?2 0.0000693

Los errores estandar son adecuados.

La validacién cruzada realizada sobre el modelo base obtuvo un error cuadratico medio (AMSE)
de 0.84.
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Figura 53: Convergencia del modelamiento para logP

El DIC del modelos es -756,356.21.

Para evaluar la consistencia interna se determina el predictive posterior p-value (ppp). Es de esperar
que dicho valor se sitie entre el 2.5% y el 97.5% para que sea consistente.

Cuadro 24: Porcentaje de establecimientos educativos, en el modelo base, con un predictive posterior
p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Establecimiento educativo 100 60.7 0

El cuadro 24 presenta el porcentaje de establecimientos educativos cuyo ppp-value estd dentro de
los limites especificados. Se observa que el modelo tiene problemas en representar bien la desviacién
estandar. Y el valor de la mediana también es bajo. Esto todavia permite responder las preguntas
que se plantearon al inicio del trabajo por cuanto se refieren todas a la media.

La Figura 54 presenta que se llegé a la convergencia en el pardmetro o del modelo base, por tanto,
no es problema atribuible a un bajo ntiimero de iteraciones, sino a que la especificaciéon no logra
representar adecuadamente los datos.
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F.1.2 Modelo jerarquico de tres niveles
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La convergencia es adecuada, pero presenta autocorrelacion. Bajo pruebas formales, realizadas con
el paquete coda de R, la cadena converge.

Obsérvese que el namero de iteraciones fue de 25,000 para el modelo, como ya se explico.

El comportamiento de las variables de interés: 6, y 0,% es bueno, con muestras efectivas de 11,504 y
18,448. También los tamafios de muestra efectiva de yiy, v y x? fueron buenos: 22,757, 25,460 y 24,999
respectivamente. Corresponde al modelamiento de la media de 6. Pero los tamanos de muestra
efectiva de 72, X\ y € fueron pésimos: 61, 82 y 41 respectivamente. Corresponden al modelamiento
de la varianza de 6.

En la Figura 55 se observa cémo no se logra estabilizacién (convergencia) del pardmetro 72, del
nivel 2. Compérese con el comportamiento del parametro x? (Figura 56) del nivel 3, el cual s
presenta estabilizacion.
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Cuadro 25: Errores estandar del modelo jerarquico de tres niveles

Distribucién

Error estandar

Theta

0.0011764

Sigma?2

0.0009079

Mu

0.0008178

Tau2

0.0011330

Alpha

0.2519907

Eta

0.1713855

Gamma

0.0003438

Kappa2

0.0001162

Lambda

26.5223759

Xi

0.8998092

Se observa un error estandar aparentemente alto para a, n, A y £&. No obstante, en relacién a las
medias no son valores altos (la media entre el EE es, respectivamente, 81.5, 77.7, 20.3, 7.8).

El modelo jerarquico de tres niveles obtuvo un AMSE de 0.831. Una desmejora del 1% respecto al

modelo base.

El DIC del modelo es -39,366.69.

Cuadro 26: Porcentaje de establecimientos educativos, en el modelo jerarquico de tres niveles, con

un predictive posterior p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Aula 100 100 94.2
Establecimiento educativo 100 100 100.0

El modelo jerdrquico de tres niveles obtiene un desempeno inferior, medido mediante el DIC, al
modelo base. No obstante, es consistente para las tres estadisticas tanto a nivel de establecimiento

educativo, como de aula.

F.2.1 Modelo jerarquico de dos niveles, con covariables

El calculo de la Log-verosimilitud del MCMC para los modelos jerarquicos de dos niveles es:

A nivel de aula

logP (,@ijk 8%, (a;%)(s)) = S 27 SN (B X T (D))

A nivel de establecimiento educativo

logP (gijk ES <a£><s>) = )L s SN (B XL, (0D)®)
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Dénde el superindice (s) representa la iteracién que corresponde.
(s) € {1,2,3,...,S}

S es el numero total de iteraciones.

Indice: p M2.1 Indice: M2.2

cadena

o

T T T T T T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000
iteration iteration

o

Figura 57: Convergencia de los modelos para el indice de Respeto

Las gréaficas de la Figura 57 presentan la cadena de la logverosimilitud para cada uno de los
modelos. Las dos opciones del modelo convergieron de manera adecuada. Para ambos se utilizé una
configuracion de iteraciones de MCMC: 102,500 iteraciones, con un calentamiento de la serie de
2,500 iteraciones, guardada de los resultados cada 10 iteraciones con el objeto de obtener 10,000
muestras.

Cuadro 27: Errores estdndar del modelo M2.1 para el quinto establecimiento educativo

Distribucién | Error estandar
Beta_ 0 0.0004193
Beta_ 1 0.0005299
Sigma2 0.0000039

Los tamaifios efectivos para, por ejemplo, By, 81 v o2 del primer modelo jerdrquico de dos niveles
fueron: 9,953, 10,025 y 2,239,557 respectivamente.

Cuadro 28: Errores estandar del modelo M2.2 para el quinto establecimiento educativo

Distribucién | Error estandar
Beta_ 0 0.0214981
Beta_ 1 0.0214863
Beta_ 2 0.0376457
Beta_ 3 0.0215888
Sigma2 0.0000048

Los tamanos efectivos para el segundo modelo jerarquico de dos niveles fueron: 9,806, 9,817, 9,680,
9,722 y 10,039 respectivamente.

En comparaciéon con el modelo por sexo, el modelo por grado obtiene un mayor error estandar en
sus coeficientes 3 (la media de los betas entre sus respectivos EE es 8.7, 23.9, 0.4, 15.6).
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El primer modelo jerdrquico de dos niveles obtuvo un AMSE de 0.889 en la validacién cruzada.
Una mejora del 5.9% respecto al Modelo base y del 6.9% respecto al modelo jerdrquico de tres
niveles.

Se presenta a continuacién el ajuste asociado al Deviance Information Criterion de los modelos
jerarquicos de dos niveles:

A nivel de aula

DIC = 2[-In P(y | BBayes) + Ppic]

donde
R M mnj; Nk B
In P(y | BBayes) = Z ZZ]H {N(yijk | X%kﬁﬂf?&z)}
k=1j=11i=1
y

S
A 1 s
Ppic = 2(11’1 P(y | /BBayes) - g § log P(y | ij;kﬁj(k)D

s=1

A nivel de establecimiento educativo

DIC = 2[-In P(y | BBayes) + Ppic]

donde
R M mnj Nk B
Py | Bpages) =533 In [NW | XT B, a%)}
k=1j=1i=1
y

S
. 1 5
Porc = 2(In P(y | Bpayes) — g D log Ply | X5u5"))
s=1
El DIC de los modelos es:

Cuadro 29: Deviance Information Criterion por modelo

Modelo | DIC
Sexo 4,841
Grado | 6,168

Los modelos jerarquicos de dos niveles obtienen un DIC muy superior en valor, muy inferior en
desempeiio al modelo base.

A pesar del DIC mayor, los modelos jerarquicos de dos niveles permiten realizar inferencias sobre
sexo y grado respectivamente, lo cual es una ganancia frente al aparente mejor desempeno de los
otros dos modelos.
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Cuadro 30: Porcentaje de aulas, en los modelos jerdrquicos de dos niveles, con un predictive posterior
p-value dentro de los rangos esperados

Media | Mediana | Desviacién estandar
Sexo a nivel de Aula 100 34.8 0
Grado a nivel de establecimiento educativo 100 46.4 0

Los modelos jerdrquicos de dos niveles tienen un desempeno regular en la representaciéon de lo
que ocurre en las aulas o establecimientos educativos para las estadisticas de mediana y desvia-
cién estandar, sobre todo a nivel de desviacién estandar. Pero para la media la representacion es
adecuada.

Indice: M1

1
05

cdf acumulativa en 0
05 00

sigma2: promedio acumul.
0.011 0013 0015 0.017

1
-10

T T T T T T T T T T
o 2000 4000 8000 8000 10000 o 2000 4000 8000 8000 10000

# de muestras de Monte Carlo # de muestras de Monte Carlo
g
s o
£ o
E g 8
E8 =2
267 £
w7 a8
I~ X=]
5 E8 |
= )
5 5o
3 =99
B 8
o | o
o T T T T T g 71 T T T T T
a 2000 4000 000 8000 10000 [=] a 2000 4000 8000 8000 10000
# de muestras de Monte Carlo # de muestras de Mente Carle

Figura 58: Convergencia del parametro sigma2 para el primer modelo jerarquico de dos niveles

Las figuras 58 y 59 presentan que también los modelos jerarquicos de dos niveles logran convergencia

del pardmetro o2.
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