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Resumen

El anélisis de datos longitudinales es necesario cuando la variable respuesta se mide repetidamente sobre
la misma unidad de observacion a lo largo del tiempo. Los métodos paramétricos se han empleado tra-
dicionalmente en el anélisis de datos longitudinales para estimar los coeficientes que definen la relacién
entre el predictor lineal y la variable respuesta, sin embargo las técnicas paramétricas no son apropiadas
cuando no se cumplen los supuestos acerca de la variable respuesta y la componente aleatoria del mode-
lo, o cuando el valor esperado de la variable respuesta (o una funcién de esta variable via una funcién
de enlace) no resulta ser una funcién conocida de los efectos fijos y aleatorios, razones por las que los
modelos paramétricos pueden llevar a conclusiones alejadas de la tendencia promedio del conjunto de
datos. En estos casos, las técnicas de regresién no paramétricas, en las que en lugar de parametros se
emplean funciones locales suavizadas que dependen del tiempo, denominados coeficientes o pardmetros
dindmicos, constituyen una alternativa muy poderosa de modelamiento en el analisis de datos longitudi-
nales, puesto que permiten establecer una dependencia funcional mas flexible entre la variable respuesta
y las covariables. Este trabajo propone desarrollar técnicas de estimacién e inferencia para modelos de
coeficientes dindmicos no paramétricos generalizados, particularmente cuando la variable respuesta es de
conteo, ilustrando su aplicacion en el efecto de la carga viral sobre el conteo de células CD4, en pacien-
tes con HIV/AIDS sometidos a un tratamiento antirretroviral, y también en la prediccién de casos de
COVID-19.

Palabras clave: Analisis de datos longitudinales, funciones de base radial kernel, regresion spline, mo-
delos de coeficientes dindmicos, carga viral, conteo de linfocitos CD4, HIV/AIDS, COVID-19.
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Abstract

Longitudinal data analysis is necessary when the response variable is repeatedly measured on the same
observation unit over time. The parametric methods have been traditionally used in the analysis of
longitudinal data to estimate the coefficients that define the relationship between the linear predictor
and the response variable, However, parametric techniques do not work when the assumptions about the
response variable and the random component of the model are not fulfilled, or when the expected value of
the response variable (or a function of this variable via a link function) is not be a known function of the
fixed and random effects, reasons why parametric models can draw conclusions away from the average
trend of the data set. In these cases, non-parametric regression techniques, in which time-dependent
smoothed local functions are used instead of parameters, called coefficients or dynamic parameters,
constitute a very powerful modeling alternative in the analysis of longitudinal data, since they allow
establish a more flexible functional dependence between the response variable and the covariates. In
this work, it is proposed to develop estimation and inference techniques for generalized non-parametric
dynamic coefficient models, particularly when the response variable is counting, illustrating its application
in the effect of viral load on CD4 cell count, in patients with HIV / AIDS undergoing antiretroviral
treatment, and also in the prediction of COVID-19 cases.

Keywords: Longitudinal data analysis, radial basis kernel function, regression spline, time-varying coef-
ficient model, viral load, CD4 T lymphocytes count, HIV/AIDS, COVID-19
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1. Introduccion

El andlisis de datos longitudinales (LDA, por sus siglas en inglés) es de interés cuando se observa re-
petidamente un conjunto de n individuos a través del tiempo, registrandose los valores de una variable
respuesta junto con las respectivas covariables, que pueden depender o no del instante en que se han
medido. En tal caso, las observaciones de un mismo sujeto no son independiente, considerdandose las
mediciones entre los individuos independientes (Twisk, 2013). Se puede modelar la variable respuesta es-
timandose la tendencia promedio poblacional o la evolucién de cada individuo, caso en el que estariamos
hablando de un modelo mixto o aleatorio.

La relacion entre la variable respuesta y las covariables en un LDA se puede modelar a través de un
enfoque paramétrico, especificando completamente la distribucién de la variable respuesta por medio de
un conjunto constante y finito de coeficientes, que extienden naturalmente el modelo de regresién lineal
de datos transversales (Davidian, 2007). En los modelos paramétricos los coeficientes tienen una interpre-
tacién inmediata y las técnicas de estimacién usuales como minimos cuadrados ordinarios/generalizados,
méxima verosimilitud y méxima verosimilitud restringida aplican directamente (Cuevas, 2004). Dos de
estas técnicas son las ecuaciones de estimacién generalizadas (GEE, por sus siglas en inglés) y el modelo
lineal de efectos mixtos (LMEM, por sus siglas en inglés). En las GEE se asume que la variable respuesta
puede tener o no distribucién normal y se tiene en cuenta directamente la posible correlacion de las
mediciones dentro de cada sujeto, a través de la denominada matriz de correlacién de trabajo. A dife-
rencia de las GEE, el LMEM modela explicitamente la variacién dentro de los individuos ajustando una
distribucién normal alrededor de unos parametros de regresiéon determinados y estimando la varianza
de esta distribucién, lo cual permite modelar directamente las caracteristicas propias de cada individuo
(Twisk, 2013, ver capitulo 4, para mas detalles).

Las desventajas potenciales de los modelos paramétricos ocurren cuando no se cumplen los supuestos
acerca de la variable respuesta y la componente aleatoria del modelo, o cuando la variable respuesta
(o una funcién de esta variable via una funcién de enlace) no resulta ser una funcién conocida de
los efectos fijos y los efectos aleatorios, razones por las que los modelos paramétricos pueden llevar
a conclusiones alejadas de la tendencia promedio del conjunto de datos. En estos casos, las técnicas
de regresion no paramétricas constituyen una alternativa muy poderosa de modelamiento. Un tipo de
modelo no paramétrico que permite realizar LDA son los modelos de coeficientes dindmicos (TVCM,
por sus siglas en inglés de time-varying coefficient models), en los cuales en lugar de pardmetros se
emplean funciones locales suavizadas que dependen del tiempo, denominados coeficientes o parametros
dindmicos, y permiten establecer una dependencia funcional mas flexible entre la variable respuesta y
las covariables (Sosa and Diaz, 2012; Lu and Huang, 2017; Wu and Tian, 2018, pag 14). La estrategia no
paramétrica no presupone la especificacion del modelo, y es especialmente 1til cuando se quiere captar
la dependencia lineal de la variable respuesta a unas covariables que dependen del tiempo, sin embargo
presenta debilidades cuando las covariables presentan alta dimensionalidad (Fan and Zhang, 2008).

Una forma usual de modelar la respuesta media en un modelo TVCM es asumir que los errores aleatorios
siguen un proceso Gaussiano. Sin embargo algunos autores como Huang et al. (2012); Lu and Huang
(2017), han senalado una desventaja en trabajos precedentes (Sosa and Dfaz, 2009, 2012; Huang and Lu,
2016), en los que han asumido una distribucién simétrica (como la normal) para la variable respuesta
ante eventuales comportamientos sesgados de los errores. Por lo tanto, la inferencia estadistica basada
sobre este supuesto de normalidad puede llevar a resultados imprecisos.

En algunas ocasiones los problemas de asimetria en los errores se pueden arreglar realizando transfor-
maciones en la variable respuesta, por ejemplo linealizando aplicando escala log. Cuando la funcién de
respuesta parezca ser curvilinea, se pueden realizar transformaciones para mantener al modelo como de
primer orden. Un modelo de orden menor en una variable transformada puede ser preferible a un modelo
de orden superior en la métrica original (Montgomery et al., 2006). Pero si un polinomio de bajo orden
proporciona mal ajuste a los datos, y aumentar el orden del polinomio no mejora mucho la situacién,
se deben emplear soluciones alternativas a la transformacién de la variable respuesta. Este problema
se puede presentar cuando la funcién se comporta en forma distinta en diferentes partes del rango de
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la covariable. Una forma bien conocida de solucién cuando la variable respuesta es sesgada consiste en
aplicar la transformacién de Box-Cox, permitiendo que la variable transformada tenga una distribucién
condicional Gaussiana, como lo realizaron en un LDA, Lipsitz et al. (2000). Una limitacién de esta apro-
ximacion es que la forma de la transformacion es invariante en el tiempo. Para un LDA, la variable
respuesta Y (t) puede tener diferentes sesgos sobre el tiempo ¢, de tal manera que una transformacién fija
puede no llevar a una aproximacién Gaussiana para todo ¢ dentro del rango de interés (Wu and Tian,
2018, pag. 443). Una manera de solucionar esto es teniendo en cuenta la naturaleza de la variable con un
modelo generalizado y realizando ajustes no paramétricos en las covariables como las que se proponen
en este trabajo.

En consecuencia, una extensién de TVCM para una variable de respuesta no-normal, es un modelo ge-
neralizado introduciendo una funcién de enlace conocida que relacione el predictor dindmico lineal y la
variable respuesta. En este contexto, entre otros desarrollos Hastie and Tibshirani (1993) propusieron
realizar varying-coefient models en que las covariables pueden depender o no del tiempo, los coeficientes
son funciones suavizadas y la respuesta media esta unida al predictor lineal via una funcién de enlace,
el modelo se ejemplificé para una respuesta binaria; Wu and Zhang (2006) desarrollaron modelos de
coeficientes dindmicos generalizados con una funcién de enlace logistica para datos longitudinales de
repuesta binaria, por sus caracteristicas lo llamé generalized nonparametric population mean (GNPM)
model; en Fan and Zhang (2008) se propusieron métodos estadisticos para generalized varying-coefficient
models incluyendo aquellos para datos longitudinales; Lu and Zhang (2009) desarrollaron un generalised
varying-coefficient mized model usando coeficientes dindamicos para estimar la funcién media; Sentiirk
and Miiller (2008) desarrollaron un modelo de coeficientes dindmicos generalizados para datos longitudi-
nales teniendo en cuenta rezagos en el predictor lineal; Park and Jeong (2018) desarrollaron un Poisson
autoregressive varying-coefficient model, introduciendo una estructura de autocorrelacion e ilustrandolo
con datos diarios de homicidios; ver también a Wang (2007) para otros ejemplos.

A pesar de los desarrollos citados en modelos de coeficiente dindmicos no paramétricos generalizados,
los trabajos previos publicados por Sosa and Diaz (2009, 2012); Sosa and Buitrago (2021), no tuvieron
en cuenta posibles asimetrias en el comportamiento de los errores en las aplicaciones analizadas. Por lo
anterior, se propone en este trabajo soluciones para superar las limitaciones planteadas. Por una parte,
se asume que la variable respuesta es un conteo y se aplica una distribucién de Poisson para modelar el
valor esperado de dicha variable; por otro lado, se emplea un modelo lineal generalizado para estimar los
coeficientes dindmicos, y se usa una funciéon de enlace conocida sobre la variable respuesta.

Los modelos que se desarrollan en el presente trabajo se ejemplifican estableciendo la relaciéon dindmica
de dos variables en el contexto del VIH/SIDA y en la prediccién del niimero de casos que puedan ocurrir
en la pandemia COVID-19. El primer ejemplo muestra la importancia de usar los TVCM en el curso de
la respuesta a los tratamientos para monitorizar pacientes en el contexto clinico, y el segundo permite
apreciar la aplicabilidad de la metodologia en el contexto epidemioldgico, en donde interesa realizar
predicciones de los casos, importante por sus implicaciones en la toma de decisiones en salud piblica.

Los datos que se emplean en las ilustraciones para el caso VIH/SIDA son de dos estudios clinicos sobre el
SIDA desarrollados por el AIDS Clinical Trials Group'. En el primero denominado ACTG-315 se inclu-
yeron a 46 pacientes infectados con HIV-1 y tratados con terapia antirretroviral consistente de ritonavir,
zidovudine, lamivudine. Tanto la carga viral como el conteo de CD4 fueron medidos simultdneamente
durante los dfas 0, 2, 7, 10, 14, 28, 56, 84, 168, y 196 (Lederman et al., 1998). En el segundo estudio
denominado ACTG-388 (Fischl et al., 2003) incluyeron a 517 pacientes con enfermedad avanzada, y
fueron tratados con indinavir mas efavirenz o nelfinavir, en las seccién sobre las aplicaciones se dardn
mas detalles sobre estas datas. Los datos para el ejemplo COVID-19 en Colombia se obtienen de los
repositorios oficiales de las paginas gubernamentales?.

MVisitar https://actgnetwork.org/ para mas informacién acerca del grupo.
2https://www.datos.gov.co/api/views/gt2j-8ykr/rows.csv?accessType=DOWNLOAD
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El objetivo del presente trabajo es desarrollar técnicas de estimaciéon de coeficientes dindmicos para
datos de conteo, a través de regresién Spline y funciones radiales Kernel (RKF, por sus siglas en inglés)
en el contexto de un modelo lineal generalizado, que permita caracterizar la evolucion del efecto de
la carga viral sobre el conteo de células CD4 en pacientes con VIH/SIDA sometidos a un tratamiento
antirretroviral, y también se ejemplifica la metodologia pronosticando el niimero de casos que ocurren
en un periodo de tiempo especifico en la actual pandemia de la COVID-19 en Colombia. Asi mismo,
se desarrollan métodos de inferencia sobre los coeficientes de los modelos via técnicas de remuestreo,
y finalmente se evalia el desempeno de la estimacion en términos de precision y eficiencia a través de
medidas de bondad de ajuste y de error.

El documento se organiza inicialmente en la secciéon 2.1 presentando los componentes tedricos de los
modelos lineales de coeficientes dindmicos, en la secciéon 2.2 se desarrolla el modelo no paramétrico
generalizado que se empleara en las aplicaciones y las estrategias de suavizamiento mediante Spline y
kernel. Luego en la seccién 3 se documenta el contexto de los ejemplos en salud que emplearemos para
ilustrar los modelos que se aplicaran. Y finalmente en las dos tltimas secciones se presentan los resultados,
la discusién y conclusiones.
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2. Modelos de coeficientes dinamicos

2.1. Modelo lineal de coeficientes dinamicos

Un modelo semiparamétrico para LDA en una aplicacién para el conteo de células CD4 fue propuesto por
Zeger and Diggle (1994). Una generalizacién del modelo propuesto por Zeger and Diggle (1994) donde
los coeficientes varfan con el tiempo (TVCM) fue el desarrollado por Hoover et al. (1998). El cual es de
la forma:

yij:mz;- (tij)—i—eij, 7=1...,n,, 1=1,...,n, (2.1)

donde n es el nimero de individuos en estudio, n; es la cantidad de mediciones del i-ésimo individuo,
t;; es el instante del tiempo en que se realizé la j-ésima medicién del i-ésimo individuo, y;; es el va-
lor de la variable respuesta asociada con el i-ésimo individuo tomada en el tiempo ¢;;, ®;; = x4 (ti;),

x;(ti;) = [zio(tij), -, xia(tij)]T es el vector de (d + 1) x 1 covariables medidas en el instante t;; co-
rrespondientes al i-ésimo individuo, cuyas componentes pueden variar o no en el tiempo, B(t;;) =
[Bo(tis), B1(tiz)s- -, Ba(ti;)]* es el vector de (d 4+ 1) x 1 coeficientes dindmicos, también denominados

pardametros dindmicos, evaluados en el tiempo t;;. Por su parte, €;; = €;;(t;;) denota el error relacionado
con la medicién del i-ésimo individuo en el instante ¢;;, y se asume como un proceso estocédstico con me-
dia cero, independiente de @;; y con funcién de covarianza d(¢,t") = Covle(t), €(t'))], ademds se supone
que las mediciones entre individuos son independientes (Sentiirk and Miiller, 2008). En un principio no
hay restricciones fuertes sobre las (d 4+ 1) funciones que conforman el vector de coeficientes dindmicos,
solo que sean lo suficientemente suaves (derivables), de tal modo que sea posible la aplicacién de los
procedimientos de estimacién (Sosa and Diaz, 2009).

Cuando en el modelo 2.1 no se considera alguna covariable, es decir con d = 0, y z;0(t;;) = 1, para todo
i=1,...,n, el modelo puede escribirse como:

yijzﬂ()(tij)+€ijv j:]-v"'7ni7 Z:].,,TL7 (22)

el modelo 2.2 se empleard con la aplicacién ACTG-388, teniendo en cuenta que esta data no cuenta con
covariables, y también para la aplicacién COVID-19.

Si en el modelo 2.1 solo se considera una covariable dependiente del tiempo, es decir con d = 1, y
xio(ti;) = 1, para todo i = 1,...,n, el modelo puede escribirse como:

Yij = Bo(tiz) + Bi(tij)z1(tij) + €ij, J=1,...,n4 1=1,...,n; (2.3)

el cual se aplicard a la data ACTG-315 que contiene la covariable carga viral.

En un TVCM la variable respuesta puede ser cuantitativa continua o discreta, y en este ultimo caso
se podria modelar por medio de un proceso Gaussiano cuando la distribucién discreta es simétrica. El
modelo expuesto hasta ahora esta disenado para trabajar con variables cuantitativas que se asumen con
distribucién normal, lo cual no es siempre pertinente por las razones que se expusieron en la introduccién,
y por tal motivo es necesario hacer una extension del modelo que tenga en cuenta la naturaleza de otro
tipo de variables, como las variables de conteo.
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2.2. Modelo lineal generalizado de coeficientes dinamicos

Una extensiéon de un TVCM para una variable de respuesta no-normal, es un modelo generalizado
introduciendo una funcién de enlace conocida que relacione el predictor dindmico lineal y la variable
respuesta.

En un modelo lineal generalizado para LDA la media poblacional marginal y la varianza de la respuestas
yi; son especificadas como:

E(yij | tij) = pijs Var(yij | tij) = dwi;' V) 5=1,2.,m, t=1,2,..,n,

donde ¢ es un pardmetro de escala, w;; son los pesos, y V(-) es una funcién conocida de la varianza,
representa la dependencia de la varianza de la respuesta a su media. En un modelo de coeficientes dinami-
cos generalizados la media marginal p;; es asumida estar relacionada con el predictor lineal zcz; (tij) a
través de una funcién de enlace g(-). El modelo estarfa expresado (Cai et al., 2000; Wang, 2007; Wu and
Zhang, 2006, Cap. 10) de la siguiente forma:

9(pij) = x;B(ti;)  j=1,2..,n5  i=1,2..,n (2.4)

En nuestro experimento se considera el peso de cada individuo w; = 1/(nn;), con ¢ = 1,---  n, donde
cada sujeto es inversamente ponderado por su niimero de medidas n;, de tal manera que los individuos
con pocas medias repetidas recibe mas peso que los sujetos con mas medidas repetidas.

A continuacién se describen dos métodos de estimacién no paramétricos de las funciones f§,.(t), r =
0,1,...,d a partir de funciones bases (Wu and Zhang, 2006; Ramsay et al., 2009). Una estimacién global
mediante regresién spline (RS) y otra estimacién local con funciones radiales kernel (RKF, por su sigla
en inglés de Radial kernel Function) (Wu and Tian, 2018).

2.2.1. Estimacion mediante regresién Spline

Una regresién Spline es una funcién que expresa cada coeficiente dindmico 3(t) en el modelo 2.4 como
una combinacién lineal de funciones base de Spline (basis spline)(Wu and Tian, 2018, Pag. 97). Una
base de spline (®) es cada uno de los términos o bloques de que se compone la combinacién lineal de
funciones base (también denominada expansién de funciones base) (Ramsay et al., 2009, Pag. 29). En
otras palabras, la regresiéon Spline se considera como un polinomio a trozos de orden g+ 1, 6 de grado g,
g > 0. El término grado se refiere a la potencia mas alta en el polinomio (Wu and Zhang, 2006, Pag. 50).

De manera especifica, un polinomio a trozos es una funcién de valor real f(-) definida en el rango de
interés, esto es sobre un intervalo [a, b], el cual esta dividido en un nimero de particiones, a = 79 < 11 <
To < -+ < Tg < Ti4+1 = b, formando subintervalos contiguos conocidos como nodos (7,7 = 1,2, --- K),
en donde el niumero de nodos es dado por K (Wu and Zhang, 2006, Pag. 50).

Para representar las funciones base de Splines se emplean distintas técnicas, entre otras se encuentran:
la base de polinomios, M-splines, I-splines, la base de potencias truncadas (TPB, por sus siglas en inglés
de truncated power basis), y base de B-splines (BSB, por sus siglas en inglés de B-splines basis), (Wu
and Zhang, 2006; Ramsay et al., 2009, Pag.44).

Un TPB es un conjunto de funciones bases de splines, el cual puede representarse (Wu and Zhang, 2006,
Pag. 51) usando g grados y K nodos asi:

Lit,t9, (t—7)%, -, (t—7r)%, (2.5)
donde (t — 7k ) denota w, y w9 = (w4 )9 es la potencia g de la parte positiva de w, con wy = maz (0, w).

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Mayo 2021
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En resumen, al conjunto 2.5 de K + g + 1 funciones base se le conoce como base de potencias truncadas
de orden g + 1 6 de grado g, con nodos interiores 77,¢ = 1,2, --- K.

Usando el conjunto 2.5, es posible expresar una regresién spline, es decir cada coeficiente dindmico
Br(t),r=0,1,--- ,d, como:

g K
_ g
Br(t) = E O‘T,sts + E :O‘T,g-&-@(t - TK)-H (2.6)
s=0 =1
donde o, = (0, Qp 1, -5 O K,,,+g+1) son p,. X 1 vector columna de coeficientes desconocidos asociados,

siendo p, = K, + g + 1 el nimero de funciones base.

Ahora, si por conveniencia se representase las TPB (2.5) como:

@T,pr(t) = [17t7 7tga (t_Tl);qi-a"' 7(t_TK);q|-]T7

denotando ®,.,, (t) las funciones base involucradas evaluadas en el tiempo t, y p, un nimero entero
no negativo indicando el nimero de funciones base, entonces la regresién spline 3,(t) (2.6) puede ser
reexpresada (Wu and Zhang, 2006, Pag. 279) asf:

Br(t) = rp, () (2.7)

Si B,.(t) tal como estd expresado en 2.7, se sustituye en 2.4, el modelo de coeficientes dindmicos genera-
lizado incluyendo las covariables, quedaria:

g(wij) =z j=1,2,...0n;,  i=12,....n, (2.8)
donde y;; = yi(tij), y zi; = (zaij, e 7zfgij), con

Zrij = JL‘ni(tij)‘I’r(tij) r=0,1,---,d.

Similar a o cada z;; es un vector columna de la covariable veces el vector de funciones base de p x 1.
Para el i-ésimo sujeto i = 1,2, -+, n, se denota el vector respuesta y la matriz de disefio como:

Y, = (yi,ly"' ayi,n,;)v Z; = [zi,la"' ,sz,ni]T

)

en consecuencia, el vector respuesta y la matriz de disenio para todos los datos se denota asi:
T T T T
y:(y17"'7yn)? Z:[Zl7"'azn]7
lo cual permite expresar a 2.8 en forma matricial como un modelo lineal generalizado estandar:

9(p) = Zay, (2.9)

donde p es el valor esperado del vector de respuestas y, esto es, u = E(y). Una vez estimado « usando
un apropiado método, es directo conseguir una estimacién de B(t).
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2.2.2. Estimacion utilizando Kernel como funciones base

Los Kernels son funciones que se asocian a cada uno de los datos, entonces la suma ponderada de estas
funciones es un estimador para aproximar la funciéon de densidad desconocida. La definicién del estimador
estd determinado por 2 pardmetros: el ancho de banda (h), y la funcién niicleo (Wu and Tian, 2018).
La funcién nucleo K, define la forma de los pesos que se asocian a cada observacion dentro de la banda
definida, y por tanto, determina su importancia en el calculo de la estimacién. Para dicha funcion es
habitual el uso de alguna de las siguientes RKF:

Triangular : k(x) = (1 — |z|), lz] <1
Epanechnikov : k(z) = 3/4(1 — z?), x| <1
Biponderado : k(x) = 15/16(1 — 2*)2, x| <1

Gaussiano : k(z) = (\%) cxp(—22/2), € (—00,+00)

El ancho de banda h, se define como un pardmetro positivo cuyo rango en principio serd la amplitud
del intervalo de estimacién. No obstante, la eleccién de dicho pardmetro constituye uno de los aspectos
cruciales del procedimiento de estimacién. Las buenas propiedades del estimador resultante dependerdan
en gran medida de la eleccién que se haga de dicho pardmetro. En este sentido existe una compensacion
(trade-off en inglés) entre flexibilidad y complejidad que es controlada a través de dicho pardmetro. Asi,
si dicho parametro se toma muy pequeno, tan solo observaciones muy proximas al punto de estimacion
intervendran en el calculo del estimador, describiendo muy bien comportamientos locales, pero obten-
dremos una curva estimada muy variable. Si, por el contrario, dicho parametro se toma muy grande,
las estimaciones en cada punto se veran afectadas por observaciones en puntos alejados, de forma que
dificilmente se podran recoger los comportamientos locales, dando lugar a grandes sesgos y como conse-
cuencia obtendremos poca variabilidad. Desde un punto de vista tedrico, la elecciéon del ancho de banda
tendrd que buscar una adecuada compensacion entre sesgo y varianza.

La estrategia de estimacién a través de RKF, es aproximar cada componente de (3(¢) mediante RKF
tratdndolas como funciones radiales base (RBF, por su sigla en inglés). Esto lleva a modelar §,.(¢t),r =
0,1, - ,d, mediante la expresion:

M
6()=>"¢ (W) are = 8., (2.10)

=1
donde M es la cantidad de tiempos de medicién diferentes ¢4, |- | denota el valor absoluto, y &, es alguna
funcién kernel, h es un ancho de banda y e, = [a;1, . .., ] es el vector M x 1 de coeficientes asociados.

=, (t) es un vector de M x 1 conformado por las funciones kernel utilizadas en la aproximacién,

=,(t) = [gr (t;“) s ('t‘,f')]T (2.11)

Si B,.(t) tal como estd expresado en 2.10, se sustituye en 2.4, el modelo de coeficientes dindmicos gene-
ralizado incluyendo las covariables, quedaria:

g(pij) =via  j=1,2,...0n;  i=12,...,n, (2.12)
donde y;; = yi(ti;), y vi; = (UOTM, . ,vzij), con
vr,ij = (Er,i(tij)Er(tij) r = 0, ]., cee 7d.
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Similar a o cada v;; es un vector columna de la covariable veces el vector de funciones base de p x 1.
Para el i-ésimo sujeto i = 1,2, - ,n, se denota el vector respuesta y la matriz de disenno como:
— _ T
Y, = (yi,la"' uyi,’ni)a V’L - [vi,lv"' 7’Ui,ni]

)

en consecuencia, el vector respuesta y la matriz de diseno para todos los datos se denota asi:

y:(y{’7y3:)> V:[V,{vaV,};L

lo cual permite expresar a 2.12 en forma matricial como un modelo lineal generalizado estandar:

9(p) =Va, (2.13)

donde p es el valor esperado del vector de respuestas y, esto es, p = E(y). Al igual que con spline una
vez estimado e usando un apropiado método, es directo conseguir una estimacién de 3(t).

El procedimiento usado para estimar los coeficientes a, ya sea en 2.9 6 en 2.13, una vez establecidos
los nodos y el ancho de banda 6ptimos, es empleando méaxima verosimilitud por el método de minimos
cuadrados iterativamente ponderados (IRLS, por la sigla en inglés de iteratively reweighted least squares)
que esta por defecto en la funcién glm.fit del paquete glm en R.

2.2.3. Estimacion de los parametros de suavizamiento

La seleccién del nimero de nodos y el ancho de banda (los pardmetros de suavizamiento (p)) es un
paso critico en el proceso de estimacion. El vector de parametros necesario usando regresién spline es la
seleccién de los nodos p = [po, ..., pa]’, mientras que el vector de pardmetros empleando RKF, ademas
de la seleccién de los nodos, se requiere la seleccién del ancho de banda p = [hy, ..., h4)T. La seleccién
de estos parametros debe ser adecuadamente realizado porque el ajuste del modelo depende de la mejor
eleccién.

Los pardmetros de suavizamiento estan relacionados directamente con el conjunto de funciones base
con que se expresan los coeficientes dinamicos. En el caso de trabajar con TPB, los parametros de
suavizamiento estan dados por

p=K,.+g-+1, r=20,1,...,d, (2.14)

donde K, es el nimero de nodos y g, es el grado de la base (polinomio) asociada con la estimacién del
r-ésimo coeficiente dindmico. Seleccionar el valor de los parametros de suavizamiento es seleccionar los
K, y los g,. Seleccionar el grado del polinomio consiste en elegir si es de 1, 2 o 3 grado, es decir si es
lineal, cuadrético o cubico, siendo que la mayoria de referencias prefieren el cibico. Sin embargo para
elegir el niimero de nodos si se requiere de un criterio establecido por métodos adecuados.

Ubicacién de los nodos

En regresién mediante spline una vez fijado el nimero de nodos K, a través de algin criterio apropiado,
se deben ubicar en el rango de interés, que en el caso de los datos longitudinales es a lo largo del conjunto
de los tiempos igualmente espaciados en el intervalo temporal de interés [a;b]. Los valores que definen
este intervalo son el minimo y el méaximo de todos los tiempos, asi

a=min(t; :i=1,...,n;5=1,...,n),

b=mazx(t;j:i=1,...,n55=1,...,n).
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En la practica para espaciar los nodos, los tiempos de medicion se escalan de tal manera que el valor
minimo sea 0 y el maximo 1. Lo que permite segmentar el dominio de la covariable tiempo y operar los
pardmetros de suavizamiento (numero de nodos y ancho de banda).

Seleccion de la cantidad de nodos y del ancho de banda

En el caso de modelos normales, se suele seleccionar el nimero de nodos y el ancho de banda 6ptimos por
medio de la validacién cruzada excluyendo un punto (PCV) (sigla en ingles de leave-one-point-out cross-
validation), propuesto en Wu and Zhang (Wu and Zhang, 2006, pdg 286), y previamente implementado
por Hoover D. R. (Hoover et al., 1998, pag 814). El método PCV permite seleccionar el mejor pardmetro
de suavizado sin tener en cuenta la estructura de correlacién en las mediciones dentro de cada individuo
(Wu and Zhang, 2006, pag 287). La idea es elegir el vector de pardmetros de suavizamiento que minimiza
la expresion:

n

ng
~(—i7)
PCV(p) = Z Zwi |:yz‘j — iL’(tij)T,G (ﬁij>:| 5 (2.15)
i=1j=1
donde w;, i = 1,...,n, es el peso asociado con el i-ésimo individuo, w; = 1/(nn;) es el esquema de pesos
elegido y ,53(7”)(75”) es una estimacion de B(t;;) usando todos los datos excepto la j-ésima medida del
i-ésimo individuo.

Considerando que A es la matriz suavizada por las respuesta en todos los puntos de diseno, definida
como A = X(XTX)_lXT, donde X es la matriz de funciones base spline o kernel, tal que y = Ay, se
ha demostrado que 2.15 es equivalente a la siguiente expresion segiin (Wu and Zhang, 2006, pag 286),

(y — Ay)"W(y — Ay)
(1—tr(A)/N)2

PCV(p) = (2.16)

donde y es el vector de la variable respuesta, N = """ | n; es el nimero total de observaciones en todos
los individuos, W = diag(wiIn,...,wnIn, ), Wi = wiI,1 es la matriz de pesos del i-ésimo individuo
o unidad experimental, i = 1,...,n, I} es la matriz identidad de k x k, y tr(A) denota la traza de A.

En nuestra experiencia, aunque el anterior método suele ser robusto a desviaciones de la normalidad, otro
método que empleamos para seleccionar el niimero de nodos y el ancho de banda 6ptimos fue el criterio
de informacién de Akaike (AIC), que establece una relacién entre la bondad de ajuste y su complejidad.
El AIC esta dado por la formula 2p — 2in(L), donde p es el nimero de pardmetros evaluados del modelo
y L es el maximo valor de la funcién de verosimilitud para el modelo estimado. El mejor modelo es el
que presenta menor AIC. Para estos propdsitos se construy6 un algoritmo que permitia seleccionar los
parametros 6ptimos tanto para ag como para v de manera distinta.

2.2.4. Inferencia estadistica bootstrap

Los intervalos de confianza de una medicién puntual de un parametro pueden ser establecidos mediante la
técnica de remuestreo bootstrap. Para el caso no paramétrico como se tiene es una funcién de estimacion
de los coeficientes se desarrolla una banda de confianza. Asumiendo independencia en los individuos, se
realiza un remuestreo de la totalidad de las mediciones repetidas de cada sujeto con reemplazamiento a
partir de los datos originales (Wu and Tian, 2018, Pag.73). Para obtener la funcién de estimacién por
remuestreo bootstrap se pueden seguir los siguientes pasos:

a. Seleccion aleatoria de n sujetos con reemplazamiento a partir de la muestra original, del mismo tamano
de la muestra.

b. La muestra longitudinal bootstrap obtenida por reemplazamiento es denotada por:
(Yi,t5)i=1,...,n55 =1,...,n,
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algunos valores de la muestra original pueden aparecer de manera repetida en la la nueva muestra
bootstrap.

. Obtener la matriz de disefio aplicando el suavizador no paramétricos sobre la muestra bootstrap
obtenida.

. Estimar los o, = (a0, %1, - - -, O K, +g+1) Para spline 6 los o, = [a1, .. ., ayp] para kernel, con la
informacién obtenida en los pasos anteriores, aplicando la funcién glm.fit del paquete glm en R.

. Calcular la curva de estimadores no parametricos basado en la muestra bootstrap demominado esti-
mador [12°%(t; hyw) de p(t).

. Repetir los pasos anteriores B veces. Se denota el B bootstrap estimator b=1,--- , B, a ,&i‘mt(t; h; w)
de p(t) se tal manera que los estimadores obtenidos de la B muestras son:

By, _ ~boot,1/, 1. ~boot,B/, 1.
B, (t; h,w) = fi] (thsw), -, iy, (t; h;w)
. Las muestras bootstrap generadas en la secuencia anterior se usan para aproximar los intervalos o

bandas de confianza para p(t), basados en los percentiles de las muestras bootstrap, lo cual estd dado
por:

(Lay2)(t), U (yay2)(t),

donde La/2)(t) v U(ay2)(t) son los (a/2) y (1 — «/2), bajo y superior percentil de B’E(?ﬁ;h,w)7
respectivamente.
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3. Contexto clinico y epidemiolégico de los casos a estudiar

3.1. Contexto HIV/AIDS

El virus de la inmunodeficiencia humana tipo 1 (HIV-1, por sus siglas en inglés) es un retrovirus (de la
familia Retroviridae), que contiene informacién genética bajo la forma de dcido ribonucléico (RNA, por
sus siglas en inglés), y causa una infeccién que para la mayoria de los individuos no tratados disminuye los
Linfocitos T (LT) CD4, resultando en morbilidad y mortalidad (Gonzalo-Gil et al., 2017). El deterioro
progresivo del sistema inmunolégico por la infeccién del HIV-1, produce en los estadios avanzados el
sindrome de inmunodeficiencia adquirida (AIDS, por su sigla en inglés), el cual se define por la presencia
de alguna de las més de 20 infecciones oportunistas o de cédnceres relacionados con el HIV (WHO, 2007).
El RNA cuantitativo del HIV (carga viral) y el conteo de LT CD4, son dos de los marcadores prondsticos
de progresién de los pacientes con HIV/AIDS comtnmente usados, y juegan un importante rol en la
valoracién inicial y en la evaluacién de la respuesta al tratamiento (Ministerio, 2014).

La carga viral es util para determinar el prondstico, establecer la linea de base para evaluar la respuesta
al tratamiento y vigilar la supresién viral (Hughes et al., 1997). Su medicién regular se ha relacionado
con resultados clinicos importantes, orienta la evaluacién de resistencia al tratamiento, infecciones opor-
tunistas, mortalidad, y es un marcador de progresién de la enfermedad (Marschner et al., 1998; Thiébaut
et al., 2000). Se ha establecido que el nivel de replicacién viral, medido por el nimero de copias de RNA
por mL(mililitro) o por su logaritmo (en base 10), determina el tiempo desde la infeccién inicial a AIDS y
muerte, dado que un elevado valor inicial es un marcador de rédpida progresién, y en todos los individuos
la progresién clinica es precedido por un incremento en el RNA (Korenromp et al., 2009).

Debido a que con el progreso de la infeccién se observa una disminucién en el conteo de LT CD4, su
determinacién es un parametro inmunolégico que ayuda a establecer el riesgo de complicaciones asocia-
das al HIV, la necesidad de profilaxis para infecciones oportunistas y la indicacién de tratamiento con
antirretrovirales (Ministerio, 2014; Gonzalo-Gil et al., 2017). Al comienzo de una terapia antirretroviral
activa, el conteo de LT CD4 demostrd ser el factor predictivo mas importante de progresion clinica; asi,
en un estudio los pacientes que iniciaron el tratamiento con menos de 200 células/uL (microlitro) tuvie-
ron sustancialmente mayor riesgo de progresion clinica que aquellos con conteos mayores (Egger et al.,
2002). El conocimiento de la relacién de la carga viral y del conteo de LT CD4, su valor predictivo y su
participacion en la historia natural de la infeccién, han incrementado en importancia debido a que desde
una perspectiva poblacional, permiten establecer los umbrales para el inicio de los tratamientos y las
profilaxis de manera més eficiente, y desde una perspectiva individual, permiten monitorizar la respuesta
al tratamiento y prever progresién de la enfermedad (Korenromp et al., 2009). El valor prondstico de
los marcadores, varia dependiendo de algunos factores como son: el estado de la enfermedad, la edad,
condicién del paciente (embarazo, comorbilidades, estado inmunoldgico de base), el efecto directo del
virus independiente del impacto sobre los LT CD4, el desconocimiento del tiempo de la infeccién a la
seroconversion, y de la duracién del seguimiento de los estudios, entre los mas importantes (Korenromp
et al., 2009).

Es bien conocido que los LT CD4 son blancos del HIV y declinan con la progresion de la infeccién, de tal
manera que cuando la terapia antiviral suprime la carga viral, el conteo de LT CD4 puede recuperarse
hasta niveles normales (Lederman et al., 1998). A pesar del amplio consenso sobre el cardcter predictivo de
la carga viral y del conteo de LT CD4, se ha observado que su relaciéon es cambiante, tanto en ausencia
como en presencia de tratamiento antirretroviral, lo que amerita desarrollar modelos apropiados que
permitan caracterizar esta relacién en el tiempo (Liang et al., 2003). La variabilidad del conteo de LT
CD4 y de la carga viral dentro y entre los individuo en los tiempo medidos, el caricter multivariado
que los relaciona, asi como las distintas metodologias empleadas para su andlisis, dificultan su modelado
conjunto para establecer riesgo o prondstico (Korenromp et al., 2009). En general, se ha observado
que la respuesta virolégica (medida a través de la carga viral) y la repuesta inmunolégica (medida a
través del conteo de los LT CD4), estdn negativamente correlacionadas durante el tratamiento antiviral
(Ford et al., 2015). Sin embargo, como esta relacién es influenciada por diversos factores, puede no ser

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Mayo 2021



16 Elkin Javier Casadiego Rincén. & Juan Camilo Sosa Martinez

constante durante todo el tratamiento y no todos los pacientes logran la supresion viral esperada, lo que
es importante conocer para una adecuada monitorizacion de las respuestas a los tratamientos. Algunos
estudios han confirmado que la relacion entre la carga viral y el conteo de LT CD4 tienen diferentes
patrones, lo que implica que pueden existir discordancias entre las respuestas virolégicas e inmunolégicas
que deben ser evaluadas tanto en la poblacién como individualmente (Liang et al., 2003; Korenromp
et al., 2009).

Por lo expuesto, un anélisis longitudinal de los marcadores es mas apropiado que un anélisis transversal,
permitiendo monitorear la dindmica de la relacién con mayor informacién, dado que esta estrategia
permite tener en cuenta factores dindmicos relevantes para el andlisis. Por ejemplo, uno de los supuestos
de la regresién lineal para datos transversales consiste en que las mediciones de la variable respuesta
constituyen un conjunto de observaciones independientes, por el contrario, las observaciones efectuadas
sobre un mismo sujeto a través del tiempo suelen ser dependientes unas de otras, lo que amerita ser
tenido en cuenta en el desarrollo de un modelo longitudinal.

Para modelar la relacién poblacional entre la carga viral y el conteo de LT CD4, Sosa y Diaz (2009)
propusieron utilizar un TVCM donde los errores aleatorios siguen un proceso Gaussiano. Sin embargo,
como lo han senalado Huang et al., 2012 y Lu and Huang, 2017, una desventaja de la propuesta de Sosa y
Diaz (2009) consiste en que el modelo asume una distribucién simétrica, como la normal, para la variable
respuesta, lo cual no es apropiado para eventuales comportamientos sesgados de los errores. Por lo tanto,
la inferencia estadistica basada sobre este supuesto de normalidad puede llevar a resultados enganosos.
Otro elemento importante de distincién con trabajos precedentes, es que no se empleara la carga viral
como variable respuesta (Sosa and Diaz, 2009, 2012; Huang and Lu, 2016; Lu and Huang, 2017), sino
al conteo de LT CD4, teniendo en cuenta que por la historia natural de la enfermedad se sabe que los
LT CD4 son uno de los principales blancos del HIV. Esta decision plantea la necesidad de proponer un
modelo dindmico no paramétrico generalizado con respuesta de conteo.

3.2. Contexto pandemia COVID-19

La enfermedad por Coronavirus 2019 (COVID-19, por su sigla en inglés de Coronavirus Disease 2019), es
el nombre dado a la patologia causada por la infeccién del SARS-CoV-2 (por su sigla en ingles de Severe
Respiratory Acute Syndrome Coronavirus 2), un virus RNA que hace parte de la subfamilia de virus
Orthocoronavirinae, género Betacoronavirus (Milldn-Onate et al., 2020; Trujillo, 2020). Los coronavirus
(CoV) son virus que surgen periddicamente en diferentes dreas del mundo y que causan Infeccién Respi-
ratoria Aguda (IRA). La infeccién por el SARS-CoV-2 ha sido catalogado por la Organizacién Mundial
de la Salud (WHO, por sus siglas en inglés) como una emergencia en salud piiblica de importancia
internacional (ESPII).

La enfermedad fue detectada en diciembre de 2019, en pacientes que habian estado expuestos posible-
mente a transmision alimentaria desde animales salvajes en un mercado de la ciudad de Wuhan, provincia
de Hubei, China, siendo reconocida semanas después en enero del 2020 (Li et al., 2020). La WHO inicié
a reportar casos de COVID-19 el 21 de enero del 2020, luego de lo cual la epidemia se diseminé de-
tectandose casos en todos los continentes, y el 6 de marzo se confirmé el primer caso en Colombia. La
infeccién se produce cuando una persona es inoculada con el virus eliminado a partir de una persona
infectada sintomética o no que expulsa particulas del virus (Trujillo, 2020).

Estimar el curso de la epidemia es una de las tareas mas importantes en el control de la enfermedad,
dado que permite evaluar la magnitud de afectaciéon en la poblacién y el impacto de las medidas de
mitigacion. Desde que la COVID-19 se generalizé en la poblacién mundial, esfuerzos por establecer
la dindmica de la pandemia han surgido con iniciativas académicas y gubernamentales. Para poder
predecir epidemias se emplean herramientas matematicas que permiten crear modelos epidemioldgicos
deterministicos o estocésticos. Los modelos deterministicos a diferencia de los estocasticos consideran a
los individuos pertenecientes a un estado del modelo (Manrique Abril et al., 2020). Estos modelos estan
centrados en los estados por los que pueden pasar los individuos, tratando a los individuos de manera
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conjunta. Al estudiar modelos centrados en estados, cobra especial importancia la variacion de cada
estado, representado por la derivada de los mismos (de Pereda Sebastidn et al., 2010, pag.16).

Diversos modelos para establecer el comportamiento de la COVID-19 se han propuesto desde el inicio
de la epidemia, comenzando por los cldsicos modelos compartimentados como el SIR, del acrénimo
de susceptible-infectados-recuperados, que usa tres ecuaciones diferenciales ordinarias para describir la
dindmica del flujo de las personas entre los tres compartimentos (Luo, 2020, pag. 5). Los actuales modelos
compartimentados desarrollados para COVID-19 son versiones del trabajo original de Kermack and
McKendrick (1927). Estos modelos son paramétricos, en los que se debe definir las condiciones iniciales
a partir de parametros extraidos de experiencias previas, por lo que su precisién esta determinada por
los ajustes periddicos o calibraciones que se haga a las condiciones de modelado.

Se asume que las epidemias en su fase de crecimiento tienen un comportamiento exponencial (Ma, 2020;
Kasilingam et al., 2020), que se modifica por la historia natural de la enfermedad o por las medidas de
mitigacién o prevencién instauradas para su control (confinamiento, aislamientos, vacunas, etc). Estimar
la tasa de crecimiento de una curva epidémica, es fundamental para caracterizar su dindmica y es un
desafio porque decae con el tiempo (Kasilingam et al., 2020). Es por esta razén que estos procesos son
generalmente analizados por medio de curvas de crecimiento que tienen generalmente forma sigmoidal(s),
y describen cémo el proceso incrementa en un intervalo de tiempo hasta un nivel limite o nivel de
saturacién (Kumar, 2015). A diferencia de la funcién exponencial que no tiene tope, con las curvas en ¢
se debe especificar su méaximo.

Hay una amplia variedad de curvas de crecimiento con forma sigmoidal aplicados para modelar la COVID-
19, de las cuales, las que utilizan la ecuacién logistica, uno de los modelos clésicos en dinamica de po-
blaciones, son muy empleados. Algunos ejemplos que emplean curvas de crecimiento son: el trabajo de
Kasilingam et al. (2020) explora el crecimiento de los casos de COVID-19 en 42 paises usando modelos
exponenciales y de aprendizaje automatico, incluida la regresién logistica, para predecir signos de con-
tencién temprana,; el trabajo de Ma (2020) compara un modelo SIR con uno exponencial, logistico y con
el modelo de Richards (una modificacién del modelo logistico); Pelinovsky et al. (2020) aplicé una ecua-
cién logistica generalizada para interpretar el comportamiento de la epidemia y encontré que los datos
en promedio eran bien descritos; Wang et al. (2020) integraron los datos epidemiolégicos de COVID-19
antes del 16 de junio de 2020 en el modelo logistico para ajustar el limite de la tendencia epidémica y
luego introdujeron este valor limite en un modelo predictivo de series de tiempo basado en aprendizaje
automdtico para derivar la curva de la epidemia y predecir su tendencia; Batista (2020) estimaron el
tamano final de la epidemia por un modelo logistico, y alternativamente desarrollaron un modelo basado
en la funcién Weibull para el mismo objetivo; ejemplo distinto a la aplicacién de la funcién logistica fue
el que Ahmadi et al. (2020) presentaron al emplear otros modelos sigmoidales como lo son el Gompertz
y el von Bertalanffy para predecir el COVID-19 en Iran.

A diferencia de los modelos paramétricos, los modelos empiricos incluyendo las regresiones suavizadas,
no requieren especificar las condiciones iniciales porque dependen exclusivamente de los datos. En esta
linea encontramos los trabajos entre otros, de Ekum and Ogunsanya (2020) que aplicaron una regresién
polinomial para predecir los casos de COVID-19; Barbosa et al. (2020) emplearon una regresién Joinpoint
para estimar la incidencia acumulada de la pandemia en algunos paises y realizar comparaciones entre las
curvas; Diaz-Narvéez et al. (2020) exploraron el mejor tipo de curva o modelo de tendencia para explicar el
comportamiento epidemiolégico del contagio por COVID-19, los datos fueron recogidos del Departamento
de epidemiologia del Ministerio de Salud de Chile y emplearon cuatro modelos diferentes: cuadratico,
exponencial, exponencial suavizado simple y exponencial suavizado doble, el que mejor se ajusto a los
datos fue una curva doble exponencial suave; Clara-Rahola (2020) realizaron una aproximacién empirica
a la dinamica de los casos diagnosticados y definieron escenarios, encontrando dos comportamientos
exponenciales; Carroll et al. (2020) emplearon un enfoque de andlisis funcional de datos tipo FPCA
dindmicos (por su siglas en ingles de Functional Principal Component Analysis) para hacer predicciones
a corto plazo de trayectorias futuras; finalmente mencionaremos el trabajo de Mercker et al. (2020) quienes
en el contexto de regresiones suavizadas us6 GAMM (por sus siglas en ingles de generalised additive
mixed model) con una estructura de autocorrelaciéon de orden uno, porque el numero de infectados
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estan temporalmente autocorrelacionados, para explicar y predecir el comportamiento de la epidemia en
Alemania y sus distritos. En esta linea de modelos empiricos con regresiones suavizadas, emplearemos el
modelo de coeficientes dindmicos generalizados que desarrollaremos, asumiendo el caso colombiano como
un caso especial para predecir el comportamiento inicial de la epidemia y en un corto tiempo.
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4. Aplicaciones

4.1. Caso de estudio ACTG-388

El AIDS Clinical Trials Group (ACTG, por sus siglas en inglés), fundado en 1987, es una de las redes
de ensayos clinicos para HIV maés grandes del mundo. Este primer ejemplo es basado en un estudio
del ACTG, el protocolo 388 3, que fue un ensayo aleatorizado, abierto en 517 pacientes con HIV/AIDS
avanzado (elegibles si el conteo de células CD4 < 200 células/pL o un nivel plasmético de RNA HIV-1
> 80.000 copias/mL ), distribuidos en tres grupos a recibir tratamiento antiretroviral altamente activo
con lamivudinaa mas zidovudina e indinavir (grupo indinavir) que fué el grupo base de comparacién,
frente a efavirenz (grupo efavirenz mas indinavir) o nelfinavir (grupo nelfinavir mas indinavir), y fueron
monitorizados por 2,1 afios (Fischl et al., 2003).

En esta aplicacién utilizamos los datos de uno de los grupos de tratamiento del protocolo ACTG-388,
que incluye 166 pacientes tratados por 120 semanas, durante las cuales el conteo de células CD4 fue
monitorizado. Esta base de datos no cuenta con otras covariables y presentamos el comportamiento del
conteo de células CD4 en el tiempo. Algunos pacientes no se adhieren al esquema de seguimiento y ocurre
perdida de mediciones de la variable respuesta en algunas semanas, lo que es frecuente en este tipo de
estudios longitudinales, resultando en una data no balanceada. El niimero de mediciones por paciente
tiene un rango de 1 a 18 observaciones, en total son 2107 observaciones, y el conteo de CD4 tiene un
rango de 0 a 1364 células/pL.

Inicialmente presentamos una descripcion del conjunto de datos para definir la trayectoria global del
conteo de CD4 en el tiempo, usando metodologias convencionales, mostrando lo limitado que estos
métodos resultan para datos longitudinales.

En la figura 1 al lado izquierdo, se visualiza una grafica tipo “spaghetti”, que representa las trayectorias de
todos los individuos en la variable respuesta frente al tiempo en semanas, sin definirse una clara tendencia
poblacional. Un anélisis escogiendo algunos individuos, presentado al lado derecho de la misma figura,
evidencia que algunos presentan una tendencia creciente, otros decreciente 6 sin tendencia. Sin embargo,
estas visualizaciones no resultan esclarecedoras para entender cudl es el comportamiento promedio del
conteo de linfocitos CD4 a través del tiempo, por lo que se realiza un ajuste lineal al conjunto de puntos,
permitiendo observar una tendencia global creciente del conteo de linfocitos CD4 con el tiempo, figura
2. A pesar de ello esta metodologia no es suficiente para mostrar en detalle la dindmica o tendencia del
conteo de linfocitos CD4 en cada punto del tiempo, informacién necesaria para monitorizar continuamente
la respuesta de los pacientes al tratamiento antirretroviral, y para tomar decisiones clinicas.

El modelo de coeficientes que varian con el tiempo no paramétrico y generalizado para esta aplicacion
es de la forma:

log(E(CD4”)) = 30(tU) J = 17...,7Li, 1= 1,...,”7 (417)

donde C'D4;; es el conteo de linfocitos CD4 que se asume una variable con distribucién Poisson, asociado
con la j-ésima medida del i-ésimo paciente, y B (¢;;) es el pardmetro dinamico asociado con el intercepto
expresado como en 2.10 o como en 2.7, segtin se estime mediante kernel o spline, respectivamente.

En el desarrollo del TVCM generalizado propuesto para la data 388, se emplea el criterio PCV para
la seleccion del niimero éptimo de parametros de suavizamiento, tal como estd previamente descrito en
la seccién 2.2.3. Con este criterio para la estimacién del intercepto y siguiendo la metodologia spline,
se seleccionaron 6 nodos, y con la metodologia kernel usando también 6 nodos se obtuvo que el mejor
modelo es el que emplea un ancho de banda de 0.29.

3http://www.urmc.rochester.edu/biostat /people/faculty /wusite/datasets/data/ ACTG388Datal Arm.cfm.

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Mayo 2021



20

Elkin Javier Casadiego Rincén. & Juan Camilo Sosa Martinez

Una vez establecidos los pardmetros 6ptimos, se estimaron los coeficientes o empleando méaxima verosi-
militud por el método de minimos cuadrados iterativamente ponderados (IRLS, por la sigla en inglés de
iteratively reweighted least squares), que estd por defecto en la funcién glm.fit del paquete glm en R.
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Figura 1: Gréfica en “spaghetti” de la poblacién y tendencia lineal de algunos individuos del contéo de
linfocitos CD4 a través del tiempo con los datos ACTG-388.
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Figura 2: Tendencia lineal del conteo de linfocitos CD4 en el tiempo con los datos ACTG-388.
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Para evaluar la calidad de los modelos propuestos se emplean diversas estrategias. Por una parte, se
usa la deviance residual, que permite evaluar indirectamente la adecuacién del modelo en la estimacion
de los alfas, verificando ademas si hay problemas de dispersién. La AIC, que establece una relacién
entre la bondad de ajuste y la complejidad del modelo, permite escoger el de mejor desempeno entre
las estrategias splines y kernel estudiadas. También se usa la raiz cuadrada del error cuadratico medio
(RMSE, por su sigla en inglés) que es una evaluacién directa sobre la bondad de ajuste de las respuesta
estimadas, la cual permite establecer que tan distantes estan los valores predichos de los observados,
usandose para este fin la funciéon rmse del paquete metrics en R. Los modelos con menores valores del
AIC y del RMSE son los escogidos.

Sobre la deviance residual (residual deviance) se efectia una prueba de bondad de ajuste, empleando la
distribucién x? como criterio de decisién, segtin la cual al compararse el tamano de la deviance residual
frente a sus grados de libertad se espera sean iguales en un modelo sin problemas de dispersion. Lo
anterior permite establecer la hipétesis nula que la deviance residual sigue una distribucién x?, y un
valor no significativo en la prueba indica que no hay evidencia de una perdida de ajuste del modelo o
problemas de dispersién (Faraway, 2016, Pag.158). Los resultados permiten evidenciar que no existen
problemas de sobredispersién en los métodos, conclusién que se extrae de la prueba 2 sobre la deviance
residual, la cual permite tomar la decision de no rechazar la hipétesis nula, segin la cual el modelo es
adecuado. La bondad de ajuste sobre la deviance residual se presenta como p(x?) en la tabla 1.

Con el fin de extraer los coeficientes «, se probaron diversas distribuciones para modelar la variable
respuesta en el modelo lineal generalizado. La binomial negativa (bn) presenta el mejor desempeiio dado
por el menor AIC, tanto con Kernel como para Spline. Asi mismo, se aplicé la prueba de Voung para
seleccionar el mejor modelo, bajo la hip6tesis nula segin la cual los modelos son indistinguibles (Cameron
and Trivedi, 2013, Pag.198). Los resultados con el test de Voung corroboran la interpretacién inicial en
donde una binomial negativa es mejor opcién que usar una Poisson, sin embargo no se distingue en su
desempeno entre la metodologia kernel y la Spline usando en ambos una binomial negativa. En la tabla
1 se presentan los resultados de evaluacién de la calidad y ajuste de los modelos.

’ Modelo \ AIC \ RMSE \ p(x?) ‘
Kernel Poisson 151.313 199.7203 | 1
Kernel bn 27.17015 | 199.9836 | 1
Spline Poisson 156.1622 | 199.4498 | 1
Spline bn 33.16135 | 199.5138 | 1

Tabla 1: Desempeno del modelo generalizado para estimar « con los datos ACTG-388.

El B,(t) obtenido para la data ACTG-388 con ambos métodos se presenta a continuacién en la figura 3.

Para construir las bandas de confianza alrededor de la funcién de estimacién de los coeficientes dinamicos,
se realizé un remuestreo de la totalidad de las mediciones repetidas de cada sujeto con reemplazamiento a
partir de los datos originales, y se obtuvieron n muestras (1000) con las que se efectuaron las estimaciones
de los a, el valor central de los 3 y luego sus limites superior e inferior (percentiles 2.5% y 97.5 %,
respectivamente), tal como se describié en la seccién sobre inferencia bootstrap. En la figura 4 se presentan
las bandas de confianza del intercepto al 95 % de credibilidad tanto por los métodos Spline y Kernel.

Ambos modelos exhiben comportamientos similares, excepto porque con Spline se observa que la tra-
yectoria media del conteo de CD4 presenta un crecimiento pronunciado o abrupto inicialmente, con un
maximo hacia la semana 15 (289 células/uL), para luego descender continuamente hasta la semana 26
(262 células/uL ), desde lo cual la tendencia continta creciendo pero con fluctuaciones hasta la semana
101 (404 células/uL), y a partir de ahi desciende nuevamente pero lentamente hasta el final del periodo.
El comportamiento con la metodologia kernel es mas suave pero creciente hasta la semana 112 (404
células/pl), desde la cual se presenta un decrecimiento hasta el final. En general el crecimiento es mas
pronunciado en las primeras 40 semanas de tratamiento y continia incrementandose pero mas despacio
entre las semanas 101 6 112, segin el método empleado, a partir del cual el conteo declina.
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Figura 3: Intercepto (Bp) del contéo de linfocitos CD4 en ACTG-388.
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Figura 4: Bandas de confianza del intercepto del conteo de linfocitos CD4 en el tiempo de seguimiento
con los datos ACTG-388 en escala natural, se comparan las metodologias spline y kernel.
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En resumen, los anteriores resultados podrian senalar un efecto del tratamiento hasta casi el final del
tiempo de seguimiento, con decline en las ultimas semanas.

Resultados similares fueron encontrados por Wu and Zhang (2006) empleando spline con un polinomio
de grado 2 y 4 nodos. Observaron que la funcién media estimada de la poblacién aument6 drasticamente
durante las primeras semanas, y continué aumentando a un ritmo mas lento hasta aproximadamente la
semana 110, para luego reducirse hasta el final del estudio. En el analisis de residuales para evaluar el
adecuado ajuste del modelo a los datos, encontré que los residuales estandarizados no eran simétricos
con un importante sesgo, por lo que recomendé alguna transformacién en los datos (Wu and Zhang,
2006, Pag. 124).

En un trabajo reciente Sosa and Buitrago (2021) modelando la data ACTG-388 encontraron resultados
similares dado porque el conteo medio de las células CD4 se incrementé rapidamente durante las primeras
40 semanas de tratamiento, y continta creciendo lentamente hasta la semana 100, luego de lo cual cae
hasta el fin del tratamiento. Los andlisis de los residuales indicé que el modelo ajusta adecuadamente.
Aplicando el Deviance Information Criterio (DIC) como medida de bondad de ajuste concluyen que el
TVCM basada en funciones kernel es el modelo que mejor desempeno presenta.

4.2. Caso de estudio ACTG-315

El protocolo ACTG-315 4 evalta el efecto de la terapia antirretroviral intensiva sobre la respuesta inmu-
ne. Consiste de 12 semanas administrando la combinacién de Zidovudine, Lamivudine, y Ritonavir. El
tratamiento se probé en 46 individuos adultos mayores de 18 afios, con moderada infeccién por VIH-1 (es
decir con un conteo de linfocitos CD4 entre 100 y 300 células/uL), de los cuales 44 recibieron tratamiento
al menos 9 semanas de las 12 que duré el estudio (Lederman et al., 1998, p. 72).

En especifico, la data analizada aqui presenta un tiempo maximo de seguimiento de 196 dias y cada
paciente cuenta con un nimero distinto de medidas repetidas, las cuales variaron de 4 a 10, registrandose
en total 361 observaciones. Teniendo en cuenta que no todos los individuos presentan el mismo nimero
de mediciones los datos no estan balanceados. La carga viral esta dada en escala logaritmica, y el conteo
de linfocitos CD4 esta en el rango de 17 a 488 células/uL.

Al igual que con el caso anterior, realizamos inicialmente una descripcién de los datos empleando me-
todologias convencionales para luego desarrollar los andlisis con los modelos de coeficientes dindmicos
generalizados propuestos.

En el lado izquierdo de la figura 5 se presenta el comportamiento de todos los individuos del conteo
de linfocitos CD4 a través del tiempo en una representacién conocida como en ”spaghetti”. Al lado
derecho se muestran algunos individuos, encontrando que la tendencia es creciente en algunos y en otros
es decreciente.

En la figura 6 se muestra que la tendencia promedio en la poblacién del conteo de linfocitos CD4 a través
del tiempo es creciente, sin embargo esta aproximacién no permite visualizar aun la dindmica en cada
punto.

En la figura 7 se presenta una vision poblacional del comportamiento del conteo de linfocitos CD4 en
relacién con la carga viral, pareciendo indicar una relacién inversa. Sin embargo, como se muestra al
lado derecho de la gréfica, la tendencia individual es fluctuante y algunos tienen una tendencia positiva
y otros una tendencia nula.

En la figura 8 se muestra una regresién lineal sobre todos los puntos, que exhibe efectivamente una
relacion inversa entre las variables. Detalle este que es importante monitorizar en cada punto por sus
implicaciones en el seguimiento y control clinico de los pacientes.

4http://www.urmc.rochester.edu/biostat/people/faculty /wusite/datasets/data/ ACTG315LongitudinalDataViralLoadData.cfm.
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Figura 5: Grafica en ”spaghetti”’de la poblacién y tendencia lineal de algunos individuos del contéo de
linfocitos CD4 a través del tiempo con los datos ACTG-315.
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Figura 6: Tendencia lineal del conteo de linfocitos CD4 a través del tiempo en ACTG-315.
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Figura 7: Gréfica en "spaghetti”de la poblacion y tendencia lineal de algunos individuos del efecto de la
carga viral sobre el conteo de linfocitos CD4 con los datos ACTG-315.
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Figura 8: Tendencia lineal del conteo de linfocitos CD4 frente a la carga viral en ACTG-315.

Es importante analizar la respuesta clinica al tratamiento en diferentes momentos, lo que se puede realizar
de forma paramétrica (por ejemplo con una regresion lineal), obteniéndose estimaciones segmentadas o
interrumpidas de las trayectorias en cada tiempo. Esta aproximaciéon permite observar que la relacién
no es constante en cada instante, ver figura 9.

Por lo tanto, como el modelado anterior no permite obtener una trayectoria continua en la relacién de
las variables CD4 y carga viral en cada punto del rango, se logra es un conjunto discreto de coeficientes,
uno para cada tiempo.
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Figura 9: Tendencia del conteo de linfocitos CD4 frente a la carga viral con ACTG-315, escogiendo en
algunos puntos en el tiempo de seguimiento.

Ahora bien, para obtener una curva continua de coeficientes dindmicos, el modelo no paramétrico gene-
ralizado que se propone para esta aplicacién es de la formas:

10g(E(CD4ZJ)) :ﬁ()(t”)+RNA(t1])61(lLZJ) j = 17Ll 1= 1.,‘..,711, (418)

donde C'D4;; es el conteo de linfocitos CD4 que se asume inicialmente una variable con distribucién
Poisson, RN A(t;;) es la carga viral (en escala logarftmica) asociado con la j-ésima medida del i-ésimo
paciente. [y(t;;) es el coeficiente dindmico asociado con el intercepto, y f1(¢;;) es el coeficiente dindmico
asociado con la carga viral. Los coeficientes asociados al intercepto y a la carga viral se pueden expresar
como en 2.10 o como en 2.7, segtin se estimen mediante Kernel o Spline, respectivamente.

Con la data ACTG-315 se emplea el AIC como método para obtener los pardmetros éptimos de suaviza-
miento. El modelo Spline que mejor desempeno presenta es con 3 nodos para cada coeficiente y con un
polinomio de segundo grado. Con un Kernel Gaussiano, el ancho de banda seleccionado fue de 0.3181818
para el ag y de 0.2409091 para el de aq, se establecieron 5 nodos para cada coeficiente.

Para evaluar la calidad y el ajuste del modelo, al igual que con la data anterior se emplea la RMSE y el
AIC. En general se observa que emplear una distribucién bn es mejor que una distribucién de Poisson,
para modelar la variable respuesta, tanto para Kernel como para Spline. Este resultado se confirma con
la prueba de Voung, sin embargo esta misma prueba no distingue entre la metodologia Spline y la Kernel
usando una bn, ver la tabla 2. La hipdtesis nula establecida para la prueba de bondad de ajuste sobre
la deviance residual es que el modelo propuesto se ajusta adecuadamente a los datos. El resultado se
presenta en la tabla 2, como p(x?). Para la data ACTG-315 la prueba no fue significativa, indicando que
los modelos Kernel y Spline se ajustan bien a los datos, y que no hay problemas de dispersion.

Una vez estimados los a para el intercepto y la pendiente, se obtienen los 3(¢). En las gréficas 10 y 11 se
ilustran los resultado tanto por el método Kernel como por Spline con la data ACTG- 315. El coeficiente
dindmico B, (t), es decir la pendiente dindmica, representa la relacién dindmica del conteo de linfocitos
CD4 frente a la carga viral. Los intervalos de confianza de los 3(t) para el caso de ACTG-315 por medio
de bootstrap se presentan en las figuras 12 y 13.
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Figura 10: Intercepto (Bg) en valores originales y pendiente ((31) del contéo de linfocitos CD4 en ACTG-
315 en el tiempo con kernel.
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Figura 11: Intercepto (Bp) dado en valores originales y pendiente (31) del contéo de linfocitos CD4 en
ACTG-315 en el tiempo con splines.
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Figura 12: Modelo Kernel del contéo de linfocitos CD4 con los datos ACTG-315.
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Figura 13: Modelo Spline del contéo de linfocitos CD4 con los datos ACTG-315.
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’ Modelo \ AIC \ RMSE \ p(x?) ‘
Kernel Poisson 58.8025 | 85.1946 | 1
Kernel bn 33.873 85.3114 | 1
Spline Poisson 55.3224 | 86.4135 | 1
Spline bn 29.882 87.4956 | 1

Tabla 2: Desempeno del modelo generalizado para estimar a con los datos ACTG-315.

Tanto con Spline como con Kernel se observa una correlacion positiva en la pendiente, desde el comienzo
hasta el dia 39, para luego hacerse negativa hasta el dia 118, y finalmente continuar siendo positiva hasta
el final del seguimiento. Esto puede estar sefialando que el tratamiento es efectivo a partir del dia 39
hasta el 118, en donde el conteo de CD4 se incrementa, pero luego hay una perdida de efectividad con
disminucion del conteo hasta el final. Con Kernel se observa una estabilizacién del conteo a partir del
dia 157. Con Spline se sobresuaviza el comportamiento dindmico, mientras que con Kernel la dinamica
se presenta mas detallada. En ambos, las bandas al final se hacen imprecisas por pocas observaciones,
existe entonces incertidumbre, cosa que al principio del tratamiento no ocurre.

En un trabajo inicial utilizando regresion spline (RS) y una base de B-splines (BSB) de segundo grado,
Sosa and Diaz (2009) modelaron la relacién de las variables en estudio con la data ACTG-315, encon-
trando que la relacién al principio del tratamiento no es tan fuerte como entre los dias 100 y 140 donde
la relacién es claramente inversa, sin embargo entre los dias 140 y 150 parece que la relacion es directa,
pero se nota que vuelve a ser débil. En este ejercicio la variable respuesta es la carga viral y emplean una
distribucién normal para modelarla. En los residuales observan que el modelo ajusta bien a los datos,
aunque parece haber falta de bondad de ajuste en los primeros 25 dias, donde el valor de los residua-
les es mas alto. En un trabajo ulterior del mismo autor (Sosa and Buitrago, 2021) con la misma data
ACTG-315, con un seguimiento tan solo hasta el dia 86, aplicando funciones radiales Kernel y regresion
Spline, encontraron una relacion directa hasta el dia 34 luego de lo cual se pierde la relacién para hacerse
negativa hasta el final del periodo. Lo que puede estar indicando un inicio de efectividad del tratamiento
solo hasta después del dia 34. Aplicando el DIC como medida de bondad de ajuste concluyen que el
TVCM basada en funciones kernel es el modelo que mejor desempeno presenta.
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4.3. Aplicacién caso COVID-19.

A diferencia del andlisis de la relacién entre el conteo de linfocitos CD4 y la carga viral en VIH/SIDA, en
donde interesa es entender la dindmica poblacional e individual en relacién a la respuesta al tratamiento
en el horizonte temporal del estudio o rango de los datos, para el caso del COVID-19 el esfuerzo inicial
esta en poder predecir los casos futuros por las implicaciones en las decisiones de politica sanitaria.

La forma del modelo para esta aplicacién es similar al modelo 4.17, con un coeficiente B(t;;) como
intercepto, sin covariable y como variable respuesta el logaritmo del conteo de casos.

Para ejemplificar las estrategias de estimacion propuestas y verificar su desempeno en las predicciones,
se toma un periodo de tiempo de 58 dias del 2020/marzo/6 al 2020/mayo/2, como observaciones de
entrenamiento, y de 5 dias para realizar las perdiciones y validacién. Los resultandos se presentan en las
figuras 14 y 15.
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Figura 14: Modelo Spline para los datos de COVID-19 en Colombia.
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Figura 15: Modelo kernel para los datos de COVID-19 en colombia.

En la tabla 3 se presentan los resultados de la evaluaciéon de los modelos usando distintos funciones para
la variable respuesta. Los parametros de suavizamiento se obtuvieron aplicando PCV. Con Spline se
emplea un polinomio de grado 2, y 10 nodos. Con kernel se emplean 5 nodos y un ancho de banda de
0.7982983.

[ Modelo | AIC | RMSE | p(x?) \
Kernel Poisson 624.1957 | 64.05078 | 1.853374e-10
Kernel bn 599.2826 | 77.23511 | 0.1790205
Spline Poisson 556.6131 | 44.03699 | 0.05398627
Spline bn 558.6182 | 44.03909 | 0.05455642

Tabla 3: Desempeno de los modelos de coeficientes dindmicos generalizado para estimar a con los datos
COVID-19, Colombia de marzo a mayo 2020.

Aplicando la prueba de Voung que permite comparar los distintos modelos, se encuentra que la mejor
metodologia es la Spline frente a la Kernel, tanto con una funcién de Poisson como con una binomial
negativa, y que los modelos Spline no son distinguibles en su desempeno.
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5. Discusion y Conclusiones

El presente trabajo desarrolla modelos de coeficientes dindamicos generalizados para datos longitudinales
con aplicaciones en salud. Dos estrategias de suavizamiento son empleadas, una con bases de potencias
truncadas para spline, y otra usando un kernel Gaussiano. Se propusieron estas estrategias por una parte
como alternativas a los modelos paramétricos convencionales, que estiman un ntmero finito y constante
de coeficientes, que pueden no ser la mejor opcién cuando se quiere capturar la naturaleza dinamica de la
variable respuesta, y por otra parte como alternativa a modelos no paramétricos que modelan la variable
respuesta con una distribucién normal, los cuales pueden ser problematicos cuando los errores presentan
comportamientos sesgados.

Partiendo de ciertos problemas planteados en la literatura estadistica a trabajos previos (Huang et al.,
2012; Lu and Huang, 2017), que modelan los datos del ensayo clinico estudiados aqui, con coeficientes
dindmicos y asumiendo que la variable respuesta exhibe un comportamiento normal (Sosa and Diaz,
2009, 2012; Huang and Lu, 2016), propusimos varias soluciones alternativas para superar los problemas
que se pueden presentar cuando los errores pueden exhibir comportamientos sesgados. Por una parte, se
asumié que la variable respuesta es un conteo y se aplicé una distribucién de Poisson para modelar el
valor esperado de dicha variable; por otro lado, se empleé un modelo lineal generalizado para estimar los
coeficientes dindmicos, y se usé una funcién de enlace conocida sobre la variable respuesta.

Los modelos de coeficientes dindmicos no paramétricos, son poco usados en salud. De hecho, en la re-
vision que se realizé para COVID-19, un tema muy actual, la mayoria de los modelos empleados eran
paramétricos. Los modelos propuestos se ejemplificaron aplicindolos a datos que son propios del sector
salud, se modelé la relacién dindmica de dos variables en VIH/SIDA, lo que permitié entender el compor-
tamiento dindmico interno de los datos en el rango de los valores analizados, 1itil en la monitorizacion de
los tratamiento. En el tercer ejemplo, se predijeron casos de la actual pandemia COVID-19, ilustracion
util para conocer el desempeno de los modelos propuestos por fuera del rango de los datos, al estimarse
el comportamiento extrapolable de la informacion.

Desde el punto de vista del desempeno de los modelos desarrollados se encontrd, tanto con el protocolo
ACTG-388 como con la data ACTG-315, que no se distinguen las metodologias kernel y la Spline al usar
en ambos una binomial negativa como funcién de enlace. Sin embargo, con los datos de la COVID-19
la metodologia Spline resulté mejor que la Kernel, pero no es distinguible usar una funcién de enlace
Poisson o binomial negativa al suavizar con un Spline.

En general con los datos ACTG-388, el aumento del conteo de linfocitos CD4 es mas pronunciado en las
primeras 40 semanas de tratamiento y continda incrementdndose pero mas despacio entre las semanas
101 6 112, segtin el método empleado, a partir del cual el conteo declina. Lo cual podria sefialar un efecto
incrementado del tratamiento hasta casi el final del tiempo de seguimiento, con decline en las ultimas
semanas. Con los datos del protocolo ACTG-315 se observa que el tratamiento se hace efectivo a partir
del dia 39 y hasta el dia 118, a partir del cual se produce perdida de efectividad del mismo.

Los datos del protocolo ACTG empleados en el presente trabajo, han sido ampliamente estudiados
en otros desarrollos de modelos con coeficientes dindmicos, lo que permitié hacer comparaciones con
los estudios previos, obteniéndose resultados similares en este trabajo, lo que de alguna manera valida
nuestros modelos. Sin embargo, es una limitante el no contar con datos nacionales que permitiera obtener
aplicaciones inmediatas en nuestro entorno y seria de interés ampliar el analisis con mas covariables.

En el caso COVID-19, por cuestiones de alcance con los objetivos propuestos, solo se model6 el caso
colombiano, pero seria muy pertinente hacerlo con otros paises y regiones, contando asi con datos re-
petidos para mas de un individuo. También se podrian predecir periodos de tiempo mas largos, para
saber cual es el maximo de tiempo que estos modelos podrian predecir y verificar si logran detectar los
picos de la epidemia, asi como comparar los resultados de los modelos propuestos con los paramétricos
convencionales, que han sido los mas usados para describir la pandemia.

Entre las limitaciones de los modelos TVCM se tienen que solo estiman el comportamiento promedio de
la poblacién, y teniendo en cuenta que con el LDA se tienen medidas repetidas para cada individuo, es
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menester realizar una extension empleando un modelo mixto de coeficientes dindmicos y aleatorios para
estimar cada trayectoria, util para la monitorizacion clinica de cada paciente. Otra limitacion del presente
estudio es que no modeld la estructura de correlacién de las medidas repetidas, que es importante porque
las medidas repetidas de un mismo individuo pueden estar correlacionadas. La estrategia no paramétrica
no presupone la especificaciéon del modelo, y es especialmente 1itil cuando se quiere captar la dependencia
no lineal de la variable respuesta a unas covariables que dependen del tiempo, sin embargo presenta
debilidades cuando las covariables presentan alta dimensionalidad (Fan and Zhang, 2008).

Otras extensiones del presente trabajo podrian ser empleando otros suavizadores, y realizar estimacio-
nes bayesianas. Hay temas en salud que se podrian beneficiar de los modelos propuestos, por ejemplo
estimando las trayectorias de la resistencia antimicrobianas, especificamente en staphylococcus aureus,
comparando paises y regiones, lo que resultaria muy ttil para apoyar los programas de vigilancia del uso
adecuado de antibidticos.

6. Notacion

Los vectores denotados por letras minusculas en negrilla, como a, b, x, y, se asumen como vectores
columna. Las letras mayusculas en negrilla, como A, B, X, Y, denotan matrices. La transpuesta de un
vector x se denota con x7, al igual que la traspuesta de una matriz X que se representa con X*. El
simbolo = significa igual por definicién.
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