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Resumen

La Estimacién en Areas Pequefias (SAE) tiene como objetivo mejorar las estimaciones en situaciones
donde los errores de muestreo son significativamente altos, lo que dificulta la obtenciéon de conclusiones
fiables. En este estudio, se emplea la metodologia SAE para estimar el ingreso promedio y la tasa de
desempleo a nivel municipal en Cundinamarca, utilizando datos de la encuesta multipropdsito 2017. Se
aplican transformaciones a los datos y se analizan las ventajas y desventajas de estas transformaciones.
Basado en estas transformaciones, se seleccionan las variables auxiliares mas pertinentes para cada tipo
de transformacién, y se evalia la calidad de las estimaciones mediante el coeficiente de variaciéon. Como
resultado, se concluye que el uso del modelo Fay-Herriot con transformaciones en los datos reduce el
valor del coeficiente de variacion, lo que sugiere que la transformaciéon de los datos es una opcién viable
para mejorar la calidad de las estimaciones de los indicadores de interés. Ademas, se utiliza el software
estadistico R como entorno de trabajo para el procesamiento de datos.

Palabras clave: Coeficiente de variacién, encuesta multiproposito 2017, informacién auxiliar, ingreso
promedio, modelo Fay-Herriot, tasa de desempleo, transformaciones en los datos.
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1. Introduccion

En el contexto social y politico, resulta fundamental adquirir un conocimiento profundo de las carac-
teristicas esenciales de una poblacion y de la evolucién de un pais. Esto se torna crucial para llevar a cabo
el seguimiento de propuestas piblicas y considerar nuevas estrategias que permitan abordar situaciones
que requieran intervencién externa en las condiciones del territorio estudiado. En otras palabras, se trata
de la formulacién de politicas publicas destinadas a mejorar las condiciones existentes y contribuir al
mejoramiento de la calidad de vida de los ciudadanos. Como se menciona en el trabajo de Romero et al.
(2012), dos indicadores cruciales para evaluar la calidad de vida son la tasa de desempleo y el ingreso
per capita de los hogares.

En Rojas-Perilla et al. (2017) indican que se han explorado estrategias para estimar ciertos indicadores en
niveles de agregacion especificos. Sin embargo, no siempre es factible realizar estimaciones para todas las
desagregaciones que una poblacién pueda implicar, ya sea debido a la falta de muestras representativas
o la posibilidad de obtener estimaciones inexactas debido a su insuficiencia.

Una solucién planteada por Rojas-Perilla et al. (2017) para abordar este problema consiste en aumentar
el tamano de la muestra utilizando los datos de la misma encuesta. Sin embargo, es importante tener
en cuenta que esta medida conlleva costos adicionales para la entidad involucrada. Ademads, es esencial
considerar que en algunas ocasiones, la realizaciéon de la encuesta puede verse dificultada por cuestiones
como el acceso a areas de interés, que pueden ser complicadas debido a factores como la logistica de
llegada al lugar especifico, problemas de transporte, seguridad, entre otros.

En Bogotd por ejemplo, la encuesta multipropdsito 2017 (EM 2017) actualiza la informacién estadistica
de las condiciones sociales, econémicas y del entorno de los hogares y habitantes de Bogotd y 37 mu-
nicipios de Cundinamarca, sin embargo en las versiones anteriores de la encuesta, anos 2011 y 2014, la
desagregacién de Bogoté solo estaba establecida a nivel de localidad y 31 municipios de Cundinamarca, y
actualmente la desagregacién de Bogotd aumento a nivel de UPZ y 6 municipios adicionales, sin embargo
con esta encuesta no es posible obtener buenas estimaciones con algunas caracteristicas de cada érea,
como estrato, edad, nivel educativo, sexo; es por esto que SAE, permite obtener estimaciones confiables
de los indicadores de interés por medio de informacién auxiliar para las areas en las cuales los disenos
probabilisticos no son convenientes.

Con frecuencia, los indicadores que se estiman mediante métodos basados en el modelo, como menciona
Rojas-Perilla et al. (2017), incluyen mediciones de pobreza, desigualdad, tasas de recuento e incidencia de
la pobreza, entre otros. Por tanto, resulta relevante emplear estos métodos para calcular los indicadores
propuestos en este estudio, que se centran en el ingreso promedio y la tasa de desempleo a nivel municipal
en Cundinamarca. Los autores sugieren que, para obtener estimaciones precisas, es necesario que los
términos de error del modelo cumplan con ciertos supuestos. En caso de que no se cumplan, es necesario
considerar estrategias para mejorar estas estimaciones.

En este contexto, Molina y Rao (2013) (Molina and Rao (2013)) proponen tres posibles soluciones
para abordar la falta de cumplimiento de los supuestos. Por ejemplo, cuando los términos de error del
modelo divergen significativamente de una distribuciéon normal, el estimador del mejor predictor empirico
(EBP) puede sesgarse. Las alternativas sugeridas por estos autores incluyen la formulacién del EBP bajo
supuestos paramétricos alternativos y mas flexibles como una primera opcién. Sin embargo, esta elecciéon
implica el desarrollo de nuevas herramientas para la estimacién y capacitacién del analista de datos.

La segunda opcién es la utilizacion de metodologias que minimicen la dependencia de supuestos pa-
ramétricos. Aunque esta alternativa tiene la ventaja de no requerir supuestos rigidos, no garantiza nece-
sariamente una mejora en la prediccién empirica. Ademds, su implementacion conlleva el desarrollo de
nuevas estimaciones y herramientas de inferencia.

La tercera propuesta consiste en encontrar transformaciones basadas en los datos que sean apropiadas
para garantizar la validez de los supuestos del modelo. El estudio llevado a cabo por Rojas-Perilla et al.
(2017) seniala que, en el caso particular analizado, las transformaciones basadas en los datos mejoraron
de manera significativa las predicciones del modelo y permitieron una aproximacién maés adecuada al

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Octubre 2023



6 Jonnathan Guerrero Beltran & Andres Felipe Ortiz Rico

cumplimiento de los supuestos del mismo.

Considerando lo mencionado anteriormente, en el marco de este estudio, se propone llevar a cabo esti-
maciones que se basen tanto en el modelo como en transformaciones de los datos. Especificamente, se
empleardn transformaciones de tipo logaritmo, siguiendo la recomendacién de Molina and Rao (2010),
especialmente en el andlisis de datos relacionados con los ingresos. Esta estrategia serd aplicada de ma-
nera particular a los datos de para la estimacién de la tasa de desempleo y al ingreso promedio en
Cundinamarca, utilizando la metodologia de Estimacion en Areas Pequenas.

2. Marco tedrico

El estudio y aplicacién de las estimaciones en dreas pequenas, también conocido como SAE por sus siglas
en inglés, ha sido una disciplina en desarrollo desde el siglo XIX. Inicialmente, se centré en mejorar las
estimaciones de parametros de poblaciones, como totales y medias, especificamente en la estimacién per
capita de ingresos en areas pequenas de los Estados Unidos en esa época, y estos métodos se abreviaron
como "modelos FH.e" referencia al estudio inicial Fay and Herriot (1979).

El desafio en la estimacion en dreas pequenas radica en la insuficiencia de muestras para obtener esti-
maciones precisas. Esto puede ocurrir cuando no se planifica adecuadamente una encuesta para estimar
a un nivel tan detallado. En la literatura, las dreas afectadas por esta problematica se denominan ”areas
pequenas”. Es importante destacar que el término ”pequenas”no se refiere necesariamente al tamano de
la poblacién en esas areas, ya que incluso areas con poblaciones considerablemente grandes pueden tener
estimaciones deficientes debido a muestras insuficientes. Esto se debe a que el tamano de la muestra no
siempre se planifica adecuadamente para cada area especifica.

SAE comienza a ser util cuando las estimaciones muestrales tienen coeficientes de variacién altos, lo que
indica una alta variabilidad en las estimaciones debido a muestras pequenas o no representativas Ghosh
and Rao (1994). SAE permite obtener estimaciones precisas y confiables para areas pequenias a pesar de
contar con muestras pequeflas o incluso nulas, como se describe en Pfeffermann and Sverchkov (2007). El
objetivo principal de SAE es producir estimadores de los pardmetros de interés en estas dreas o dominios,
que reduzcan el error de estimacién y proporcionen una medida del error asociado.

En términos de estrategias para la estimacién en areas pequenas, existen dos enfoques principales: los
métodos basados en el diseno y los métodos basados en el modelo. Los métodos basados en el diseno
incluyen estimadores compuestos, estimadores directos y estimadores sintéticos. Los métodos basados en
el modelo, por otro lado, se dividen en modelos a nivel de drea y modelos a nivel de unidad Lohr (2019),
Lehtonen and Veijanen (2009), Bell et al. (2013). Estos enfoques se utilizan para abordar el desafio de
obtener estimaciones precisas en areas pequenas con limitaciones en el tamano de la muestra.

2.1. Antecedentes

Rojas-Perilla et al. (2017) propone un estudio hecho en México, particularmente en el estado de Guerrero,
la motivacion para desarrollar el proyecto en dicho pais y en ese estado es porque México se destaca por
tener una de las economias més grandes de América Latina e internamente se clasifican como una de las
economias mas desiguales del mundo. Ademds que el programa de las Naciones Unidas para el Desarrollo
(PNUD) indica que el estado de Guerrero presenta una de las tasas més elevadas de pobreza y deficiencia
en el desarrollo de su infraestructura. Los datos fueron tomados de la Encuesta de Ingresos y Gastos de
los Hogares (ENIGH) 2010 y el Censo de poblacién y vivienda de 2010, eligiendo la variable de respuesta
como el ingreso familiar total per capita del trabajo, la cual tiene como unidad de medida pesos mexicanos
y como variables explicativas se tienen las sociodemograficas disponibles en los hogares. Los resultados
obtenidos al transformar los datos son satisfactorios, ya que permitieron reducir los errores de estimacion,
y tener buenas estimaciones en los estados en los que no fue posible obtener una muestra.

Kreutzmann et al. (2019a) muestra como la librerfa "emdi” del software estadistico R, brinda herramien-
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tas que permiten simplificar la aplicacién de métodos SAE, ademads destacan que esta libreria genera los
parametros de transformacion basada en los datos automaticamente. La incertidumbre de las estimacio-
nes se obtiene por medio del uso del bootstrap paramétrico y bootstrap semiparamétrico y la estimacion
de de la incertidumbre adicional que se genera por la estimacién del parametro la recoge la estimacion
del error cuadratico medio, MSE por sus siglas en inglés. Lo nombrado anteriormente lo ilustran con
algunos estados de Austria y se evidencian las mejoras en la calidad de los errores de mediciéon ademas
de la muestra de los resultados del paquete.

Fornieles (2013) realiza un estudio en el cual indica que las transformaciones en los datos han permitido
dar solucién a inconvenientes que surgian cuando se pretendian realizar algunas predicciones de la variable
en estudio, las diferentes opciones de transformaciones que se usaron permitieron mejorar la curtosis y
la asimetria de las variables del modelo, ademés de asociar linealmente las dos variables de interés lo que
permitié convertir el modelo en uno de regresion lineal simple.

Zea y Ortiz (2018), muestran la aplicacién del modelo Fay Herriot en la estimacién a nivel de municipio
de la tasa de desempleo y el ingreso promedio en Cundinamarca, usando el software estadistico R como
herramienta fundamental para el calculo de los indicadores. En el estudio usan como principal fuente
de informacién la encuesta multiproposito 2014, usando como variables auxiliares los resultados de las
pruebas saber 11, tasa de beneficiarios del sistema de seleccién de beneficiarios de programas sociales
(SISBEN), Avaltos catastrales y urbanos, tasa de abandono escolar, entre otras, muestran la comparacién
del error cuadratico medio de los modelos y logran identificar la precisién de las estimaciones, concluyendo
que el uso de la metodologia SAE se desarrollo con el fin de reducir el error de muestreo de las estimaciones
directas, ademdas de obtener unas predicciones plausibles para los municipios en los cuales no fueron
cubiertos por la Encuesta Multiproposito 2014.

2.2. Métodos Basados en el diseno.
Estimadores directos

Los estimadores directos son aquellos que usan solamente los datos de la encuesta para el area especifica.
Independientemente del diseno muestral que se proponga la mayoria de veces los estimadores mas usados
para el total poblacional son el Estimador Horvitz-Thompson (1952) y el estimador Hansen-Hurwitz
(1952), enseguida se describen

Estimador Horvitz-Thompson

El estimador del total poblacional propuesto por Horvitz-Thompson, tNy7 es uno de los més usados cuando
el diseno de muestreo se realiza sin reemplazo y esta definido como sigue

Ey:z%z (1)

Definiendo a 7 como la probabilidad de inclusién para el k-ésimo elemento, siendo Tr—lk el factor de

expansion, yi el valor de y para el k-esimo individuo de la muestra s de la poblaciéon U.
Estimador Hansen-Hurwitz

El estimador de Hansen-Hurwitz (1952) se usa frecuentemente para realizar las estimacién del total
poblacional cuando el disenio de muestreo se realiza con reemplazo,

~ 1 Yk
ty = — = 2
i @)

Donde m indica la cantidad de veces que se selecciona el elemento, p, hace referencia a la probabilidad
de inclusién para el k -ésimo elemento, siendo i el factor de expansién, y; el valor de y para el k-esimo
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individuo de la muestra s de la poblaciéon U.

Los estimadores que se mostraron en las expresiones 1 y 2 son insesgados, ademds que no necesitan
asumir ningin modelo o hipétesis sobre las variables, esto indicaria que son no paramétricos, pero el
tamano de la muestra podria producir una varianza grande no aceptable, particularmente si el area no
tiene observaciones de la muestra.

Ahora bien, ajustando el estimador directo del total visto en la ecuacién 1, se tiene que el estimador
directo del total por dominio, definiendo como dominio a las subdivisiones o subgrupos especificos de la
poblacion que se eligen en funcién de caracteristicas especificas de interés, como ubicacién geografica,
edad, género, etnia, ingresos, nivel educativo u otras caracteristicas demograficas, socioeconémicas o
cualquier atributo relevante. tg 4, esta dado por la expresién 3.

lagir = Y, WYkOkd, ®3)
keSq

Donde wy, = wgl son los respectivos pesos muestrales para los individuos de la muestra en el area d,
0rqg = 1 si el elemento k estd en el domino d y dy4 = 0 en otro caso.

Estimadores sintéticos

Teniendo en cuenta las complicaciones que surgen en los estimadores directos, especialmente aquellos pro-
puestos por Horvitz-Thompson o Hansen-Hurwitz, una alternativa viable es emplear el método sintético.
Este enfoque establece relaciones entre medidas (cocientes) en distintos dominios. Cuando estas medidas
se asemejan al cociente de los totales de la poblacién, se puede mejorar la precisién de las estimaciones
en comparacién con el método directo. Sin embargo, es importante destacar que si estas medidas no
son uniformes, el estimador sintético podria introducir sesgos adicionales. Este fenémeno sugiere que el
método directo podria proporcionar estimaciones imparciales pero con varianzas inaceptables, mientras
que el estimador sintético, al reducir la varianza, podria introducir sesgos en las estimaciones, como
lo sefialan (CostaJJ and VenturaJJJ, 2001). A continuacién, se presenta la construccién del estimador
sintético.

d,dir

d

Sea Ny la cantidad que representa el total en cada dominio d, si los cocientes son similares en

dominios diferentes y si cada cociente es similar a t—y, siendo t,, un total de la poblacién y la asociaciéon
u

con t, corresponde al cociente de los totales de la poblacién, entonces el estimador sintético tq sin se

puede definir como
. t
td,sin = (fl) Ng
127

Siendo ;—y el cociente entre los estimadores totales de la poblacién. Formalmente el estimador sintético

u
se define como:

J
td sin = Z Najta,air 4)
i=1

Estimadores compuestos

Con el fin de mejorar las estimaciones de los indicadores de interés escritos en las expresiones 3 y
4, disminuyendo la varianza del estimador directo y disminuir el sesgo del estimador a c sintético, se
proponen los estimadores compuestos, estos proponen un peso oy que depende del tamano muestral
de area, dando lugar al estimador dependiente del tamano muestral, con el objetivo aumentar la eficiencia

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Octubre 2023



Trabajo de grado 9

del estimador directo y reducir el sesgo del estimador sintético, este estimador garantiza que no puede
tener peor eficiencia que el estimador directo, ni mayor sesgo que el estimador sintético, la desventaja del
estimador radica en que no es posible calcular estimaciones para areas no muestreadas y no se conocen
estimadores estables del error cuadratico medio (ECM)

Con el propdsito de mejorar las estimaciones de los indicadores de interés expresados en las ecuaciones 3
y 4, con el objetivo de reducir la varianza del estimador directo y mitigar el sesgo del estimador sintético,
se introduce la nocién de estimadores compuestos. Estos estimadores proponen la incorporaciéon de un
peso ag que depende del tamano de la muestra en cada area, lo que da lugar a un estimador ponderado
por el tamano de la muestra. Este enfoque tiene como finalidad aumentar la eficiencia del estimador
directo y disminuir el sesgo del estimador sintético. Es importante destacar que este estimador garantiza
que no puede ofrecer una eficiencia inferior al estimador directo, ni un sesgo mayor al estimador sintético
(Drew et al., 1982). No obstante, una desventaja de este enfoque es que no permite la generacién de
estimaciones para areas no muestreadas y no se conocen estimadores robustos del error cuadratico medio
(mse, por sus siglas en ingles). El estimador compuesto se escribe como:

ta = agtaair + (1 — aq)ta sin (5)
Definiendo a4 como sigue,

mse(ta,sin) — Elta,sin — td]
mse(ta,sin) + mse(ta,air) — 2E[td,sin — tal[td,air — tal

Qg =

Siendo a4 los pesos 6ptimos relativos. Es importante notar que si ng es pequeno oy tenderd a cero,por
lo tanto se le dard mayor peso al estimador sintético. Para profundizar en los detalles, el lector puede
consultar Molina et al. (2015) y Drew et al. (1982).

2.3. Métodos basados en el modelo

Los métodos basados en el modelo a nivel de area establecen una relacién entre el estimador objetivo
en las areas especificas y la informacion auxiliar disponible para cada uno de estos dominios. El modelo
a nivel de drea mds usado es el propuesto por Fay-Harriot (FH), (Fay and Herriot, 1979), este fue
utilizado para estimar los ingresos per capita en areas pequenas de estados unidos utilizando datos
de Censo de Poblacién y Vivienda de 1970, datos del Servicio de Impuestos Internos (IRS) y otros,
este modelo a revolucionado la estimacién en areas pequenas, ya que a partir de esta propuesta se
ha venido desarrollando estrategias para mejorar las estimaciones y aprovechar la informacién auxiliar
que se pueda obtener de cada area. Cuando se implementa un diseno muestral muchas veces no se
consideran resultados a nivel desagregados pequenios no planificados, sin embargo este modelo propone
introducir estimadores compuestos basados en modelos para obtener resultados en estos niveles, cuando
se dispone de variables auxiliares relacionadas con la variable objetivo a nivel de area pequena. En el
modelo FH las variables dependientes son estimaciones directas proveniente de la muestra y la variable
auxiliar son valores censales que se pueden obtener de registros administrativos. En los casos que no se
dispone de variables auxiliares censales, Ybarra and Lohr (2008) introducen un modelo FH con error
de medicién, el cudl permite incluir la covariables provenientes de encuestas y considerar su error de
muestreo respectivo en el proceso de estimacion. También introdujeron un nuevo estimador de area
pequena que tiene en cuenta la variabilidad muestral en la informacién auxiliar y derivan sus propiedades,
en particular mostrando que es aproximadamente insesgado, aplican esta metodologia para predecir las
cantidades medidas en la Encuesta nacional de examen de salud y nutricion de EEUU.

Los modelos a nivel de unidad involucran los valores unitarios de la variable de respuesta con las variables
auxiliares disponibles para cada individuo de la muestra, segin Molina (2019) este tipo de modelos gana
mayor eficiencia que los modelos a nivel de drea, siempre y cuando existan variables auxiliares a nivel de
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individuo que sean lo suficientemente informativas respecto a la variable de estudio(variable de respuesta),
esto basado en el tamano muestral n.

Los estimadores en areas pequenas basados en el modelo son mucho maés sofisticados y mas aplicados a
las necesidades cotidianas que los modelos basados en el diseno, ya que involucran heterogeneidad entre
areas que no son explicadas por las variables auxiliares consideradas, ain teniendo en cuenta los errores
de estimacién de estas variables (Ybarra and Lohr, 2008).

Ahora bien las estrategias descritas anteriormente permiten realizar una exploracién exhaustiva sobre
el planteamiento del modelo, como andlisis de residuales, comportamiento de las variables auxiliares
respecto al indicador de interés, errores de medicion, entre otras, lo que permite realizar diferentes tipos
de transformaciones en sus métodos de estimacién y comparar cual es la estrategia mas pertinente para
lograr las mejores estimaciones, en particular la del ingreso promedio municipal en Cundinamarca en el
ano 2017.

2.3.1. Modelo Fay- Herriot

El modelo Fay- Herriot (FH), es un modelo a nivel de drea propuesto por Fay and Herriot (1979),
segun Li and Lahiri (2010a) ha ganado amplio reconocimiento en el contexto de la Estimacién de Areas
Pequenas, debido a su simplicidad, capacidad para preservar la confidencialidad de los microdatos y
su capacidad para generar estimaciones consistentes dentro del diseno. El modelo FH se define en dos
etapas, la primer etapa se basa en el modelo muestral, donde describe el error de muestreo del estimador
directo y en la segunda etapa es un modelo de enlace que asume las caracteristicas de area, es decir, el
modelo asume que existe un vector de tamafio p de variables auxiliares x4 = (a1, %42, ..., Tap) que se
encuentra disponible para cada dominio d y considerando que la variable dependiente como un escalar
correspondiente al estimador directo Y, para d = 1,..., D, se tiene que

Yd:mgﬁ+ud+ed7 edNN(O,O'Z), ’U,dNN(O,O'Z), (6)

Asumiendo que [ contiene los coeficientes de regresién del modelo que generan un producto junto con
la informacién auxiliar. ey independiente se refiere al error muestral asumiendo que las varianzas afl
son conocidas, ya que en la practica dichas varianzas son estimadas con los datos muestrales. ugy son
los efectos aleatorios asociados al drea especifica, independientes e idénticamente distribuidos (iid) con
varianza o2 desconocida e independientes de eg.

Mejor predictor lineal insesgado (BLUP) para el modelo FH

Molina et al. (2015) sugieren hacer uso de los predictores BLUP, estos ofrecen la posibilidad de mejorar
el MSE, pero no asegura una reduccién necesaria del mismo. Ademas de no depender de la normalidad
de los efectos aleatorios. Adicionalmente, el pardmetro o2 es una medida de la homogeneidad de las
dreas después de contar con las covariables x4. Si o? es conocida, 8 puede ser estimada por el estimador
de minimos cuadrados estdndar 3(c?),asf se obtiene el mejor predictor insesgado (BLUP) de Y, que se
expresa como sigue

~ BLUP .
Yy =xa” B+ va(Ya — x4’ B) (7)
donde
2
g,
" o2+ 02 ()

Siendo o2 la varianza de los efectos aleatorios del drea en particular teniendo en cuenta que esta es
desconocida, y 03 identifica la varianza de los errores muestrales, la cual es conocida, ya que en la
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préactica dichas varianzas son estimadas con los datos muestrales y 3 es el estimador de minimos cuadrados
ponderados de 8 bajo la expresién 6, se puede expresar como sigue:

D

) / > DIR

B=> vaxaxy Y 7aXaYy
=1 d=1

Definiendo a YdDIR =Y +eqcond=1,...Dy Y;=xq" +uq.

Mejor predictor lineal insesgado empirico (EBLUP) para el modelo FH

Para construir el Mejor predictor lineal insesgado empirico (EBLUP, por sus siglas en inglés), es esencial
considerar que en la definicién del (BLUP) que se expreso en la ecuacién (7), se requiere el conocimiento
de 02, lo cual, en aplicaciones practicas, es una incégnita. Por lo tanto, al sustituir o2 por un estimador,
denotado como O’NZ, se obtiene el EBLUP de Y,. El EBLUP se expresa de la siguiente manera:

~ EBLUP

Yy =xa”B+74(Ya — xa" B) 9)
Siendo
D -1 p
B=> Faxaxy Y Aaxa¥y'" (10)
d=1 d=1

Note que Yy identifica a la estimacién directa de la variable interés para cada area.

Calculo del Error cuadratico medio MSE

Con el fin de calcular el coeficiente de variacién, Prasad and Rao (1990) utilizan una aproximacién del
Error Cuadratico Medio del EBLUP para el modelo FH.

. gld(53) + gzd(&i) + Qggd(éfi) de A
MSE(Yy) = (11)
xgT(XTVIX)1xq + 62 d¢ A

Donde A hace referencia al conjunto de dominios observados,

o 5202 N =4 _
914(03) = 525825 ¥ 924(0%) = GGaybeeXg XTVTIX)xa" y

4 4
209

N N N D o D o
93a(07) = W(Ui) +2060) Vg1 B+ Xa B

V = diag(o2 + 01, ...,0% + 0%)

2.3.2. Modelo de Battese-Harter-Fuller

El modelo de regresién con errores anidados o también conocido como modelo de Battese - Hater - Fuller
fue propuesto por Battese et al. (1988), relaciona los valores unitarios de la variable respuesta teniendo
en cuenta los efectos aleatorios especificos de cada unidad con el fin de mejorar las estimaciones logrando
una mayor eficacia particularmente en el modelo a nivel de unidad,. Este modelo asocia de forma lineal
los valores de una variable de interés Yy; para el individuo 7 dentro del area d con los valores de p variables
auxiliares para ese mismo individuo, asi:
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Yy =X,B+ug+es i=1,..,Ng, d=1,2.,D, (12)

Donde Xg; es un vector p x 1 de variables auxiliares, 3 es el vector de coeficientes auxiliares comin para
todas las areas, ug es el efecto aleatorio del area y ey; es el error a nivel de individuo.

u, y eg; son independientemente distribuidas, con ug ~ iid N(0,02) y €; ~ ind N(0,02).
Mejor predictor lineal insesgado (BLUP) para el modelo de Battese - Harter - Fuller

Observe que la media del area d se puede descomponer en la suma de los valores observados en la muestra
y los no muestreados, asi

Yy=Nj;1 (Z Yai + ) Ydi> (13)
Sd Td

Por tanto el BLUP de Y; bajo un modelo con errores anidados se obtiene ajustando el modelo a los
datos de la muestra y prediciendo los valores de las variables Yy; fuera de la muestra del area d, como se
ilustra en la expresion siguiente:

Fpr N1 (z Vi + zy> (1)
Sd Td

ahora bien, seleccionando el estimador de minimos cuadrados ponderados para § bajo el modelo, los
valores predichos se describen como sigue.

YU =y + i (15)

- (16)

~ _ —t A
u = — 5 =
d ’yd(yda daﬁ) ’Vd O_a _|_ Ug/ad

siendo g, = a;l st agiYagi ¥ Tda = a;_l st aq;Tq; las medias muestrales de la variable respuesta y las

variables auxiliares respectivamente con pesos ag; = kd_f Vv aq = st

Mejor predictor lineal insesgado empirico (EBLUP) para el modelo de Battese - Harter -
Fuller

El BLUP presentado en la expresién 12 depende de los verdaderos valores de los componentes de varianza

0 = (02,02)! sustituyendo el verdadero valor de  por un estimador consistente § = (02, crg)t se obtiene

el EBLUP dado por:

f/dEBLUP =Nj1 (Z Yy + ZgﬁBLUP) (17)
Sd Td
si se llama B al resultado de sustituir 6 por 6 en B los valores predicho ahora son:

VEPEUP — gl 3 + g (18)
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N ~ _ —t A ~ Oy
g =Ya = (Jda — TqaB), 57 % 67 ag (19)

2.4. Transformaciones funcionales

El uso de transformaciones en los datos se recomienda teniendo en cuenta el comportamiento de la
variable de interés. De hecho, Rojas-Perilla et al. (2017) sefialan que, en especial para variables como los
indicadores de ingreso y desempleo, es comun utilizar la transformacién logaritmo natural. La expresion
correspondiente a esta transformacion es la siguiente:

T'(yai) = log(ya) (20)

Esta transformacion tiene la capacidad de convertir distribuciones que estén muy sesgadas hacia la
derecha en distribuciones més simétricas. Como menciona Rojas-Perilla et al. (2017), esta transformacién
es ampliamente utilizada en una variedad de campos de investigacion, lo que la convierte en una de
las técnicas méas comunes para abordar problemas de asimetria y desafios relacionados con la falta de
normalidad en los datos.

No obstante, existen otras transformaciones que potencialmente pueden mejorar la calidad de la estima-
cién en el estudio, como se discute en Royston et al. (2011). Una de estas alternativas es la extension de la
transformacién logaritmo, conocida como ”Log-shift”, la cual incorpora el parametro de transformacién
A, en la siguiente expresion se muestra la transformacién Log-Shift:

Tx(yai) = log(ya + A) (21)

Donde el pardmetro A permite ajustar la forma de la curva de la transformacién logaritmica. Cuando A =
1, la transformacion ” Log-shift.®s equivalente al logaritmo natural estandar. Si A < 1, la transformacion
tiende a comprimir valores mas pequenos y estirar valores mas grandes, lo que puede ser ttil para reducir
la asimetria en datos positivos sesgados a la derecha. Por otro lado, si A > 1, la transformacion tiene el
efecto opuesto, comprimiendo valores més grandes y estirando valores mas pequenos.

Ahora bien, existe otra familia de transformaciones de datos que incluye la transformacién logaritmo
como un caso especial, y se conoce como la transformacién de Box-Cox. segiin Box and Cox (1964) ,
esta transformacién se basa en los datos y tiene como objetivo transformar la variable de respuesta para
lograr un modelo con estructura simple, errores que siguen una distribucién normal y una varianza de
error constante. La definicién de esta transformacién se escribe a continuacion:

1 S >\—
(J(H-)\) 1 X #£0;
Tx(ya) = (22)
log(ya+s) A=0.

Donde y4 es la variable original, T)(y4) es la variable transformada y A es el pardmetro de transforma-
cién; Teniendo en cuenta que el logaritmo solo esta definido para valores positivos Box and Cox (1964)
proponen el parametro fijo s tal que y4 4+ s > 0, de lo contrario no es posible usar dicha transformacion.
Es de notar que si A = 0 la transformacién logaritmica se convierte en un caso particular de esta familia
y si A =1 los datos unicamente se desplazan.

A pesar de que la transformacién de Box- Cox posee varias propiedades presenta un inconveniente que
es uno de los principales motivos para estudiar la siguiente transformacién, Transformacion de doble
potencia o Dual por su definicién en ingles,y es el truncamiento del pardmetro A Yang (2006), ya que
este es acotado inferiormente por % si A > 0 y acotado superiormente _71 si A < 0. La transformacion de
doble potencia se define como sigue.
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(yaz-i-S)A;iyaz-i-srA A> 0

T (ya) = | (23)
log(ya + ) A=0.

Con yg+s > 0, y A el pardmetro de transformacién. Ademas de los beneficios que tiene la Transforma-
cion de doble potencia esta garantiza que siempre transformard los datos sin importar el valor que
tome A, ya que a diferencia de la transformacién de Box-Cox cuando A = 1 deja los datos sin transformar,
tUnicamente los traslada.

3. Objetivos

3.1. Objetivo General

Analizar y comparar los valores del Error Cuadrético Medio (MSE) vinculados a cada transformacién
aplicada en las estimaciones del ingreso promedio y la tasa de desempleo a nivel municipal en Cundina-
marca en el ano 2017. Este analisis se llevard a cabo utilizando técnicas de estimacién en areas pequenas
y diversas transformaciones de los datos.

3.2. Objetivos especificos

1. Realizar las estimaciones del ingreso promedio y tasa de desempleo municipal en Cundinamarca
en el ano 2017, usando las transformaciones en los datos, logaritmo, Log-Shift, Box-Cox y Doble
Potencia.

2. Comparar los MSE de las transformaciones propuestas asociados a cada transformacién, con el fin
de evaluar cémo estas transformaciones mejoran la precision de las estimaciones de los indicadores
propuestos.

3. Caracterizar los municipios del departamento de Cundinamarca en base de sus ingresos y sus tasas
de desempleo, con el fin de identificar los municipios que poseen mayor vulnerabilidad.

4. Metodologia

El presente trabajo de grado realiza varias estimaciones del ingreso promedio y la tasa de desempleo a nivel
municipal en Cundinamarca durante el anio 2017. Se llevaron a cabo estimaciones directas y estimaciones
basadas en modelos a nivel de area, especificamente, el modelo FH, con y sin transformaciones en los
datos.

Las estimaciones propuestas en este estudio involucran varias transformaciones de datos, incluyendo el
logaritmo, Log-Shift, Box-Cox y la transformacién de Doble Potencia.

La secuencia de pasos se inicia con las estimaciones directas, seguidas de las estimaciones mediante el
modelo FH sin transformaciones, se calcula el coeficiente de variacién (CV) respectivo y se evalia la
mejora en la calidad de las estimaciones.

Posteriormente, se consideran todas las variables auxiliares del modelo FH y se lleva a cabo un anélisis
de su pertinencia en el modelo mediante un algoritmo paso a paso proporcionado por la libreria .Fmdi”.
En este proceso de seleccion de variables, se elige un modelo segun diferentes criterios, en este caso, se
utilizé el criterio de informacién de Akaike (AIC).

Luego, se aplican transformaciones a los datos, determinando el valor 6ptimo de A cuando corresponde,
para cada una de las transformaciones. Se evalia el comportamiento de los residuales en cada caso y se
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procede a calcular el modelo FH con las transformaciones en los datos y todas las variables auxiliares
disponibles.

Después de esta etapa, se seleccionan las variables auxiliares més pertinentes para la estimacién del
indicador con cada transformacién, siguiendo el algoritmo paso a paso. Estas variables seleccionadas se
incorporan en un nuevo modelo FH con los datos transformados, se calcula el error cuadratico medio
(MSE) y se evalta la calidad del modelo a través del coeficiente de variacion.

Finalmente, se realizan comparaciones de las medidas de calidad de cada uno de los modelos, indicando
el modelo seleccionado, las variables utilizadas y, si se aplicé alguna transformacion, se describen las
caracteristicas mas relevantes de la misma. Esta informacién detallada la puede encontrar en la seccion

5.

Es importante destacar que los datos de la encuesta multipropodsito de 2017 son de acceso publico y estan
disponibles en el repositorio del Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (DANE).

4.1. Encuesta multipropésito 2017

Las encuestas multipropésito son realizadas con el fin de dar continuidad a las encuestas de calidad de
vida realizadas por la secretaria distrital de planeacién (SDP), aplicadas en el distrito en los afios (1991,
1993, 2003, 2007) y la aplicacién de la encuesta de capacidad de pago en el 2004. La (SDP) considerd
pertinente integrar las dos encuestas debido a que la ciudad de Bogoté requeria de las tematicas tanto
de calidad de vida como de capacidad de pago.

En el 2014 se realiz6é la encuesta multipropdsito con el fin de obtener informacién estadistica sobre
aspectos sociales y econémicos del entorno Urbano de los habitantes de Bogotd, contemplando las 19
localidades Urbanas con sus respectivos estratos econdmicos (6 estratos), las zonas urbanas de los 20
municipios de la sabana y de 11 cabeceras de provincia del departamento de Cundinamarca, alli el disenio
muestral fue probabilistico, estratificado, de conglomerados y polietdapico, obteniendo informacién de
46070 hogares, distribuidas en 20518 hogares de Bogotd y 25552 hogares en municipios de Cundinamarca.

En el 2017 la encuesta multipropédsito actualiza la informacién estadistica aumentando su cobertura, ya
que esta presenta una desagregacion a nivel de distrito por UPZ y a nivel municipal de forma rural, algo
que no se tenia en cuenta en la encuesta inmediatamente pasada, ademds de anadir algunas preguntas
para las mediciones de seguridad alimentaria. En el plan regional aumento de 31 municipios muestreados
a 37, usando un diseno probabilistico, multietdpico, estratificado y de conglomerados, en consecuencia se
logré obtener la informaciéon de 319.952 personas, que corresponden a 109.111 hogares, particularmen-
te en Bogotd se encuestaron 77025 hogares que representan 221.809 personas, mientras que en los 37
municipios de Cundinamarca se obtuvo informaciéon de 32086 hogares que corresponden a 98.143 perso-
nas aproximadamente. La Encuesta Multipropdsito ha obtenido y desarrollado informacion estadistica
actualizada, que brinda a las diferentes instancias territoriales, tanto departamentales como distritales,
herramientas que les facilite conocer y analizar la evolucién econémica y social de sus habitantes que
permitan generar nuevos proyectos politicos, sociales y econémicos.

Los datos y demds caracteristicas de la encuesta se puede localizar abiertamente en la pagina de la
Secretaria Distrital de Planeacién, alli se encotrard informacién que sera usada para realizar las estima-
ciones que tienen como fin este trabajo, especificamente el ingreso promedio y la tasa de desempleo en
Cundinamarca en el 2017.

4.2. Libreria emdi

Para el desarrollo de este trabajo se usa el software estadistico R, se enfatiza en la libreria emdi Kreutz-
mann et al. (2019b), que propone herramientas fundamentales para cumplir con los objetivos de este
estudio, ya que incluye mayores beneficios que otras librerias que trabajan con la estimacién en areas
pequenas.Una caracteristica fundamental de esta libreria es que permite elegir la transformaciéon que se
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desea y a su vez calcular los respectivos parametros de transformacién de forma automatica y pertinen-
te para modelos de Fay Harrriot a nivel de unidad, ademés de evaluar la medida de calidad de cada
uno de los indicadores de interés Rojas-Perilla (2018), en particular se tomard como referencia el Error
cuadratico medio, MSE, sin embargo se debe tener en cuenta que el MSE generalmente se calcula con
un bootstrap paramétrico, pero esta libreria permite incluir dos métodos, el bootstrap parametrico bajo
el modelo que proponen Molina and Rao (2010) y uno semiparamétrico (Flachaire, 2005), los dos méto-
dos incorporan la incertidumbre que se genera al estimar el pardmetro de transformacién (Rojas-Perilla
et al., 2017). Ademds se considera usar un algoritmo similar al de la funcién ebp de esta librerfa, por sus
siglas en ingles que abrevian Empirical Best Prediction, para los modelos a nivel de area que se proponen
en este documento, ya que esta funcién sigue la propuesta de Molina and Rao (2010) donde sugieren
el calculo de indicadores usando el enfoque ebp, realizando las predicciones puntuales por medio de las
aproximaciones de Montecarlo, asi mismo ajusta el modelo a nivel de unidad mediante el método de
méxima verosimilitud restringida (REML) permitiendo transformar la variable segin se requiera.

4.3. libreria Trafo

Medina et al. (2019) indica que para mejorar los supuestos de un modelo de regresién lineal una estra-
tegia valida consiste en establecer métodos de regresion més complejos, sin embargo también propone
estrategias mas simples como realizar transformaciones en los datos, de tal forma que le permita al
usuario utilizar el mismo método de regresién, esta libreria particularmente analiza cual de las diferentes
transformaciones es la adecuada segun los objetivos del usuario, anélisis de los residuales del modelo de
regresion, pruebas estadisticas y graficas, asociaciéon lineal de las variables transformada respecto a las
variables auxiliares, entre otras que fueron de ayuda para definir cual era la mejor transformacién y los
mejores lambda para las respectivas transformaciones.

4.4. Informacion auxiliar

Las variables que se usaron como auxiliares fueron tomadas de los registros administrativos y censos
realizados por el Departamento Nacional de Planeacién DNP para el departamento de Cundinamarca en
el 2016, de estos se destacan los registros de los hacinamientos de vivienda, tasa de cobertura bruta, base
catastral, desercién educativa, referente al 2017 se tienen los registros del desempeiio integral, Poblacion
total afiliada a EPS contributiva.

En la tabla 1 se describen algunas de las variables que fueron seleccionadas para la estimacion de los
indicadores propuestos.
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Variable Descripcién

Acceso a Bienes por Hogar los cuales son importantes para obtener
un acercamiento al nivel de calidad de vida en los hogares

1. (Automovil) Porcentaje de hogares del municipio que posee automdévil

2. (Lavadora) Porcentaje de hogares del municipio que posee Lavadora

3. Porcentaje de hogares del municipio que posee Computador

4. (motocicleta) Porcentaje de hogares del municipio que posee Motocicleta

5. Porcentaje de hogares del municipio que posee Televisién por cable

6. (Calentador ducha) Porcentaje de hogares del municipio que posee Calentador de ducha eléctrica

7. Porcentaje de hogares por tenencia de servicios de teléfono fijo e internet
Superavit o déficit fiscal: Refleja la diferencia entre los ingresos y los gastos.

8. (desempeno fiscal 2017) Medicién del desempeno de la gestion financiera de las entidades territoriales
de Cundinamarca

9. (salario total) Salarios mensuales por hogar
Desercién estudiantil durante los diferentes ciclos académicos. ()

10. (Transicién o m transicion) Hasta transicién.

11. (m primaria o Primaria) Primaria ( Hasta Quinto Grado)

12. (m secundaria o Secundaria ) Secundaria (Hasta Séptimo grado)

13. (m basica o Bésica )Bésica (Grado noveno)

14. (m media o media) Media (Grado once)

15. (¢ total) Desercién total

16. (num est educ) Numero de establecimientos educativos

17. (hombres afliados a iss o nueva eps) Afiliacién al régimen de salud contributivo o subsidiado

18. (bienes raices) (No poseen bienes raices) Hogares que no poseen bienes raices

19. (Mujeres_trabajando) Porcentaje de mujeres trabajando

20. Poblacién en cabecera municipal

21. Viviendas cercanas a lugares o establecimientos que pueden causar
afectacion

22. Hogares por acceso a servicios puiblicos, privados o comunales

23. Hogares por percepcién del jefe(a) o conyuge sobre el nivel de vida actual
del hogar, con respecto al de hace 5 anos

24. Hogares por percepcién del jefe(a) o conyuge respecto a las condiciones
actuales de vida de su hogar

25. Ninos y ninas menores de 5 afios por sitio o persona con quien permanecen
la mayor parte del tiempo entre semana, segun localidad, drea rural

26. Personas de 10 anos y mds, por veces a la semana que en los tltimos 30 dias
practicaron deporte o realizaron actividad fisica durante 30 minutos continuos
o0 mas, segin localidad area rural

27. Anos promedio de educacién para personas de 15 anos y mas, por grupos de
edad, segun localidad area rural

28. (Avalio rural)Valor comercial, el cual se encuentra ubicado en el drea de encuesta.

29. Personas de 5 anos y mas que usan internet, por tipo de uso, segiin
localidad &rea rural

30. (Empleado) Porcentaje de personas que trabajan como empleado.

31. (drea_cabecera_ha) Area geografica que estd definida por un perimetro urbano.

Tabla 1: Informacion auxiliar
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5. Analisis de resultados

En este trabajo, se emplean las transformaciones estadisticas, Logaritmo, Log-Shift, Box-Cox y Dual, en
modelos a nivel de drea, especificamente el modelo FH. El objetivo principal es estimar los indicadores
de interés, es decir, los ingresos promedio y la tasa de desempleo en Cundinamarca durante el afio 2017.
Ademds, se busca determinar, a través de la medida de calidad de cada modelo (coeficiente de variacién),
cual es la transformacién y las variables auxiliares més adecuadas para la estimacién precisa de cada uno
de estos indicadores,asumiendo el menor valor del CV.

Para la seleccién de las variables auxiliares pertinentes en cada modelo, se consideraron aquellas con un
mayor poder predictivo. Se utilizé el criterio de informacién Akaike (AIC) para cada transformacién y
cada indicador, el cual evalia la calidad relativa de los modelos, de manera similar a como se hace en
los modelos lineales generalizados. Es importante destacar que este andlisis se llevé a cabo de manera
distinta en los modelos a nivel de drea, especificamente en los modelos FH, debido a la necesidad de
tener en cuenta los efectos aleatorios del modelo.

Para esta tarea, se empled la libreria .6mdi”, la cual analiza minuciosamente cada variable, realizando un
algoritmo paso a paso y sugiriendo las variables finales més adecuadas para el modelo FH, junto con sus
respectivos valores de AIC (Criterio de Informacién de Akaike) en este contexto particular. Ademads, es
importante destacar que esta libreria ofrece la flexibilidad de realizar un algoritmo paso a paso teniendo
en cuenta otros criterios, lo que la convierte en una herramienta valiosa para futuros estudios derivados
de este trabajo.

En seguida se escribe el paso a paso del calculo de de las estimaciones de cada indicador para cada
transformacién.

L. Se selecciona la transformacién y se obtiene Ty = y7())

Para la transformacién de los datos y el calculo del modelo es es necesario transformar la varianza, tal y
como lo sugiere (Zhang and Rojas, 2010), es por ello que por medio de la descomposicién de Taylor (ver
ecuacién 27) se realizé la respectiva transformacion.

2. Se realiza la estimacién del indicador con la variable transformada.
Yi(A\) =B +uq+eq ea~ N, 53)7 ug ~ N(0,02)

2.1 Se aplica el algoritmo paso a paso para y;-‘(/\) el cual determina las variables auxiliares més pertinentes
para la transformacién.

3. Se realiza la transfomacién inversa y()) a la escala original y; = T 1(y]* N)

4. Se célcula ECM haciendo uso de la generalizacién de la descomposicién de la varianza de Taylor
demostrando que

ECM () = £~ (8 .cbtup) - ECM (Y5, chiup) (24)
Donde f~! es la funcién inversa de la transformacién, j son los dominios, §j epiup € la estimacion del

pardmetro con la transformacion realizada y ECM (y; cbiup) €s €l ECM producido por esa estimacién
con la transformacién usada.

Para mayores detalles de las ecuaciones y demostraciones consulte la seccién 7

5.1. Tasa de desempleo en Cundinamarca

En la tabla 2 se presentan los valores correspondientes de A que optimizan la funcién en relacién a las
transformaciones propuestas para la estimacion de la tasa de desempleo en Cundinamarca.

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Octubre 2023



Trabajo de grado 19

Transformaciéon | Lambda
Log - Shift 9.998

Box - Cox 2.998

Dual 6.610696e-05

Tabla 2: A que maximiza la funcién

Se puede evidenciar que los valores de A que se presentan en la tabla 2 los identifica como los valores
pertinentes para cada una de las transformaciones identificando que para la transformacién Log-Shift y
Box-cox A > 1 | por lo tanto logra comprimir los valores méas grandes y estira los valores mas pequenos
en los datos. Para el valor de la transformacion Dual se tiene que el A produce una transformacién no
lineal con un efecto que depende de ese valor especifico.

Ahora bien, en la tabla 3 se muestra los valores p, que validan la normalidad en cada transformacién.

Transformacién | shapiro y Wilk P
Logaritmo 0.6551

Log- Shift 0.531

Box - Cox 0.403

Dual 0.6551

Tabla 3: Valores P, prueba de normalidad
En la tabla 3, se observa que los valores P asociados a las transformaciones estudiadas en esta investigacion

son superiores al nivel de significancia de 0.05, lo que indica que no hay evidencia suficiente para rechazar
la hipdtesis de normalidad. Los datos transformados parecen seguir una distribuciéon normal.

5.1.1. Estimacion de la tasa de desempleo sin realizar transformaciones

Realizando el algoritmo paso a paso, las variables seleccionadas para la estimacién de la tasa de desempleo
en Cundinamarca en el 2017 sin usar transformaciones se muestra en la tabla 4

Coefficients: coefficients | std.error | t.value | p.value
Intercepto 3.43E-02 5.32E-03 | 6.4528 | 1.10E-10 | ***
Empleado 9.13E-07 5.83E-07 | 1.5653 | 0.117516
mujeres_trabajando | -2.18E-06 9.69E-07 | -2.2503 | 0.024433 | *
Transicion 8.82E-05 5.08E-05 | 1.7386 | 0.082105 | .
Secundaria 8.26E-05 3.05E-05 | 2.7074 | 0.00678 | **
Basica -2.76E-05 1.27E-05 | -2.1768 | 0.029493 | *
Media -7.29E-05 2.38E-05 | -3.0561 | 0.002243 | **
Primaria 1.74E-03 6.67E-04 | 2.607 0.009135 | **
c_total -2.68E-03 1.01E-03 | -2.6524 | 0.007991 | **
Calentador ducha -1.01E-05 | 4.28E-06 | -2.3563 | 0.018456 | *
AlIC -247.16

Tabla 4: Variables auxiliares para el modelo FH sin transformacion

El minimo ntimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 4, considerando el criterio de menor AIC.
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5.1.2. Estimacion de la tasa de desempleo con la transformacién logaritmo

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacién de la tasa de desempleo
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacién logaritmo se muestra en la tabla 5

coefficients std.error t.value p.value
(Intercept) -5.50E4+00 | 5.60E-01 -9.825848 | 8.71E-23 | ***
num_est_educ -5.58E-04 | 1.57E-04 | -3.552651 | 3.81E-04 | ***
hombres_afliados a iss_o_nueva_eps | -2.20E-04 1.02E-04 | -2.16157 3.07E-02 | *
No_poseen_bienes_raices 9.37E-05 2.66E-05 | 3.518856 | 4.33E-04 | ***
mujeres_trabajando -1.32E-04 | 2.09E-05 | -6.345596 | 2.22E-10 | ***
area_cabecera_ha -3.64E-04 2.06E-04 | -1.764352 | 7.7T7TE-02 | .
m_transicion 4.60E-03 1.24E-03 | 3.700196 | 2.15E-04 | ***
m_secundaria 4.03E-03 7.80E-04 5.17018 2.34E-07 | ***
m_basica -1.70E-03 3.46E-04 | -4.909029 | 9.15E-07 | ***
motocicleta -3.65E4+00 | 1.04E400 | -3.503905 | 4.58E-04 | ***
bienes_raices 1.55E4+00 | 4.84E-01 | 3.211051 | 1.32E-03 | **
m_media -1.80E-03 5.82E-04 -3.094558 | 1.97E-03 | **
m_primaria 8.04E-02 1.62E-02 4.946907 | 7.54E-07 | ***
c_total -1.09E-01 2.51E-02 -4.36174 1.29E-05 | ***
Calentador de ducha -5.26E-04 | 8.96E-05 | -5.869988 | 4.36E-09 | ***
desempeno_fiscal 2017 2.11E-02 5.85E-03 | 3.602167 | 3.16E-04 | ***
Empleado 4.14E-05 1.48E-05 2.79175 5.24E-03 | **
AIC -20.36937

Tabla 5: Variables auxiliares para el modelo FH, logaritmo

El minimo ntimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 5, considerando el criterio de menor AIC.

5.1.3. Estimacion de la tasa de desempleo con la transformacion Log -Shift

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacién de la tasa de desempleo

en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacion Log - Shift se muestra en la tabla 6

coefficients std.erro r t.valu e p.value

(Intercept) 2.30E400 | 2.86E-03 | 803.2701 | j2.2e-16 | ***
hogares_que_no_poseen_bienes raices | 2.99E-07 | 6.99E-08 | 4.2833 1.84E-05 | ***
mujeres_trabajando -3.05E-07 | 9.39E-08 | -3.2453 0.001173 | **
m_secundaria 4.81E-06 1.90E-06 | 2.531 0.011373
m_basica -1.51E-06 | 6.73E-07 | -2.2371 0.025281
motocicleta -1.64E-02 | 5.17E-03 | -3.1621 0.001567 | **
bienes_raices 7.46E-03 | 2.31E-03 | 3.2246 0.001261 | **
no_total_de_predios -5.62E-08 | 2.95E-08 | -1.9053 0.056735
m_media -2.59E-06 | 1.25E-06 | -2.0692 0.038528
c_primaria 8.89E-05 3.69E-05 | 2.4113 0.015894
c_total -9.66E-05 | 3.99E-05 | -2.4203 0.015509
Calentador ducha -1.29E-06 | 4.27E-07 | -3.0225 0.002507 | **
desempeno_fiscal 2017 4.67E-05 | 3.20E-05 | 1.4584 0.144721 | *

AIC -407.087

Tabla 6: Variables auxiliares para el modelo FH, Log - Shift
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El minimo nimero de parametros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 6, considerando el criterio de menor AIC.

5.1.4. Estimacion de la tasa de desempleo con la transformacion Box - Cox

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacién de la tasa de desempleo
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacién Box-Cox se muestra en la tabla 7

coefficients std.error | t.value p-value
(Intercept) -3.33E-01 | 1.10E-05 | -30279.8671 | j2.2e-16 | ***
Ingresos -2.57E-11 | 1.67E-11 | -1.5385 0.123921
num_est_educ 2.07E-08 | 9.18E-09 | 2.2533 0.024239
mujeres_afliados_a_iss_o_nueva_eps | 9.53E-09 | 4.81E-09 | 1.9829 0.047375
m_secundaria 2.54E-08 | 9.16E-09 | 2.7673 0.005652 | **
motocicleta -9.18E-05 | 6.17E-05 | -1.4878 0.136816
bienes_raices 4.66E-05 | 2.53E-05 | 1.8411 0.065602 | .
m_media -6.48E-08 | 2.28E-08 | -2.8375 0.004547 | **
Calentador ducha -6.39E-09 | 3.75E-09 | -1.7014 0.088861

AIC -417.27

Tabla 7: Variables auxiliares para el modelo FH, Box - Cox

El minimo niimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 7, considerando el criterio de menor AIC.

5.1.5. Estimacién de la tasa de desempleo con la transformacién Dual

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacién de la tasa de desempleo
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacién Dual se muestra en la tabla 8

coefficients | std.error | t.value | p.value
(Intercept) | -3.38624 0.92975 | -3.6421 | 0.0002704 | ***
AlIC 196.04

Tabla 8: Variables auxiliares para el modelo FH, Dual

El minimo ntimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 8, considerando el criterio de menor AIC.

5.1.6. Analisis de los residuales para la tasa de desempleo

En la figura 1 se puede evidenciar que los residuales del modelo que se determina por medio de la
transformacién Box - Cox tienen mejor comportamiento que las demés transformaciones.

Facultad de Estadistica Trabajo de Grado Octubre 2023



22

Random effect

Realized residuals

2- .

Quantiles of std. residuals/sqrt(direct var.)
Quantiles of std. random effects

1 a 1 2 2

Theoretical quantiles

1 0 1 2
Theoretical quantiles

Realized residuals Random effect

2-

Quantiles of std. residuals/sqrt(direct var.)
Quantiles of std. random effects

z 2 1 z

1 0 1 1 o
Theorelical quaniiles Theorelical quaniiles

Realized residuals Random effect

a-

[

Quantiles of std. residuals/sqrt(direct var.)
Quantiles of std. random effects
o

12

2 2 10
Theaoretical quantiles

1 o 1
Theoretical quantiles

Realized residuals Random effect

- n

Quantiles of std. residuals/sqrt(direct var.)
Quantiles of std. random effects

Theorelical guantiles Theoretical quantiles

Density - Std

Jonnathan Guerrero Beltran & Andres Felipe Ortiz Rico

residuals/sqrt(direct var.)

Std. real, residuals

(a) Residuales logaritmo

Density - Std. residuals/sqri(direct var.)

Std. real, residuals

(b) Residuales Log - Shif

(c

Std, real. residuals

) Residuales Box - Cox

Density - Std. residuals/sqrt(direct var.)
0&-

Std. real. residuals

(d) Residuales Dual

Density - Random effects

0
Std, random effects.

Density - Random effects

0
Std, random effects

Density - Random effects

Std, random effects

Density - Std. residuals/sqrt{direct var.}
06-

Std, real. residuals

Figura 1: Analisis de los residuales para la estimacion de la tasa de desempleo segin la transformacion
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Ahora bien en la figura 2, se puede evidenciar que el modelo ajustado a la transformacién Box Cox,
grafica 2(b), es el que mejor se ajusta a los datos transformados, ademés en el diagrama 2(a) la linea
de ajuste del modelo se asemeja mucho mas a la linea de identidad de la transformacién de Box Cox,
por lo tanto es pertinente afirmar que el modelo FH con la transformacién Box - Cox es el que tiene

estimaciones més confiables.
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Figura 2: Ajuste del modelo para la estimacion de la tasa de desempleo segin la transformacion
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5.1.7. Analisis de los CVs para las estimaciones de la tasa de desempleo

En la figura 3 se muestran las estimaciones de los CVs de cada modelo realizando las respectivas trans-

formaciones en los datos.
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Figura 3: Estimaciones de los CV

Como se evidencia en la figura 3, los coeficientes de variacién alcanzan su valor mas bajo cuando se utiliza
la transformacién Box-Cox. Basandonos en los anélisis previos, podemos concluir de manera apropiada
que esta transformacion es la que mejor se ajusta a los datos, lo que se traduce en una notable disminuciéon

de los valores de los coeficientes de variacién.

En la tabla 9 se muestra las estimaciones de los CVs que presentan menor valor en su estimacién.

Municipio | Dir_.CV | int CV | Sin_Trans_ CV | log_-CV | logshift_ CV | Box_Cox_CV | Dual CV
Soacha 6.78 6.72 7.12 10.98 3.81 2.10 2.65
Madrid 7.48 7.47 7.27 11.08 4.27 2.30 2.74
Mosquera | 7.93 7.63 7.55 10.44 3.38 1.63 2.47
Sibate 8.09 7.76 7.97 9.84 3.40 1.60 2.46
Medina 8.54 8.05 8.40 10.37 3.15 1.42 2.32
Facatativa | 8.66 8.18 8.73 11.62 3.45 1.51 2.37
Zipaquira | 8.80 8.30 9.20 11.89 3.62 1.54 2.36
Girardot 8.90 8.40 9.38 11.83 3.67 1.58 2.39
Cajica 9.03 8.47 9.07 11.18 3.38 1.49 2.35
Funza 9.04 8.44 8.90 11.06 3.20 1.39 2.28

Tabla 9: CVs Tasa de desempleo con las diferentes transformaciones
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En la siguiente lista se describen las abreviaturas de la tabla 9.

Dir CV: Coeficiente de la estimacion directa para la tasa de desempleo.

Int CV: Coeficiente de variacién del modelo FH solo con el intercepto.

Sin trans CV: Coeficiente de variacién del modelo FH sin transformacién.

Log CV: Coeficiente de variacién del modelo FH con la transformaciéon logaritmo.
Log-Shift CV:Coeficiente de variacién del modelo FH con la transformacion log - Shift.
Box-Cox CV: Coeficiente de variacién del modelo FH con la transformaciéon Box-Cox.
Dual CV: Coeficiente de variacién del modelo FH con la transformacién Dual.

Los datos sugieren que la transformacion de Box-Cox es la que mejor se adapta a los datos, ya que se
observa el coeficiente de variacién mas bajo en comparacién con las otras transformaciones.

Teniendo en cuenta la conclusién anterior en la grafica 4 se muestran las estimaciones de la tasa de
desempleo en cundinamarca en el ano 2017, realizando estimaciones por medio de los modelos de FH con
la mejor transformacion, Box-Cox.

Madrid
Sgpacha
Mosquera -
o
acalaliva .
Ch(i:a
Girardot .
La Calera o
Zipaguira .
ajica *
uaduas .
Medina .

unza -
oqua -

ojaca .
ocancipa *
Gachancipa .
acho )
San Juan de Rioseco -
| Rosal

L[]
ulataysa -

esguille .
gua avita . B .

IJbEIE-hU'qLIE - Tasa de dasampala %
Tabio .
Villeta L B T 480 Cox
Memacon .

T T T 1 T 1
0 1 2 3 1

h

Tasa de desempleo con la transformacion de Box Cox

Figura 4: Tasa de desempleo en el 2017

La figura 4 muestra los municipios con los mayores porcentajes de tasa de desempleo en Cundinamarca
durante el ano 2017, destacandose Madrid, Soacha, Mosquera y Sibate. En contraste, los municipios con
las tasas de desempleo mas bajas en la misma region durante ese ano son Nemocon, Villeta y Tabio.

Para obtener una visién més detallada de las estimaciones de la tasa de desempleo en estos municipios,
se presenta la tabla 10, que incluye las estimaciones realizadas mediante la transformaciéon Box-Cox en
los datos correspondientes a los municipios con las tasas mas altas de desempleo en Cundinamarca en
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2017.

Municipio Tasa Desempleo Box - Cox
Madrid 5.54654
Soacha 5.414495
Mosquera 4.509763
Facatativa 4.078354
Sibate 4.070749
Zipaquira 4.04026
Chia 3.98704
Girardot 3.966426
Cajica 3.894523
La calera 3.782311
Funza 3.63718
Guaduas 3.626184
Medina 3.599832
Bojaca 3.55244
Tocancipa 3.410413
Gachancipa 3.399196
Cogua 3.395286
Sopo 3.110858
San Juan de Rioseco | 3.046995
Pacho 3.035118

Tabla 10: Tasa de desempleo en Cundinamarca 2017

La tabla 10 revela que los municipios listados muestran tasas de desempleo que se sitian principalmente
en el rango del 3.03% al 5.55 % de su poblacién municipal.

5.2. Ingreso Promedio

En la tabla 11 se presentan los valores correspondientes de A que optimizan la funcién en relacién a las
transformaciones propuestas para la estimacion del ingreso promedio en Cundinamarca.

Transformacién | Lambda
Log - Shift -566501.7
Box - Cox 0.408

Dual 4.837936e-05

Tabla 11: A que maximiza la funcién

De la tabla 11 se puede evidenciar que la transformacién Log-Shift tiene un valor de A < 0 lo que
indica que el parametro A esta comprimiendo los valores mas pequenos y esta estirando los valores mas
grandes. Ahora bien, el valor de A > 0 para la tranformacién Box-Cox cumple con una funcién similar
al paramétro de la transformacién Log - Shift, es decir, comprime los valores mas pequenos y estira los
valores més grandes. Para la transformacién Dual se tiene que el valor \ es diferente de 0, 1 y 2, por lo
tanto A produce una transformacién no lineal con un efecto que depende de ese valor especifico.

En la tabla 12 se muestra los valores P, que validan la normalidad en cada transformacién.

En la tabla 12 , se observa que los valores P asociados a las transformaciones estudiadas en esta investi-
gacién son superiores al nivel de significancia de 0.05, lo que indica que no hay evidencia suficiente para
rechazar la hipdtesis de normalidad. Los datos transformados parecen seguir una distribuciéon normal.
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Transformacién | shapiro y Wilk P
Logaritmo 0.9228
Log- Shift 0.7925
Box - Cox 0.7172
Dual 0.9228

Tabla 12: Valores P, prueba de normalidad

5.2.1. Estimacion del ingreso promedio sin realizar transformaciones

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacion del ingreso promedio
en Cundinamarca en el 2017 sin usar transformaciones se muestra en la tabla 13

coefficients | std.error | t.value | p.value
(Intercept) -4.18E4+06 | 1.83E406 | -2.2928 | 0.021861 | **
Salario total | 1.556E4+00 | 4.71E-01 | 3.2852 | 0.001019 | **
lavadora -2.95E406 | 1.06E406 | -2.7745 | 0.005529 | ***
automovil 1.36E+07 | 3.02E406 | 4.5072 | 6.57E-06 | **
Avaluo rural | 2.08E+05 | 7.61E4+04 | 2.7398 | 0.006148 | *
C_transicion | 3.88E4+03 | 2.30E+4+03 | 1.6841 | 0.092156
AlIC 1028

Tabla 13: Variables auxiliares para el modelo FH, sin transformaciones

El minimo ntmero de parametros para estimar el ingreso promedio, se muestra en la tabla 13, conside-
rando el criterio de menor AIC.

5.2.2. Estimacion del ingreso promedio con la transformacién logaritmo

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacién del ingreso promedio
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacién logaritmo se muestra en la tabla 14

coefficients | std.error | t.value | p.value
(Intercept) 1.19E+01 | 6.81E-01 | 17.474 | j2.2¢e-16 ok
calentador_ducha | 4.13E-01 2.47E-01 1.67 0.0949219 | .
salario total 6.75E-07 1.67E-07 | 4.0469 | 5.19E-05 oAk
lavadora -1.68E+00 | 4.61E-01 | -3.6388 | 0.0002739 | ***
automovil 4.57E4-00 1.21E400 | 3.7626 | 0.0001681 | ***
Avaluo rural 6.08E-02 3.07E-02 1.9796 | 0.0477531 | *
Desempeno_fiscal | 1.15E-02 5.98E-03 | 1.9283 | 0.0538218
AIC 1030.24

Tabla 14: Variables auxiliares para el modelo FH, logaritmo

El minimo nimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 14, considerando el criterio de menor AIC.

5.2.3. Estimacion del ingreso promedio con la transformacién Log-Shift

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacion del ingreso promedio
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacion Log-Shift se muestra en la tabla 15
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coefficients | std.error | t.value | p.value
(Intercept) 1.07E+01 | 9.09E-01 | 11.8112 | j2.2e-16 ok
calentador_ducha | 5.89E-01 3.30E-01 1.7839 0.0741172 | .
Salario total 8.68E-07 2.23E-07 | 3.9003 | 9.61E-05 | ***
lavadora -2.21E400 | 6.16E-01 | -3.5823 | 0.0003406 | ***
automovil 5.80E4+00 | 1.62E+00 | 3.5787 | 0.0003453 | ***
Avaluo rural 7.31E-02 4.11E-02 | 1.7808 | 0.0749381 | .
Desempeno_fiscal | 1.75E-02 8.02E-03 | 2.1849 0.0288971 | *
AlIC -15.86

Tabla 15: Variables auxiliares para el modelo FH, log-Shift

El minimo ntimero de parametros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 15, considerando el criterio de menor AIC.

5.2.4. Estimacion del ingreso promedio con la transformacién Box-Cox

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacién del ingreso promedio
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacién Box - Cox se muestra en la tabla 16

coefficients | std.error | t.value p.value
(Intercept) 2.44E4-00 1.32E-03 | 1848.7666 | j2.2e-16 HoAk
calentador_ducha | 1.26E-03 8.56E-04 | 1.467 0.1423659 | .
Salario total 1.94E-09 5.14E-10 | 3.778 0.0001581 | ***
lavadora -4.21E-03 1.61E-03 | -2.6227 0.0087245 | **
automovil 1.15E-02 4.18E-03 | 2.7568 0.0058374 | **
Desempeno_fiscal | 4.43E-05 1.89E-05 | 2.3403 0.0192705 | *
AIC -462.0257

Tabla 16: Variables auxiliares para el modelo FH, Box-Cox

El minimo ntimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 16, considerando el criterio de menor AIC.

5.2.5. Estimacion del ingreso promedio con la transformacién Dual

Realizando el algoritmo paso a paso las variables seleccionadas para la estimacion del ingreso promedio
en Cundinamarca en el 2017 usando la transformacién Dual se muestra en la tabla 17

coefficients | std.error t.value | p.value
(Intercept) 1.19E4-01 6.80E-01 17.5033 | j2.2e-16 oAk
calentador_ducha | 4.10E-01 2.47E-01 1.6618 0.096549 .
Salario total 6.73E-07 1.66E-07 | 4.0451 5.23E-05 oAk
lavadora -1.68E+00 | 4.60E-01 | -3.6408 | 0.0002718 | ***
automovil 4.55E+00 1.21E400 | 3.7623 0.0001684 | ***
Avaluo rural 6.07E-02 3.06E-02 1.9827 0.0474008 | *
Desemperio_fiscal | 1.16E-02 5.92E-03 1.9613 0.0498459 | *
AIC -29.76806

Tabla 17: Variables auxiliares para el modelo FH, Dual

El minimo ntimero de pardmetros para estimar la tasa de desempleo en Cundinamarca, se muestra en la
tabla 17, considerando el criterio de menor AIC.
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Con base en los modelos previamente propuestos, la figura 18 presenta un resumen de los valores de los
coeficientes de variacién (CV) correspondientes a cada una de las transformaciones aplicadas a los datos.
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Figura 5: Estimaciones de los CVs ingreso promedio

De acuerdo a la figura 5, es evidente que la transformacién que mejor se adecua a los datos, evaluada en
funcién del coeficiente de variacion, es la transformacién de Box-Cox.

La tabla 18 presenta los municipios que muestran los mayores porcentajes en el coeficiente de variacion,
considerando cada una de las transformaciones aplicadas.

Municipio | CV_directa | CV_fh_intercepto | CV_sin_tran | CV_fh_log | CV_logshift | CV_Box_Cox | CV_dual
Funza 1.274 1.273 1.269 1.274 1.272 0.314 0.641
Sopo 1.464 1.463 1.456 1.464 1.46 0.321 0.556
Sibate 1.299 1.298 1.297 1.3 1.295 0.322 0.645
Zipaquira | 1.335 1.334 1.33 1.333 1.33 0.323 0.627
Mosquera | 1.257 1.256 1.251 1.256 1.254 0.324 0.677
Tocancipa | 1.445 1.444 1.44 1.445 1.441 0.341 0.608
Soacha 1.241 1.24 1.238 1.24 1.238 0.349 0.753
La Calera | 1.696 1.695 1.69 1.695 1.687 0.351 0.518
El Rosal 1.299 1.298 1.297 1.299 1.294 0.351 0.719
Girardot 1.384 1.382 1.383 1.384 1.38 0.352 0.667

Tabla 18: CVs Ingreso Promedio con las diferentes transformaciones

En la siguiente lista se describen los titulos de las abreviaturas que se muestran en la tabla 18:
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CV_directa : CV de la estimacion directa.

CV _fth_intercepto:CV del modelo FH solo usando el intercepto en el modelo.
CV_sin_tran: CV del modelo FH sin usar transformaciones.

CV_th_log: CV del modelo FH usando la transformacién Logaritmo.
CV_logshift: CV del modelo FH usando la transformacién Log - Shift.
CV_Box_Cox: CV del modelo FH usando la transformaciéon Box - Cox.
CV_dual: CV del modelo FH usando la transformaciéon Dual.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, en la figura 6 se muestran las estimaciones realizadas por
medio de la transformacion Box - Cox, correspondiente a el ingreso promedio Cundinamarca identificando
los municipios de menor ingreso.
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Figura 6: Ingresos promedio en Cundinamarca 2017

La figura 6 revela que, entre los municipios con los ingresos promedio mas bajos, solo uno, Medina,
registra un ingreso por debajo del salario minimo. Por otro lado, es evidente que los municipios situados
en las cercanias de la capital de Colombia son los que presentan los ingresos promedio mas elevados,
superando la cifra de $2,500,000.

Para una visualizacion detallada de los municipios con los ingresos promedio més bajos, se presenta la
tabla. 25.
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Municipio fh_box_cox
Medina 1273859.30
Sutatausa 1598080.02
Pacho 1663156.87
Soacha 1766335.98
San Juan de Rioseco | 1783751.05
Guaduas 1877029.15
El Rosal 1936578.79
Ubate 1941353.13
Tausa 1966763.95
Bojaca 2000787.68
Gacheta 2081936.66
Caqueza 2099434.17
Villeta 2105845.43
Nemocon 2160717.74
Mosquera 2181944.87
Sesquile 2196232.46
La Mesa 2203821.31
Choconta 2232221.64
Gachancipa 2232824.55

Tabla 19: Ingresos promedio

La tabla 6 muestra una diversidad considerable en los ingresos promedio de los municipios de Cundina-
marca en 2017, con Medina teniendo el ingreso més bajo respecto a los demés municipios. El resto de
los municipios por lo menos se estima que sus ingresos promedio superan el salario minimo vigente.

5.2.7. Analisis de los residuales para el ingreso promedio
La figura 7 muestra el comportamiento de los residuales de cada modelo con el propédsito de evaluar la
estimacién del indicador de interés en funcion de la transformacién de los datos.

En la figura 7(c), se observa que los residuales del modelo basado en la transformacién de Box-Cox
presentan un comportamiento superior en comparacion con las otras transformaciones.

En la grafica 8, se aprecia que el modelo ajustado a través de la transformacion de Box-Cox, como se
muestra en la figura 8(b), se ajusta mejor a los datos transformados. En consecuencia, es razonable
suponer que este modelo tendra un coeficiente de variacion més bajo.
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Figura 7: Anélisis de los residuales para la estimacion del ingreso promedio
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6. Conclusiones

Es evidente que las transformaciones aplicadas a los datos han mejorado varios aspectos de los modelos,
incluida la calidad de las estimaciones y el comportamiento de los residuales. Esto se refleja claramente
en la marcada disminucién de los coeficientes de variacién.

Las diversas estrategias utilizadas para evaluar el coeficiente de variacién en funcién del error cuadratico
medio de cada uno de los modelos transformados y la descomposicion de la varianza, han fortalecido
la confianza en las estimaciones realizadas en relacién a los indicadores propuestos en este trabajo. Se
ha determinado que la transformacién Box-Cox es la transformacién en los datos méas adecuada tanto
para estimar el ingreso promedio como la tasa de desempleo en los municipios de Cundinamarca en el
2017. Esta eleccién se basa en la observacién de que los modelos transformados exhiben coeficientes de
variaciéon mas bajos en comparacion con las estimaciones directas y el modelo FH sin transformaciones,
lo que resalta la calidad de los resultados obtenidos.

Para las transformaciones que necesitan el parametro A\ seria una nueva opcién estimarlo con el fin de
disminuir el error cuadratico medio u otros aspectos, ya que en este trabajo se estimo con el fin de mejorar
los supuestos del modelo, tal vez para trabajos futuros pueda repercutir en la mejora de los coeficientes
de variacién de los modelos.

En cuanto a la seleccién de variables auxiliares para los modelos de Fay-Herriot, tanto transformados
como no transformados, se destaca la utilidad del algoritmo paso a paso que ofrece la libreria .c™di”.
Esta herramienta permite capturar los errores aleatorios del modelo, evaluar el AIC del modelo y evitar
la saturaciéon del mismo con variables que no contribuyen de manera significativa, lo que conduce a
estimaciones més confiables al tener menor CV. Adicionalmente el algoritmo paso a paso de la libreria
permite tener en cuenta otros criterios de seleccién de la variable, lo que resultaria 1til para proximos
trabajos de investigacion.

En relacién a los indicadores de interés, se observa una relacion inversa entre la tasa de desempleo y los
ingresos promedio mensuales, sugiriendo una correlacion negativa entre estas variables. Esto plantea la
posibilidad de desarrollar un nuevo modelo basado en estas estimaciones que podria arrojar resultados
mejorados en los indicadores de interés. Ademads, se propone una transformacién adicional para la tasa
de desempleo, utilizando la funcién arco seno, dado que esta variable se encuentra en el rango de 0 a 1,
lo que la convierte en una opcién interesante.
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7. Anexos

7.1. Descomposicién de Varianza

Zhang and Rojas (2010) indican que si T un estimador de 6, y g una funcién, entonces se tiene que
E(g(T)) = g(0) + g (0)E(T — 0) (25)

Var(g(T)) =~ ¢'(0)*Var(T) (26)

Por lo tanto se tiene que T es insesgado para 0, E(g(T)) =~ g(0)
Para la realizacion de las estimaciones se realizo un estudio exhaustivo del calculo del MSE.

Para cada valor t que toma el estimador T, se hard una expansién de Taylor de primer orden para g(t)
alrededor del punto ¢t = 6, por ende se tiene que g(t) = g(8) + ¢’6(T — 0). Tomando la esperanza se tiene
que E(g(T)) = g(0) + ¢'(0)E(T — 6). Es claro que cuando T es insesgado para 0, E(g(T)) =~ g(6).

Para la varianza se tiene que en g(T') = g(0) + ¢'(6)(T — 6)

Var(g(T)) =~ 27)

7.2. Error Cuadratico medio transformado

Sea T un estimador de 6 se quiere demostrar que

E(M(T)) = Var(T) + [B(0)]”
=g'(0)*Var(T)

Ahora generalizando las transformaciones, ¢(-) una funcién

ECM(g(T)) = Var(g(T)) + [B(g(T))]?

Por linealizacion de Taylor se tiene que

Elg(T)]

Q

9(0) + g'(0)E(T - 9)
— §'(0)*Var(T)
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Ahora bien, al utilizar la transformacién logaritmo se tiene un modelo de la forma log(y) = 8 + ¢. Para

obtener EC'M () se utiliza la transformacién intermedia g(-) = exp(-)

ECM(exp{log(i/i)}) ~ lexp(4i;)]®

ECM(logy;) viene del modelo ajustado log(y;) = x5 + ¢, andlogamente pasa cuando se suma el error u;

para el modelo de Fay Harriot

7.3. Caracteristicas de las funciones de transformaciéon
7.3.1. Transformacion logaritmo

Funcién inversa

T(y:) = log(y:)

Y
i

Derivada de la funcién

T(yi) = log(y:)

Tl(yi)

%

Varianza de la funcion

q}ar(log(yi)) = (yi)Z

Siendo y; la estimacion directa, y; estimacion del indicador bajo la transformacion.

7.3.2. Transformacion log - shif
Funcion inversa
T(y;) = log(y: + )
=e/ -\

Derivada de la funcién

Tx(yi) = log(y; + A)

T (y;) = ——
\(vi) Vi + A

Varianza de la transformacion

var(ys)

var(log(y; + \)) = m
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7.3.3. Transformacién Box - Cox

Funcién inversa

(Zlﬁ‘i))\—l A ?é 0;

Ta(vi) =
log(y; +s) A=0.

yi+s)* -1

i - e P
yi = i + 1Y — s

Derivada de la funcion

yi +5)* — 1

Ta(yi) = %

T (i) = (yi + 5!

Varianza de la funcion

7.3.4. Transformaciéon doble potencia

Funcion inversa

(its)*—(yits)™> 2> 0;

2\
Tx(yi) =
log(y; + s) A=0.
(yi+ )= (yi+s)*
T(y:) =
A (Yi) I
= [\/1+ 222 + My >
Derivada de la funcién
i+ S A i+ S —A
Ty (i) = (yi +5)" = (yi +5)

2\
T4(41) = 5 s + 9 (i + )2 + 1

Varianza de la funcion

C+ 9N — (y; + )
var ((yl ) S > - %var(yi)(yi—l—A)(yf)‘ +1)

2\
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7.4. Estimacién del ingreso promedio y tasa de desempleo (Estrategia 2)

Para esta seccidn se realiza la estimacion del ingreso promedio y tasa de desempleo en Cundinamarca
teniendo en cuenta el siguiente algoritmo.

1. Se selecciona la transformacién y se obtiene T = y;(})

Para la transformacién de los datos y el calculo del modelo es es necesario transformar la varianza, tal y
como lo sugiere (Zhang and Rojas, 2010), es por ello que por medio de la descomposicién de Taylor (ver
ecuacién 27) se realizé la respectiva transformacion.

2. Se realiza la estimacién del indicador con la variable transformada.
y;(A) = l’dTﬁ + uq +eq, eq ~ N(Oa 0—3)7 Uqg ~ N(O70'l2L)

2.1 Se aplica el algoritmo Paso a Paso para y (M) el cual determina las variables auxiliares més pertinentes
para todas las transformaciones.

3. Se realiza la transfomacién inversa y; () a la escala original y; = T, 1(y]* N)

4. Se célcula ECM haciendo uso de la generalizacién de la descomposicién de la varianza de Taylor
demostrando que

ECM(é) = fﬁl(gj,eblup) ’ ECM(yj,eAblu;D) (28)

Donde f~! es la funcién inversa de la transformacién, j son los dominios, Uj,eblup €8 la estimacién del
pardmetro con la transformacién realizada y ECM (y; ebiup) €s €l ECM producido por esa estimacién
con la transformacién usada.

Para mayores detalles de las ecuaciones y demostraciones consulte la seccién 7
7.4.1. Tasa de desempleo en Cundinamarca 2017 (Estrategia 2 )

Luego de aplicar el algoritmo paso a paso para el modelo FH sin transformaciones, las variables selec-
cionadas se muestran en la tabla 20.

Variables coefficients | std.error | t.value | p.value
(Intercept) 2.20E-02 2.25E-03 | 9.7691 | 2.20E-16 | ***
Hombres_afliados_a_iss_o_nueva_eps | 6.09E-05 3.43E-05 | 1.7738 | 0.076099 | *
Mujeres_afliados_a_iss_o_nueva_eps | -4.92E-05 3.12E-05 | -1.5749 | 0.115268 | *

M _transicion 4.87E-05 2.51E-05 | 1.938 0.052622 | *

M _secundaria -1.16E-05 5.15E-06 | -2.2492 | 0.024502 | *
Cinco_anos 8.67E-04 3.62E-04 | 2.3911 | 0.016798 | *
Seis_diez_anos -3.78E-04 1.40E-04 | -2.6949 | 0.00704 | **
Once_a_catorce 3.23E-04 1.13E-04 | 2.8479 | 0.004401 | **
Quince_a_16 -1.28E-04 5.58E-05 | -2.2853 | 0.022298 | *

Tabla 20: Modeolo FH con las variables definitivas

La Tabla 20 presenta los valores de los coeficientes beta correspondientes a cada variable auxiliar en el
modelo sin transformar, junto con la significancia de cada una de estas variables en el modelo.

En la tabla 21 se muestran los respectivos lambda que maximizan la funcién para las diferentes trans-
formaciones.
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Transformacion | Lambda
log - shift 9.998
box - cox 1.441
Potencia 6.616e-07

Tabla 21: A que maximiza la funcién

Teniendo en cuenta los resultados de la tabla 21 se plantean los respectivos modelos de FH.

Ahora bien, en la figura 9 se muestran las estimaciones de los CVs de cada modelo realizando las
respectivas transformaciones en los datos.

. . - CVs
CV direct
CVith

CV fhlog

CV th log shif
CV fh Box cox
CW Dual

IEEEON

Figura 9: Estimaciones de los CV

En la figura 9 presentada, es evidente que los coeficientes de variacién muestran una clara disminucién
al aplicar la transformacion Box-Cox. Esto sugiere que esta transformacion es la méas adecuada para
ajustar los datos. Ademds, los andlisis previos respaldan esta conclusién, ya que demuestran que la
transformacién Box-Cox reduce significativamente los valores de los coeficientes de variacién (CVs). Por
lo tanto, se puede afirmar que esta transformacion es la méas apropiada para mejorar la consistencia de
los datos y reducir la variabilidad en los CVs.

Teniendo en cuenta la conclusién anterior en la grafica 10 se muestran las estimaciones de la tasa de
desempleo en Cundinamarca en el ano 2017, realizando estimaciones por medio de los modelos de FH
con la mejor transformacién, Box-Cox.
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Tasa de desemples en Cuendinamarca en el 2017
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FH Box Cox
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Figura 10: Tasa de desempleo en el 2017

En la Tabla 22 se detallan las estimaciones correspondientes a los municipios con los porcentajes mas
elevados de desempleo en el departamento de Cundinamarca para el ano 2017. Estas estimaciones se lle-
varon a cabo utilizando el modelo FH, aplicando previamente una transformacion de los datos utilizando

el método de Box-Cox.

Municipio

Tasa Desempleo Box - Cox

Madrid
Soacha
Mosquera
Facatativa
Sibate
Zipaquira
Chia
Girardot
Cajica

La calera
Funza
Guaduas
Medina
Bojaca
Tocancipa
Gachancipa
Cogua
Sopo

San Juan de Rioseco

Pacho

5.54654

5.414495
4.509763
4.078354
4.070749
4.04026

3.98704

3.966426
3.894523
3.782311
3.63718

3.626184
3.599832
3.55244

3.410413
3.399196
3.395286
3.110858
3.046995
3.035118

Tabla 22: Tasa de desempleo en Cundinamarca 2017
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7.4.2. Ingreso promedio en Cundinamarca en 2017 (Estrategia 2)

En la tabla 23 muestran la seleccién de las variables auxiliares seleccionadas luego de aplicar el algoritmo
paso a paso.

Variables coefficients | std.error | t.value p.value Sig
(Intercept) -1.34E4+06 | 1.19E406 | -1.128312 | 2.59E-01 | .
calentador_ducha | 1.29E4+06 | 8.20E+05 | 1.572692 | 1.16E-01 | ***
monthly_wages 2.01E+00 | 5.08E-01 | 3.952562 | 7.73E-05 | ***
computador 3.92E4+06 | 3.64E+06 | 1.075717 | 2.82E-01 | *
lavadora -6.33E+06 | 2.52E4+06 | -2.506381 | 1.22E-02 | **
automovil 1.12E+07 | 4.20E406 | 2.665996 | 7.68E-03 | ***
C_TRANSICION | 3.41E+03 | 2.67TE+03 | 1.275622 | 2.02E-01
Desemperio_fiscal | 3.42E404 1.76E404 | 1.944938 | 5.18E-02 | *

Tabla 23: Modelo de FH definitivo ingresos promedio

Teniendo como referencia las variables auxiliares definidas anteriormente, se procede a estimar los respec-
tivos A que maximizan la transformacién con el objetivo de mejorar el comportamiento de los residuales,
heterocedasticidad, linealidad y normalidad, ver tabla 24.

Transformaciéon | Lambda

log - shift -451959.4
box - cox -0.289749
Potencia 4.837e-08

Tabla 24: A que maximiza la transformacion

Teniendo en cuenta los resultados de la tabla 24 se plantean los respectivos modelos con las respectivas
transformaciones.

En la Figura 11 se presentan los coeficientes de variacién (CVs) estimados para cada modelo, aplicando
la transformacién especifica correspondiente. Esta representacion grafica permite visualizar y comparar
la variabilidad de los datos después de la transformacién en cada modelo, lo que es fundamental para
evaluar la idoneidad de las transformaciones y determinar cual de ellas se ajusta mejor a los datos.
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Figura 11: Estimaciones de los CV ingreso promedio

De acuerdo a lo representado en la Figura 11, se observa claramente que la transformacién que mejor
se adapta a los datos, evaluando el coeficiente de variaciéon, es la transformacién de Box-Cox. Esto se
fundamenta en el hecho de que la transformaciéon de Box-Cox exhibe el coeficiente de variacién més bajo
en comparacion con las otras transformaciones, indicando una reduccién significativa en la variabilidad
de los datos.

Con base en los resultados previos, en la Figura 12 se presentan las estimaciones realizadas mediante
la transformacién de Box-Cox aplicada al ingreso promedio en el departamento de Cundinamarca. Esta
representacién permite identificar claramente los municipios que presentan los menores ingresos promedio,
lo que es fundamental para comprender y analizar las disparidades econémicas en la regién.
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Figura 12: Ingresos promedio en Cundinamarca 2017
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En la tabla 25 se muestran los municipios que obtuvieron el menor promedio en sus ingresos.

Municipio fh_box_cox
Medina 1273859.30
Sutatausa 1598080.02
Pacho 1663156.87
Soacha 1766335.98
San Juan de Rioseco | 1783751.05
Guaduas 1877029.15
El Rosal 1936578.79
Ubate 1941353.13
Tausa 1966763.95
Bojaca 2000787.68
Gacheta 2081936.66
Caqueza 2099434.17
Villeta 2105845.43
Nemocon 2160717.74
Mosquera 2181944.87
Sesquile 2196232.46
La Mesa 2203821.31
Choconta 2232221.64
Gachancipa 2232824.55

Tabla 25: Ingresos promedio
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