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Introduccion al libro

Este libro es el resultado de la colaboracién de los autores en funcién de brindar a los estudiantes
de ingenieria eléctrica y electrénica, herramientas que les permitan desenvolverse con mayor facilidad en
situaciones que requieran de la solucién, modelado, implementacién y disefio de sistemas eléctricos que
involucren la corriente alterna sinusoidal.

Como aclaracion, vale mencionar que para este texto se han considerado como convencién, las nota-
ciones de elementos de circuito y simbologia del IEEE [1]; también se indica que las unidades de medida
para las cantidades empleadas, asi como los multiplos y submultiplos decimales, son tomados del sistema
internacional de unidades [2], de igual forma que se adopta el punto como separador decimal segin la
disposicion del BIPM y por ser el mas empleado por los autores en su labor profesional. En algunos casos,
por razones de amplio uso en la profesion de la ingenierfa se usaran unidades que no son aceptadas en [2]
como es el caso del mho (U) para la admitancia.

Algunos de los ejemplos presentados en este libro fueron simulados en LTspice® XVII, (que pue-
de ser descargado gratuitamente en https://www.analog.com/en/design-center/design-tools-and-
calculators/ltspice-simulator.html), y se dejan a disposicion de los interesados para su descarga
y utilizacién en https://drive.google.com/drive/folders/19alRo-I00fcYiDT2Twkpe_rLU-aPgDVO0?
usp=sharing.
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Analisis Sinusoidal y Numeros
Complejos



1.1. Analisis sinusoidal en régimen permanente

1.1.1. Carateristicas de las sinusoides

Las seniales que se obtienen de la generacién de energia eléctrica a partir de maquinas rotativas, de la
respuesta subamortiguada en algunos circuitos de segundo orden, y de algunos resonadores y osciladores,
son sefiales suya forma se conoce como sinusoide. Las sinusoides son funciones periédicas que siguen la
forma de una funcién seno o de una funcién coseno, de acuerdo con las respresentaciones basicas de la
trigonometria.

En adicién, y de acuerdo con [3], una sinusoide es “facil de manejar de manera matemética” y por
si fuera poco esta ventaja, su derivada y antiderivada (integral indefinida) son también sinusoides de la
misma frecuencia, lo que la convierte en una funciéon de especial interés para diferentes aplicaciones de
circuitos eléctricos. En la figura 1.1 se muestra la forma general de una sinusoide en funcién del tiempo,
as{ como sus componentes.

Figura 1.1: Gréfica de la funcién f(t) presentada en la ecuacion (1.1) para una sinusoide.

La forma general de una sinusoide es:
ft) = Asin(wt + ¢) + D (1.1)

De (1.1) se definen sus componentes como:

= f(t): funcién en el dominio de la variable ¢. En principio, serd la representacién de la tension y de
la corriente, por lo que su unidad de medida dependerd de la cantidad representada ([V] o [A]).

» t: variable independiente, que para efectos practicos siempre serd el tiempo [s|.

» wt + ¢: argumento de la funcién sinusoidal [rad].

» w: frecuencia angular [rad/s]. La frecuencia angular es directamente proporcional a la frecuencia

ciclica o natural (f) [Hz] e inversamente proporcional al periodo (T) [s]. La relacién de reciprocidad
entre la frecuencia ciclica y el periodo se muestran en la ecuacién (1.2).

fz% = w=2f
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s ¢: fase o desplazamiento angular [rad]. Dado que en muchas aplicaciones de ingenieria la diferencia de
angulos de fase entre senales son muy pequenas, por facilidad se prefiere emplear el grado sexagesimal
[°] como unidad de medida, por lo que debe tenerse cuidado con la unidad de medida de la fase al
momento de calcular la resultante del argumento en un instante ¢ cualquiera.

» A: amplitud de la sinusoide ([V] o [A]). Esta se determina a partir de la diferencia entre los valores
extremos de la funcién (maximo o minimo) y el promedio.

» D: compensacion o desplazamiento de la magnitud ([V] o [A])!. Este valor corresponde al promedio
de todos los puntos de la funcién f(¢) evaluada en un periodo.

1.1.2. Relaciones trigonométricas basicas en CA

Aunque la lista de indentidades trigonométricas que involucran a las funciones seno y coseno son mu-
chas y muy diversas, en esta seccion se presentan las mas empleadas en la expansion, reduccién y anélisis
de las respuestas de senales sinusoidales. Los nombres y formas son tomados de [4].

» Funciones trigonométricas
Las funciones en la ecuacién (1.3) se obtienen del tridngulo resultante del radio unitario de la

circunferencia de la figura 1.2, y su proyeccién sobre los ejes coordenados, y que son la base para la
representacion de las deméas funciones trigonométricas.

Y1(0,1)

Figura 1.2: Ubicacién de un punto en una circunferencia de radio unitario.

siné?:% sin @ = yq
cosf = = sir=1= cosf =z (1.3)
tan@zg tanf = 2

» Identidades trigonométricas fundamentales

Las identidades en la ecuacién (1.3) se pueden obtener directamente desde las funciones basicas y
el teorema de Pitdgoras, tal como se muestra en la ecuacién (1.5).

tan § = SnY

cos 6 1.4
sin?6 + cos? 0 = 1 (1.4)

!Este desplazamiento es més conocido en el 4mbito de la ingenierfa como offset, por su expresién en inglés.
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» Identidades de sumas y diferencias
Estas son bastante utiles para casos con funciones donde sus argumentos contienen varios términos,
tal como se muestra en la ecuacién (1.5).

sin(A + B) = sin Acos B £ cos Asin B

cos(A £ B) = cos Acos B Fsin Asin B (1.5)

= Algunas expresioness de reduccion
Estas son bastante utiles para casos con funciones donde sus argumentos contienen varios términos,
tal como se meustra en la ecuacién (1.6).

sin(—z) = —sinx cos(—x) = cosx
sin(z £7) = —sinx cos(r+m) = —cosz (1.6)
sin(x £ 7/2) = £cosx  cos(z+7/2) = Fsinx

Una expresién muy utilizada para representar graficamente operaciones de adicién y sustraccién
entre sinusoides, es la que se muestra en la ecuacién (1.7).

Acosx 4+ Bsinz = /A2 + B2 cos (mq:tan_l (%)) (1.7)

= Leyes de senos y de cosenos
Para las férmulas presentadas en las ecuaciones (1.8) y (1.9), las letras A, By C respresentan las
aristas de un triangulo, mientras que las letras griegas «, 8y v son los dngulos internos de los vértices
opuestos a las aristas mencionadas, como se muestra en la figura 1.3. A partir de esto, se presenta
la ley de cosenosy ley de senos, tal como se muestra en las ecuaciones (1.8) y (1.9), respectivamente.

Figura 1.3: Tridngulo con ubicacion de las aristas y vértices.

Ley de cosenos: A2 =DB?+C?—-2-B-Ccosa
B2=C?4+A?-2-C-Acosp (1.8)
C?=A%2+DB?>—-2-A-Bcosvy

. sina _ sinf __ siny

Ley de senos: *53% = == = =5
(1.9)

A _ B _ C

sina ~ sinf8 ~ sinvy
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Ejemplo 1.1.1.
En un osciloscopio se grafican las senales de tensién vy (t) y va(t), con los factores de amplitud y tiempo

que se muestran en la figura 1.4.

Obtenga una expresion para ambas senales sinusolidales representadas en la figura, y graficar la senal
correspondiente a la suma de las sefiales adquiridas por el instrumento.

P AT MEFEENE ATRTAETEN ENEATra W FENET A il
Ivvvv/vvvvvvvvvvvvvv L vvv/v

/ N V \ N vs(t)

—
1 ms/div

Figura 1.4: Senales sinusoidales representadas en la pantalla de un osciloscopio.
Solucién
Lo primero por considerar es la obtencién de las expresiones que representan a ambas senales si-
nusoidales, conociendo que la expresién resultante tiene la forma mostrada en (1.1), es decir que
v(t) = Asin(wt +¢) + D = Acos(wt+ ¢ —7/2) + D. Para ello, es mejor observarlas por separado,
iniciando con vy (t) = Vj cos(wt + ¢1) + D1, tal como se muestra en la figura 1.5.

Vi=15V v
/o
/1 \
/ A H
fom gt —jemt- oo oo oo B i e e o b :OV
5V/divI / K ) \\ =D
/!~ 5 T
/<z>1~13rmfE \ /

1 Miv

Figura 1.5: Senal sinusoidal v;(t).
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A partir de los datos recolectados en pantalla para la caracterizacién de la senal, como son el desplaza-
miento de la magnitud y angular (compensacién D; y fase ¢}), amplitud (V;) y periodo (T'), se procede
a calcular los parametros faltantes hasta obtener la funcién vy (t).

Puede notarse que T' = 8 ms, es decir, que la senal se repite cada 8 divisiones horizontales, cada una con
una escala de 1 ms/div. Luego, usando la ecuacion (1.2), se calcula la frecuencia angular de la senal.
2w 27
w=— = —— = 2507 rad/s
T 8 ms
También, cabe notar que la fase ¢} estd expresada como funcién del tiempo, aunque, dado que este
pardmetro hace parte del argumento de una funcién trigonométrica, es necesario calcularla en funcién de
un angulo.
2 137

2m
= ¢ = =1. —— = —— &~ 1.02 rad = 58.5°
¢1 = ¢ T 311188 - m 02 ra 58.5

De esta forma, se obtiene la forma final de la primera sefial como se presenta en la ecuacién (1.10).

v1(t) = 15cos (2507 - t + 58.5°) V (1.10)

Ahora se repite el mismo procedimiento con la segunda senal, es decir, vo(t) = V5 cos(wt + ¢2) + Do, tal
como se muestra en la figura 1.6.

. N I N OO A O N\
V/div
/] 3 Dy= -5V
N /1ol =[2 Ins|
Va=10V ;
=
1 ms/div

Figura 1.6: Senal sinusoidal va(t).

Al igual que con la fase ¢}, ¢ también estd expresada como funcién del tiempo, por lo que es necesario
calcularla en funcién de un angulo.

2T T
=— 1. = 90°
% 1 5 57 rad = 90

De esta forma, se obtiene la forma final de la segunda sefial y que se presenta en la ecuacién (1.11).

2
¢2:¢'2%:2ms

va(t) = 10cos (2507 - t — 90°) — 5 V = 10sin (2507 - t) — 5 V (1.11)

Cabe resaltar que, para expresar la funcién de vo(t) sin un dngulo de fase, se empled una de las férmulas
de reduccién presentadas en la ecuacién (1.6).
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Por dltimo, se solicita graficar la funciéon , que corresponde a la suma de las dos sefiales adquiridas.

Para este propédsito, primero se expanden las funciones obtenidas para las sefiales conocidas empleando
la identidad de suma de términos de una funcién trigonométrica de la ecuacién (1.5), para luego reducir
los términos comunes por factor comun, y finalmente emplear la férmula de reduccién entre funciones
trigonométricas presentada en la ecuacién (1.7).

v (t) = v1(t) + va(t)
= 15co0s(2507 - t 4+ 58.5°%) + 10sin(2507 - t) — 5
= 15 [cos(2507 - t) - cos(58.5%) — sin(2507 - t) - sin(58.5°)] + 10sin(2507 - t) — 5
= 15 [cos(2507 - t) - 0.5225 — sin(2507 - ) - 0.8526] + 10sin(2507 - ) — 5
= 7.8375 cos(2507 - ¢) — 12.7896 sin(2507 - ¢) + 10sin(2507 - ) — 5
= 7.8375 cos(250 - t) — 2.7896 5in(2507 - t) — 5
2.7896 ) .

= /7.83752 4 2.78962 2507 - t + tan L (=——
Vv + cos( -1+ tan (7.8375)

Entonces, resolviendo se obtiene la forma simplificada de en la ecuacién
(1.12).

v (t) = 8.3192 cos (2507 - ¢ +19.6°) — 5 V

. 0 (1.12)
— 8.3192sin (2507 - t — 70.4°) — 5 V

Por facilidad, de la funcién presentada en la ecuacién (1.12) ahora se calcula el dngulo de fase (19.2° ~

0.342 rad) en unidades de tiempo (¢}, = ¢M% = 0.342 rad2§r o &~ 0.44 ms), con lo que finalmente se

procede a graficar la funcién solicitada, como se muestra en la figura 1.7.

/ -\ — ()
T 1

11
IVVVV/VVVVVVTVVVVVVVV VVVVVVVVVVVV/V

4% U AR S 4% =t

—
1 ms/div

Figura 1.7: Todas las senales representadas en la pantalla de un osciloscopio.
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1.1.3. Analisis de circuitos de CA sinusoidal en el dominio del tiempo

Para iniciar, se parte de dos sefiales conocidas en dominio del tiempo, una de tensién y otra de corriente
en un elemento de circuito conocido como dipolo general (ver figura 1.8).

Figura 1.8: Relacion v(¢) e i(t) en un elemento pasivo cualquiera.

Considerando la notacién mostrada en la figura 1.92, se presentan en la tabla 1.1 las expresiones en
el dominio del tiempo para los elementos basicos de los circuitos eléctricos, es decir, la resistencia, la

inductancia y la capacitancia® y se muestran en figura 1.9.

Figura 1.9: Simbolos de los elementos pasivos basicos para circuitos eléctricos.

Si bien las expresiones de la tabla 1.1 son aplicables a cualquier funcién derivable, es importante recordar
que las cantidades de tensién y corriente en un elemento general de circuito eléctrico no son conservativas,
lo que en términos matematicos implica que no son estrictamente continuas en todo el intervalo de
observacién. Esto lleva a considerar la condicién de que los conceptos de derivabilidad y continuidad de
una funcién estan estrechamente relacionados, pero no son iguales.

Resistencia (R) Inductancia (L) Capacitancia (C)
vr(t) = Rig(t) vp(t) = L4L0) ve(t) = & JL ic(t) dt +volto)
ip(t) =20 ()= Lt og () dt +ig(to) io(t) = cdel)

Tabla 1.1: Expresiones temporales para los elementos bésicos de circuitos.

No obstante, dado el enfoque de este libro (y como se menciona en su titulo "(...) en régimen sinusoidal
permanente"), todas las sefiales de tension, de corriente, y como consecuencia también las de potencia,
son continuas, y por tanto, derivables. Esto representa una ventaja en la caracterizacién e interpretacion
de las funciones, pero también una desventaja desde la simplificacion y el uso de la aritmética para la
aplicacién de las leyes fundamentales de la teoria de los circuitos, como las leyes de Kirchhoff.

2Se refiere a esta notacién como de referencia normal, pero es més frecuente la expresién convencién pasiva. Se retomard

este aspecto mas adelante.
3Para efectos de este libro, se excluye al memristor [5, 6, 7], entre los elementos lineales de circuitos eléctricos.
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Para ilustracion del lector, y que este logre comprender lo engorroso que puede ser obtener la solucién
general de un circuito eléctrico cualquiera con excitacién sinusoidal en régimen permanente, analizado
en el dominio del tiempo, se presenta el Ejemplo 1.1.2 para un circuito RLC serie y el Ejemplo 1.1.3 para
un circuito RL mixto.

Ejemplo 1.1.2.
Obtenga una expresién para calcular la corriente i(t) en el circuito eléctrico de la figura 1.10. Considere
que v (tg) = 0 para la solucién que debe ser planteada para régimen permanente.

R i(t) L
M
" vR(t) R0

vg(t)—i_cf\) volt) ——C

Figura 1.10: Circuito eléctrico RLC serie.

Luego, sustituya en la expresién obtenida los valores asignados: vg(t) = 50cos(100t) V, R = 4 Q,
L =80 mH, C =2000 uF, y calcule la corriente para el circuito eléctrico RLC serie propuesto.

Solucién

Considerando que la tension en la fuente corresponde a una funcién sinusoidal y que el circuito eléctrico
que serd analizado es completamente lineal (todas las tensiones y corrientes oscilan a la misma frecuencia),
se determina entonces que la expresion para la corriente tiene la forma i(t) = I,,, cos(wt + 6;). A partir
de aqui, se plantea la relacién entre los elementos de circuito empleando la sequnda ley de Kirchhoff de
la ecuacién (1.13).

Zvloop(t) =0: wg(t)+vr(t) +ve(t) =vs(t)

dit) 1 [t
_|_ —
it " CJy

Ri(t) + L i(t) dt + ve(to) = vs(t) (1.13)

Nota 1: Dado que i(t) = d%—(tt), la expresién integro-diferencial mostrada en (1.13) también puede ser
escrita en funcién de la carga eléctrica y no de la corriente, presentando la forma de una ecuacion

d?q(t) dq(t) 1 _ . s
a2+ R4 + za(t) = vs(t)|. Con esta representacion en
funcién de la carga eléctrica, no es necesario establecer una condicién inicial (condicién de frontera)

para determinar el valor de la constante de integracién, es decir, la consideracién de que v (tg) = 0.

diferencial ordinaria de segundo orden [L

4También conocido como estado estable.
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Ahora, se expande la funcién de i(t) = I,,, cos(wt + 6;), por medio de la identidad trigonométrica que se
muestra en la ecuacién (1.14).

i(t) = I {cos(wt) cos(6;) — sin(wt) sin(&i)} (1.14)

Y se toman las componentes constantes de la ecuacion (1.14), asi:

A = I, cos(6;)

B = I, sin(6;) (1.15)

De este modo serd mas sencillo establecer los valores de I, en la ecuacion (1.16) y 6; en la ecuacién (1.17)
a partir de los coeficientes A y B presentados en la ecuacién (1.15).

VA% + B? = \/I2 cos2(0;) + I2,sin%(0;) = m\/cos2 + sin?(6;)
I, = /A2 1 B2 (1.16)

B Iy,sin(0;) '
A Icos(6;) tan(6;)

= 0; = tan"! <i> (1.17)

En este punto, también puede reescribirse la expresién de la corriente en la ecuacién (1.14) usando los
coeficientes A y B, como se muestra en las ecuaciones (1.18), (1.19) y (1.20).

i(t) = Acos(wt) — Bsin(wt) (1.18)
di(t) ,

ol —Aw sin(wt) — Bw cos(wt) (1.19)

/t L) dt = ésin(wt) + gcos(wt) (1.20)

Ahora es posible sustituir las expresiones de i(t) en la ecuacién (1.13), por las obtenidas en las ecuaciones
(1.18), (1.19) y (1.20), resultando la ecuacién (1.21):

R (Acos(wt) — Bsin(wt)) + L (—Aw sin(wt) — Bw cos(wt)) +

1 /A . B
+ c (w sin(wt) + ” cos(wt)) = Vi, cos(wt)

wC wC

La ecuacién (1.21) puede ser resuelta utilizando el método de coeficientes indeterminados, gracias a que
los términos sin(wt) y cos(wt) son funciones ortogonales si se consideran en periodos completos.

N {AR _B (wL - 1)] cos(wt) — [BR + A (wL - 1)} sin(wt) = Vi cos(wt) (1.21)
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Nota 2: Por definicién, dos funciones fi(t) y fa(t) son ortogonales en el intervalo ¢t € [a,b] siempre y
cuando se satisfaga que:

()= [ 70 ate) i =

Para el caso de fi(t) = sin(wt) y f2(t) = cos(wt), al ser evaluadas en un intervalo [ty, to + k7], para todo
{k € N} y {T = 22}, se tiene que:

<f1, f2> = /tOMT sin(wt) - cos(wt) dt

to
1 to+kT
=3 sin(2wt) dt
to
-1 to+kT
=7 [cos(2wt)LO
-1
= {COS 2wty + 2wkT) — cos(2wt0)}
1
= {cos 2wty + 4k) — cos(2wto)}
71

cos(2wty) — cos(2wt0)}

g <f1,f2> =0

Lo que permite determinar que las funciones sin(wt) y cos(wt) son ortogonales para cualquier niimero k
de periodos completos.

Por lo que al separar las componentes ortogonales de la ecuacién (1.21) resultan las ecuaciones inde-
pendientes en la ecuacién (1.22), y que se presentan reorganizadas en un sistema 2 X2 en la ecuacién
(1.23).

1 1
R — (wL — %)

Al |V
Luego, se obtienen las expresiones de A y B mediante la regla de Cramer, tal como se muestra en la
ecuaciones (1.24) y (1.25), respectivamente:

(wL - &) R

Vi — (wL— %)

Vim (1.24)



B (wL — i) 0
R —(wL — i)
(wL _ i) R
~B=— ) Vin (1.25)

- R? + (wL—if

A partir de lo obtenido en (1.24) y (1.25) para los coeficientes A y B, ahora se sustituyen en las
ecuaciones (1.16) y (1.17) para obtener las expresiones resultantes de I,,, y 6;, tal como se muestra en las
ecuaciones (1.26) y (1.27), respectivamente:

2
I, - s V24 O V2
[Rz + (wL — %) } [RQ + <wL - wlc)Q]
— Vin
= I, = \/R2 L i)Q (1.26)
0; = tan~" _ (w _ i> Vin| = 1 Vin
RQ—i—(wL—%)Z R2+(wL—%)2
wl— L
= 0; = —tan" ! (ch> (1.27)

Finalmente, al sustituir las ecuaciones (1.26) y (1.27) en i(t) = I,, cos(wt + 6;), se obtiene la expresién
general para la corriente eléctrica i(t) en un circuito RLC serie como el de la figura 1.10 y la ecuacién
(1.28).

Loa(t) = Vm oS <wt —tan~! (w—wlc>>
.. - \/R2 N <WL B %)2 R (1.28)

Es asi, como al sustituir los valores asignados: V,, =50 V, 6, = 0°, w = 100 rad/s, R =4 Q, L = 80 mH,
y C =2000 uF, en la ecuacién (1.28), se obtiene la ecuacién (1.29):

50 100 - 80m — A
i(t) = = Cos <100t — tan~! ( 1 100-2000,1
1
\/ 42+ (100 - 80m — 7100.200()#)
= i(t) = 10cos(100t — 36.87°) A (1.29)
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Ejemplo 1.1.3.
Obtenga una expresién en régimen permanente para la tensién vy, (¢) en la inductancia del circuito eléctrico
RL de la figura 1.11. Ry

+ V. V.V —

VR, () *

is(t) CD R wu(t) 3L

Z.R1 (t) —viL (t>

Figura 1.11: Circuito eléctrico RL mixto.

Luego calcule la corriente que circula a través de la inductancia y la tension en la resistencia R cuando
el circuito consta de los siguientes pardmetros: Ry = 2 €, Re = 300 m€2, y L = 350 mH, y cuya excitaciéon
es provocada por una fuente ig(t) = 3 cos(5t) A.

Solucién
Para iniciar, se plantea la relacion entre los elementos de circuito empleando la primera ley de Kirchhoff
en el nodo inferior, tal como se muestra en la ecuacién (1.30):

D ieut(t) =01 i, (t) +in(t) = is(t)

UR,y (t) + l t

R L/,

Dado que vg, (t) = v (t) por estar ambos elementos en paralelo, la ecuacién (1.30) resulta en la ecuacién
(1.31), que cuenta con una tnica funcién desconocida vy, (t), segin la ecuaciéon (1.31).

UL(t) dt—i—iL(to) = iS(t) (1.30)

v (t 1 st
L()+7
Rl Lto

Luego, derivando en ambas partes de la igualdad se obteine la ecuacién (1.32):

vr(t) dt + i (to) = is(t) (1.31)

v (t 1 rt
L(t) L1
Rl L to

o(t)dt +ip(te) | = [is(t)

1 dop(t 1 dig(t

Ddvnt) 1 dis(h)

Ry dt L dt
Nétese que ahora, en la ecuacién (1.32) se tiene una ecuacion diferencial lineal ordinaria no homogénea
de primer orden, por lo que antes de su solucién se organizan sus coeficientes, tal como se muestra en la
ecuacién (1.33):

(1.32)

1 dvp(t) 1 B _
B 1 U= mwsin(l) (1.33)
~~ et £()
ao(t) a1(t)
Luego, se tiene p(t) y ¢q(t) en la ecuacion (1.34)
_a() _R
Pl = G =1 (1.34)

— I, Riwsin(wt)
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Quedando la expresién general simplificada v} + p - v, = ¢, la cual se puede resolver utilizando el factor

integrante p(t) = e P 9 que se presenta en la ecuacién (1.35).

Aunque, como p(vy, +p-vr) = (p-vr) = p-q, la ecuacién (1.33) se reemplaza ahora por la ecuacién
(1.36).

(eRth . vL(t))/ — et (—IpRiwsin(wt)) (1.36)

Finalmente, al operar y simplificar la ecuacién (1.36), se obtiene la funcién de vy, (t), tal como se muestra
en la ecuacion (1.37).

(eLt : vL(t)>, = [Tt (—ImRiwsin(wt))

h‘j‘ﬂ

By
boop(t) = —Ilew/eft sin(wt) dt

[ €% sin(bz) da = e asinle)—beosbe) "oy o — 51y b = w, entonces...

a?+b?
Ry -
S on(t) = —Ilewe%t 7 sin(wt) 2— w cos(wt)
(3
I, L
S () = Rl?fl(:im (L) cos(wt) — Ry sin(wt)) (1.37)

A continuacién se utiliza la identidad trigonométrica en la ecuacién (1.7), y con esta se presenta en la
ecuacion (1.38) la expresion solicitada, para luego sustituir en esta los valores asignados.

L
v (t) = ImL cos <wt + tan~! <Rl)> (1.38)
/R12 4 ((.UL)2 CUL
= wvr(t) =3.95cos (5t +48.8°) V (1.39)

Luego, para el célculo de la corriente por la rama de la inductancia, se emplea la tensién obtenida vy, (t)
en la ecuacion (1.39) en la forma temporal empleada en la ecuacién (1.30) y se muestra en la ecuacién

(1.40)

. 1t .
ZL(t) = Z ; ’UL(t) dt—i-lL(tQ)
0
Vi t
in(t) = TL | cos(wt +0ur) dt +i(to)
0

+ iL(to)

0

v
iL(t) = ﬁsin (wt+ QUL) — 1y

. 3.95
Ea— 4 . Oy — "7~ 4 . ° _ ©
=350 sin (5t 4 48.8°) 5350 cos (bt + 48.8° —90°)

= ip(t) = 2.26cos (5t —41.2°) A (1.40)

ir(t)
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Por tltimo, se obtiene la respuesta en régimen permanente de vg,(t), tal como se muestra en la ecuacién
(1.41). vry (t) = Ro - is(t)
VR, (t) = Ra - I, cos(wt) = 300m - 3 cos(5t)
= VR, (t) =900cos (5t) mV (1.41)
1.2. Introduccion a los niimeros complejos

El método fasorial, utilizado en el andlisis de circuitos eléctricos en régimen permanente sinusoidal,
implica el manejo de cantidades complejas para reducir la operacion de funciones que en el dominio del
tiempo pueden llegar a ser engorrosas y extensas [8] (como muestra se pueden revisar los ejemplos 1.1.2
y 1.1.3). A partir de esto, se muestra que es necesario realizar una introduccién a las propiedades de los
nimeros complejos, especialmente las que se utlizardn en este libro.

1.2.1. Representacion grafica y analitica

Considere el par ordenado Z = (a,b) [9], donde a y b son niimeros reales, y para el que se cumplen las
leyes de operacion del dlgebra de clausura, conmutatividad, asociatividad, distributividad, existencia de
elementos neutros, aditivo inverso y multiplicativo inverso. A este par ordenado se le denomina ndmero
complejo.

El uso de los nimeros complejos por primera vez se le atribuye a Carl Friedrich Gauss; sin embargo,
el simbolo ¢ fue introducido por Leonard Euler en 1743. En este punto, cabe aclarar que en ingenieria
eléctrica se emplea el simbolo j en lugar del introducido por Euler, para evitar confusiones en la notacion
con la variable de la corriente eléctrica.

En adicién, los nimeros complejos se pueden representar de varias formas, algebraica, polar, exponencial
y trigonométrica. Estos niimeros también se pueden representar geométricamente a partir de un sistema
de dos coordenadas perpendiculares, compuestas por una parte real que se representa sobre el eje de las
abcisas y una parte imaginaria que se representa sobre el eje de las ordenadas, tal como se muestra en
la figura 1.12. A este plano se le denomina plano complejo, aunque también se le conoce como plano de
Gauss o plano de Argand [10].

S}
~

Figura 1.12: Plano complejo o de Argand.

De esta manera, todo punto Z; en el plano complejo se puede representar de la misma forma que se
representan los puntos en el plano cartesiano (R?). Cabe resaltar que las propiedades del algebra vectorial
en dos dimensiones son aplicables también a las variables complejas, con excepcién del producto escalar
y vectorial.
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De acuerdo con la figura 1.12, la variable compleja Z; se puede expresar ademas de su representacién
natural de par ordenado mediante las siguientes representaciones analiticas.

= Representacién algebraica o rectangular
Un nimero complejo Z consta de dos partes, una real (a) y una imaginaria (b), y para su represen-
tacion en forma de binomio se utiliza el simbolo j, tal y como se presenta en la ecuacion (1.42).

Z1 = a+jb (1.42)

Es importante mencionar que a y b son nimeros reales, pero para que su representaciéon en forma
compleja sea consistente se requiere de la cantidad unitaria imaginaria j = (0,1) (una forma comin
con la que se conoce a esta cantidad unitaria es j = /—1).

= Representaciéon polar
Un ntimero complejo Z, al igual que en la representacién rectangular, también consta de dos partes,
un moédulo (Z71) y un argumento principal (61), cuya forma se presenta en la ecuacién (1.43).

7y = 7,26, (1.43)

Donde Z; o |Z41]| es la magnitud, norma o médulo del niimero complejo Zi, que es una cantidad
real no negativa; mientras que #; es el argumento principal o dngulo del niimero complejo, y por

convencion es positivo si se mide a partir de la abscisa en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj o CCW?.

= Representacién trigonométrica
Si se aplica la representacion polar a un ntimero complejo y se obtienen sus partes real e imaginaria
a partir de las funciones trigonométricas dadas en la ecuacién (1.3), se obtiene la representacién de
las ecuaciones (1.44) y (1.45)%, respectivamente:

VAR WAVALL
= 71 (cos by + jsinby) (1.44)
Zl = Zl COS (91 +jZl sin (91 (145)

= Representaciéon exponencial
A partir del teorema de Taylor algunas funciones elementales son deducidas. En particular, al
expandir las partes real e imaginaria de la ecuacién (1.44) aplicando la serie de Maclaurin para
ambas funciones de 6, y con Z; = 1, se logra deducir la ecuacion (1.46), que también se conoce como

la formula de Euler. cos + jsinf = ei° (1.46)

Cuando la formula de Euler es evaluada en 8§ = m, se obtiene la conocida identidad de FEuler
(e"™ = —1). Luego, si se aplica la ecuacién (1.46) en (1.45), resulta la representaciéon exponencial
para numeros complejos dada en la ecuacion (1.47).

Zy = Z1e/% (1.47)

CCW: Counterclockwise (sentido antihorario). CW: Clockwise (sentido horario).

SEn algunos textos y documentos se sigue utilizando la notacién CIS (cos § +isin #) en la forma Z; = Zicis 61, por simpli-
cilidad en relacién con la representacién trigonométrica, y por facilidad de mecanografiado con respecto a la representacion
polar.

28



Ejemplo 1.2.1.

Expresar el nimero complejo Z mostrado en el diagrama de Argand de la figura 1.13 en las representa-
ciones de par ordenado (a,b), rectangular (a + j - b), polar (rZ6), exponencial (r - /%), trigonométrica
(rcosf +j-rsinf) y CIS (r cis ).

~

[ —————

Vv Jm
Figura 1.13: Representacién grafica de una cantidad compleja Z.
Solucién

Lo primero que se debe conocer son las cantidades béasicas para la representacién de cualquier cantidad
en un plano.

Parte real — a=NRe{Z} =4
Parte imaginaria — b=Tm{Z} = -3
Médulo — r=abs(Z)=|Z| = Va2 + b2 = /42 + (-3)2=5

Argumento principal — 0 =arg(Z) =tan"! (g) =tan~! (%3) ~ —36.87°

Ahora, con estas cantidades conocidas, se procede a escribir el niimero complejo Z en las representaciones
indicadas:

Zpar ordenado = (47 _3)
Zrectcmgular =4-733
Zpolar = 52-36.87°

—736.87°
Zexponencial =5¢e’

Lirigonométrica = D cos (36.87°) — j5sin (36.87°)
Towis = 5 cis (—36.87°)
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Nota 3: Puede notarse que es posible hallar relaciones entre cualquiera de estas cantidades bésicas
de una representacién compleja empleando las funciones trigonométricas presentadas en (1.3) y el
teorema de Pitdgoras.

a=NRe{Z} =rcosf = b V2 —b?

tan 6
b=Tm{Z} =rsinf = atanf = V/r? — a?
b

r =abs(Z) = Va?+ b2 = a

cosf sinf

o= -t (£) oot () o ()

Lo anterior permite determinar que con dos cantidades basicas se pueden obtener las dos restantes,
sin importar su representacion. De hecho, al observar el diagrama de la figura 1.12 se puede notar
que se trata de un tridangulo rectangulo, por lo que siempre se conoce el &ngulo en uno de sus vértices,
que tiene un angulo recto (£60 = 7/2 rad = 90°).

En general, la resolucién de tridngulos es una de las aplicaciones mas importantes de la trigonometria,
mostrando que cualquier tridngulo puede resolverse si se conocen, al menos, tres de sus elementos,
siendo al menos uno de ellos una de las aristas.

1.2.2. Algunas propiedades y operaciones de los niimeros complejos

A continuacién se describen algunas propiedades y operaciones que se utilizardn en el desarrollo de este
libro. Sin embargo, para el lector que desee profundizar un poco mas en estas propiedades y operaciones,
se sugiere revisar las referencias [10, 11, 12].

= Complejo conjugado
Una de las operaciones de gran relevancia en los cédlculos con nimeros complejos es el conjuga-
do, tal como se muestra en la ecuacién (1.48):

Zy =ay+ jby = Zy1ei%
77 =a1—jby = Zie " (1.48)

= Negativo de un niimero complejo
Al cambiar de signo a Z;, se tiene un desfase de 180°, tal como se muestra en la ecuacién (1.49):

Zy = a1+ jb; = Z,el%
—Z1= —aj—jb = ZjdOr1Em (1.49)

s Igualdad de dos niimeros complejos
En la ecuacién (1.50) se muestran dos nimeros complejos Z; y Za:

Zi= ay+jb = Z1e/%
o= a3+ jby = Zpel® (1.50)
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Para que Z; = Za, se debe las condiciones mostradas en la ecuacién (1.51):

Rectangular: a; =as ; by =bo
(1.51)
Polar: Z1 =725 ; 61 =10,
Multiplicacién
Primero se utiliza la representacion cartesiana de la ecuacién (1.52):
Z3=171-Za= (a1+ jb1)(az+ jb2)
= (alag — blbg) +j(a1b2 + a2b1) (152)
= az+jbs
Ahora, si se utiliza la representacién exponencial, se obtiene la ecuacién (1.53):
Zg = Zl . ZQ = Z1€j91Z26j02
— 3(01+02)
L1z (1.53)
= Z1Z2/(01 + 02)
= Z3/03

Divisién
Aligual que en el caso anterior, primero se presenta la operacién mediante representacion rectangular
de la ecuacion (1.54).

_ 11 __ +4b
Zo=% = win (1.5

Para este caso, con el fin de simplificar la expresién (1.54), se multiplica y se divide por el conjugado
del nimero complejo Zsg, tal como se muestra en la ecuacién (1.42):

T — L1 — (a1tjb1) (az—jba) _ alaz—jalb2+ja2b1—j2blb2
3= Zy  (aatjb2) (az—jba) —jagba+jb2as—;52b3
_ (a1a2+b1b2) +J a2b1 a1b2§

- (1.55)

a1a2+b1bz azbl—albg
aZ+b2 ?> +‘7 aZ+b2 )

Cuando se trabaja esta operacion, por simplicidad se recomienda utilizar las representaciones polar
y exponencial, tal como se muestra en la ecuacién (1.56).

Zg _ % _ ZleJ:‘)l Z1 63(91 02) — Z1 4(01 o 92) (156)

Z2€J92 Z2

Suma compleja
Dados los nimeros complejos Z1 = a1 + jb1 y Zo = ag + jba, se determina que la suma compleja se
muestra en la ecuacién (1.57):

Zs =171+ Zo=as+ jbs = Z3/03 (157)

Esta operacion puede ser facilmente comprobada de forma grafica, tal como se muestra en la figura
1.14.
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(""""":Z*'K
b2
By
bl
.
-

Figura 1.14: Representacién de la suma compleja.

De la figura 1.14 se obtienen las ecuaciones (1.58) y (1.59):

as = aj + az bs = b1 + by
(1.58)

Zs = a3 + jbs = (a1 + a2) + j(b1 + be) Zs = Z3/03
Zsz = /(a1 +a2)* + (b1 + b2)? 63 = arctan (%) (1.59)

Producto de un nimero complejo por su conjugado
En diversas situaciones resulta conveniente operar cantidades solo con sus médulos, y para ello se
puede hacer uso de la ecuacién (1.60).

Ty = (Z1401)(Z14-61) = Z3/(01—61) = Z220° = 7} (1.60)

Cabe mencionar que una desventaja de la resultante de este producto es su no linealidad, lo que
implica multiples resultados y la necesidad de descartar aquellos que no tengan sentido para las
aplicaciones de circuitos eléctricos.

Potencias y raices
Extendiendo la operacion del producto presentada en la ecuacién (1.53) a m nimeros complejos,
obteniéndose la ecuacién (1.61):

Z="71 Do .. :lop= 1651 75e5%2. . 7, 3%
= Z1Z5.. 2,6l 014024 40n) (1.61)
= leg...ZnZ(91 +605+ ...+ Hn)

Luego, si todos los médulos y argumentos en la ecuacién (1.61) son iguales, es decir, que Zy = Zg =
... = Ly, se obtienen las ecuaciones (1.62) y (1.63) que le dan forma al teorema de De Moivre [12],
tal como se muestra en las ecuaciones (1.62) y (1.63):

Z" = Z™(cos(n#) + jsin (nh))

— Znejne (162)

VAT Zl/"(cos(%) —|—jsin(9+2k“))

71/ ,j(0+2km) /n " (1.63)

Para todo £ =0,1,...,n — 1.
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Ejemplo 1.2.2.
Desarrollar paso a paso las operaciones indicadas hasta obtener un resultado para Z.

(V3,1 + (14 + (8)(V3 - 1))
(V2245°)(j1) — (=3 + j1)

Solucién

Aunque se esté operando con nimeros complejos, se debe cumplir con la jerarquia de operaciones de
la aritmética, es decir: paréntesis, exponentes, multiplicacién y divisién (de izquierda a derecha), y por
ultimo la suma y resta de términos (de izquierda a derecha).

(V3,1 + (14+ (j8)(V3 - 1))
7 —
(V2£45°)(51) — (=3 + j1)
(250°) + (14 + j(8v3 - 8))
V2/135° — (=3 + 41)
16¢7120° + (14— j(8V3 - 8))
V2/135° 43 — j1
—8 4 j8¢3 + 14 — j8¢3 + j8
1+ +3 -4

648
2

Z =3+ j4=5/53.13°

Nota 4: Como se menciond previamente, y también se observa en el desarrollo de este ejemplo, para
operaciones relacionadas con el producto de ntimeros complejos (esto incluye ademés de la multiplicacion,
a la division, las potencias y raices), estas se operan con mayor facilidad en representaciones como la polar
y exponencial. Por otra parte, las operaciones relacionadas con la adicién y sustraccién, son més faciles
en representaciones como la rectangular y de par ordenado.

Ejemplo 1.2.3.
Hallar las tres raices ctibicas del ntimero complejo Z = —j27. Luego, interpretar geométricamente esta
respueta.

Solucién
Para la obtenciéon de estas raices, se emplea la féormula presentada en la ecuacién (1.63) para el

teorema de De Moivre, pero antes se convierte a su representacion en forma exponencial, siendo esta,
7 = 27/-90° = 27e=17/2,

Zl/3 —_ Z1/3 . 6j(9+2k71’)/3
_ 971/3 . i /242km)3

= 3.2y ke {0,1,2}
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Luego, sustituyendo el valor de k en la dltima expresion, se obtienen las tres raices para Z, tal como se

muesrtra en la ecuacién (1.65):

k=0 — Zg=3e97/6=3/.30° = 33 _ ;3
k=1 — Z;=3e"?=3/90° = j3
k=2 — Zy=3el"/6=3/150° = _¥ — ;3

(1.64)

Luego, para la interpretacién geométrica de las raices obtenidas, estas se ubican en el plano complejo,

resultando en la figura 1.15.

Lo

—30°

—150°

L

Figura 1.15: Raices de Z = /—727 en el plano complejo.

Es importante notar que, en general, las n raices de un niimero complejo se comportan como vértices
de un poligono regular de n lados, facilitando su ubicacién sobre el plano complejo e interpretacién de

resultados numéricos para cantidades fisicas.

Ademas, con la aplicaciéon de las propiedades definidas en la seccién 1.2.2, se pueden encontrar para-
metros de ecuaciones complejas de forma analitica o grafica, como se presenta en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1.2.4.
Considérese que en la ecuacién compleja (1.65) las cantidades estan dadas en voltios:

540° + 84 — 30° = VaZas (1.65)

Determinar el valor de ag y V3.

» Método analitico: En este método se aplica la identidad de Euler (1.46) y posteriormente se
utiliza la propiedad de igualdad de dos nimeros complejos, tal como se muestra en las ecuaciones
(1.66) y (1.67):

5cos (0°) + 8 cos (—30°) = V3 cos (a3)
5sin (0°) 4 8sin (—30°) = Vi sin (a)

5+ 4v3 = Vzcos(as)
—4 = V3 sin (a3)

(1.66)

(1.67)

Despejando V3 de la primera expresiéon de la ecuacion (1.67) y reemplazandola en la segunda, la
ecuacién (1.68):
_ 4
tan (O[3) = m (168)

Resolviendo la ecuacién (1.68), se tiene la ecuacién (1.69):
as = —18.54° (1.69)

Ahora, reemplazando el valor anterior en cualquiera de las dos expresiones la ecuacién (1.67), se
obtiene que el valor de la magnitud restante es V3 = 12.58 V.

= Método grafico: Este método permite determinar la solucién correcta mediante la construcciéon del
correspondiente diagrama de la ecuaciéon compleja (1.65) por medio del método del paralelogramo,
tal como se muestra en la figura 1.16.

Tﬁm . \ e

Figura 1.16: Representacién gréfica de la ecuacién compleja (1.65).

A partir de la figura 1.16, se pueden determinar V3 y oz mediante el uso de la ley de cosenos y la ley de
senos, tal como se muestra en las ecuaciones (1.70) y (1.71), respectivamente.

V2 =52 + 8% — 2(5)(8) cos(150°)

= V3=1258V (1.70)
Vs 8
sin(150°)  sin(ag)
= a3 =18.54° (1.71)

Teniendo en cuenta que el argumento principal de V3 en la figura 1.16 se ubica por debajo del eje real,
entonces el valor correcto del angulo serfa as = —18.54°.
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Ejemplo 1.2.5.
Encontrar los valores de la magnitud V; y el argumento ao de la ecuacion compleja que se muestra en la
ecuacién (1.72), dada en voltios, utilizando los dos métodos vistos anteriormente.

V167" 4 80672 = 120e73"° (1.72)
Solucion

» Método analitico: Aplicando la identidad de Euler, tal como se muesra en la ecuacién (1.73):

V1 cos (0°) + 80 cos (az) = 120 cos (30°)

Vi sin (0°) + 80sin (o) = 120 sin (30°) (1.73)

Vi +80cos (ag) = 603

80sin (az) =60

De la segunda expresiéon de la ecuacién (1.73) se obtiene el valor de ag, y reemplanzandolo luego
en la primera expresion se logra deducir el valor de Vi, tal como se muestra en la ecuacién (1.74).

ap =4859° = V3 =51.01V (1.74)

= Método grafico: Se contruye la representacion grafica en la figura 1.17 de la ecuacién compleja
(1.72).

Wi

Figura 1.17: Representacién grafica ecuacion compleja (1.72).

Mediante el uso de la ley de senos, se obtienen los valores de la magnitud V; y dngulo as en la ecuacién

(1.75)
120 80

sin (8)  sin (30°) (175)

5= 48.59° X
] 180° —48.59° = 131.41°
De acuerdo con la figura 1.17, el valor del angulo g = 131.41°, por ende, g = 180° — 8 = 48.59°. De
esta manera, aplicando el criterio de suma de angulos internos de un triangulo, se obtiene el valor de
1 = 18.59°, tal como se muestra en la ecuacién (1.76):

sin(l‘gl.59°) = sin???oo) = V1 =5101V (1.76)
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Ejemplo 1.2.6.
Encontrar los valores de la magnitud I y el d&ngulo § de la ecuacién compleja que se muestra en ecuacion
(1.77). Considere todas las magnitudes en amperios.

L/ — 30° 4 5048 = 20/40° (1.77)

Solucién
» Método analitico: Se plantean las expresiones de las ecuaciones (1.78) y (1.2.2).

I cos (—30°) 4 50 cos (0) = 20 cos (40°)

I sin (—30°) + 50sin (§) = 20 sin (40°) (1.78)

50 cos (6) = 20 cos (40°) — I1 cos (30°)
50sin (0) = 20sin (40°) + I; sin (30°)
50% = 202 — 4014 cos (30°) cos (40°) + I + 401 sin (30°) sin (40°)
I? + 4014 (sin (30°) sin (40°) — cos (30°) cos (40°)) — 2100 = 0 (1.79)
De la ecuacién (1.79) se obtiene la solucién y se muestra en la ecuacién (1.80):

53.17 A
h= { —3949 A x (1.80)

Reemplazando el valor de I; en cualquiera de las expresiones de la ecuacién (1.78), se obtene la ecuacién
(1.81):
d =127.92° (1.81)

» Método grafico: A continuacion, se realiza una representacion grafica de ecuacién compleja (1.77),

y se muestra en la figura F1.5.
AJTJm

\r’;ﬁ
el

Figura 1.18: Representacién grafica de ecuacién compleja (1.77).

Mediante el uso de la ley de senos se obtiene el valor de ¢ y § en las ecuaciones (1.82) y (1.83), respecti-

vamente.
50 20

sin (70°)  sin (¢)
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¢ = 22.08° (1.82)
§ = 180° — 30° — ¢ = 127.92° (1.83)

Aplicando el criterio de suma de dngulos internos de un tridngulo, se obtiene el valor de A = 180°—70°—¢ =
87.92°. De esta manera, aplicando nuevamente ley de senos, se obtiene la ecuacién (1.84):

50 I
= 1.84
sin (70°)  sin (87.92°) (1.84)
I =53.17 A (1.85)

Ejemplo 1.2.7.
Hallar los valores de V; y 0 para el circuito de la figura 1.19. Considerar las unidades de las magnitudes
dadas en voltios.

1
L |

V1£30° +

_.I_
5046 @ 20£60°

Figura 1.19: Circuito eléctrico del Ejemplo 1.2.7.
Solucién

» Método analitico: Aplicando la sequnda ley de Kirchhoff, se obtiene la ecuacién compleja (1.86):
5026 = V1.£30° + 20./60° (1.86)

Ahora, utilizando la identidad de Euler, se obtiene la ecuacién (1.87):
50 (cos(8) + jsin(f)) = Vi (cos(30°) + jsin(30°)) + 20(cos(60°) + 7 sin(60°)) (1.87)

Separando la ecuacién (1.87) en componentes real e imaginario, se presenta el sistema de ecuaciones
en variable real, tal como se muestra en la ecuacién (1.88).

{ 50 cos(#) = V1 cos(30°) + 20 cos(60°)

50 Sin(@) =W Sin(30°) + 20 Sin(GOO) (188)

Elevando al cuadrado cada ecuacién de la ecuacién (1.88) y suméndolas, se obtiene la solucién en
la ecuacién (1.89):

V2 + 40 (cos(30°) cos(60°) + sin(30°) sin(60°)) Vi 4 20% — 502 = 0

Vi=—-6631Vx V;=3L67V/ = 0=4154° (1.89)
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= Método grafico: Se realiza el diagrama fasorial de la figura 1.20, correspondiente a la ecuaciéon

(1.86):

~

Figura 1.20: Representacién grafica de la ecuacién (1.86).

Posteriormente, se calcula la tensién V7 mediante la ley de cosenos, tal como se muestra en la ecuacién

(1.90):
v = 180° — 60° 4 30° = 150°

B= 6-30°
50% = V2 + 202 — 2(V7)(20) cos(150°)

Los valores obtenidos para V] se muestran en la ecuacién (1.91).

31.67V
Vi= { —66.31 V x

Finalmente, el dngulo 6 viene dado por la ecuacién (1.92):
202 = V2 4 502 — 2(V1)(50) cos(6 — 30°)
B =6—30°=11.54°

= 0 = 41.54°
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1.3. Ejemplo de aplicacién

Ejemplo 1.3.1.

Suponga una linea monofésica de distribucién de energia de baja tensién a 120 voltios (este valor se encuentra
clasificado en Colombia en [13]). Esta linea se puede modelar solo con una resistencia y una inductancia (R = 0.48 Q2
y L = 0.65 mH), y como se muestra en la figura 1.21, esta alimenta en cierto momento de su operacién una falla
puramente resistiva en el nodo de carga y cuya corriente medida es 7 yq114(t) = 200 cos(1207t) A.

U fuente (t) i_@

Figura 1.21: Modelo con parametros concentrados de una linea de baja tensién.

Se requiere conocer la amplitud de la tensién de régimen permanente recibida por la carga durante el evento de
falla (Vearga), sabiendo que la tensién suministrada por la fuente es vfyente(t) = 120 cos(120mt 4 6) V. Considere
solo la naturaleza resistiva de la falla, ignorando los parametros de la carga.

Solucién Primero se obtiene una ecuacién a partir de la sequnda ley de Kirchhoff para el circuito de la figura 1.21,
obteniéndose la ecuacién (1.93):

Ucarga(t) + Rifalla(t) + L%;a(t) = VUfuente (t)
Vearga cos(wt) + RIfqi1q cos(wt) + L% (Ifatia cos(wt)) = Viyente cos(wt + 0)

Vearga cos(wt) + R ¢ai1q cos(wt) — wLl faiiq sin(wt) = Viyente cos(wt + 6)

= (‘/cm’ga -+ RIfalla) cos(wt) — wLIfa”a sin(wt) = Vfuente COS(wt -+ 9) (193)

Puede notarse que todos los términos de la ecuacién (1.93) contienen una funcién cos (wt) o sin (wt), lo que implica
que es posible encontrar una representacion mas simple para obtener Ve, gq. Para ello, se expande la funcién coseno
de vfyente(t) usando la ecuacién (1.5), obteniéndose la ecuacion (1.94).

(‘/;arga + RIfalla) - WLIfalla = Vfuente COS(Q) - Vfuente Sln(o) (194)

Donde las ecuaciones (1.95) y (1.96), corresponden a las expresiones independientes.

— ‘/carga + RIfalla = Vfuente COS(G) (195)

— WLIfalla = Vfuente Sin(@) (196)
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Por tltimo, se resuelven ambas ecuaciones iniciando con el valor de la fase € a partir de la ecuacién (1.96),
y luego se sustituye este valor en la ecuacién (1.95) para calcular la amplitud de la tensién de régimen
permanente recibida por la carga durante el evento de falla (Vearga)-

. 1 (wLI - . .
0 — sin 1<w falla.) — <in 1(1207701.38m200> —~ P =241°

fuente

Vearga = Viuente c08(0) — Rl a1 = 120 cos(24.1°) — 0.48 - 200

. Vearga = 13.54 V

Sin embargo, para representar de forma simple esta ley de Kirchhoff de tensiones, vale la pena repasar
la ecuacién (1.7) y la Nota 2 del primer ejemplo de este capitulo. De aqui, se observa que las funciones
cos (wt) y sin (wt) son ortogonales, y que ademds la funcién coseno adelanta a la funcién seno en
90°, formando una base para la visualizacién de estas funciones en un plano en R? de la figura 1.22
similar al plano complejo mostrado en la figura 1.12. Ademaés, merece recordar que los niimero reales
son un subconjunto de los nimero complejos (R C C), por lo que no es extrafio separar los términos
independientes para las coordenadas ortogonales cos(wt) y sin(wt).

— sin(wt)

— cos(wt)

Blhene = VATT B

sin(wt)
Figura 1.22: Ubicacién de un punto en una circunferencia de radio v A2 + B2.
A partir de la informacién obtenida de la figura 1.22, se puede plantear un método alternativo usando

numeros complejos, aprovechando que se pueden diagramar los términos de los ejes ortogonales como si
se tratara del plano complejo, como se presenta en la figura 1.23.

— sin(wt) Jm
Bf----- , A cos(wt) — Bsin(wt) Bf----- w2 = A+ jB
h o //
— cos(wt) ;1 cos(wt) _— ;4 Re
i 4
sin(wt) 41

Figura 1.23: Comparacién del plano de la figura 1.22 con un plano complejo.



Entonces, es posible representar los tres términos de la ecuacién (1.93) como una ecuacién compleja, tal
y como se muestra en la ecuacién (1.97).

(V::aﬂ"ga + RIfalla) +.7 (WLIfalla) = Vfuentele (197)

A su vez, esta ecuacién compleja puede ser representada graficamente como se muestra en la figura 1.24.

Jm

WLIfalla """""""""""""" Vv/'u(tn/(

V/' uente

. > Re
‘/carga + RIf{Lll(l

Figura 1.24: Representacién grafica de la ecuacién (1.97).

De la figura 1.24 se observa que, para el caso especifico del problema planteado la resultante (V fyente)
es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, lo cual permite calcular directamente el valor de Vi4,gq por
medio del teorema de Pitdgoras.

‘/carga + RIfalla = \/Vf2uente - (WLIfalla)2

= Vaargs = \Vsente — @LIfatta)? — Rl ata = /1202 — (1207 - 0.65m - 200)% — 0.48 - 200

. Vearga = 13.54 V

Puede notarse que en ambos casos la amplitud de la tensiéon de régimen permanente recibida por la carga
durante el evento de falla (Vqrgq) presenté el mismo resultado, pero con el método alternativo se logré
resolver el problema de forma maés directa.

En conclusiéon, el método grafico es de gran ayuda para resolver problemas con una mayor combinacion
de variables.
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1.4. Ejercicios propuestos

1. Obtener la funcién f(t) = g(t) + h(t) para las siguientes operaciones. Tenga en cuenta que el resultado
debe mostrarse como una funcién coseno o seno, segun se solicite.

a.
g(t) = 4sin(t), h(t) =3cos(t), [f(t): coseno

Respuesta: f(t) = 5cos(t — 53.1°)

b.

g(t) = 2sin(5t — 60°), h(t) = —/3sin(5t — 90°), f(t) : seno

Respuesta: f(t) = sin(5t)

c.

g(t) =cos(2t+ %), h(t)=—sin(2t+7%F), f(t): coseno

Respuesta: f(t) = ﬁcos(?t + g)

d.

glt) = =5 cos(3t), h(t) =5cos(3t+ ), f(t): seno
Respuesta: f(t) =5 Qsin(gt _ %r)

2. Aplicando identidades trigonométricas, obtener una funcién seno o coseno que represente la respuesta del
elemento de circuito eléctrico solicitado para las figuras 1.25, 1.26, 1.27 o 1.28, segtin corresponda. Aplique
las leyes de Kirchhoff para su solucién.

e I

T va (t)

o] Jo

-

v4(t)

Figura 1.25: Circuito eléctrico propuesto para el Ejercicio 2, literal a.

a. Sefiales conocidas:
v1(t) = 20.0 cos(wt — 60°) V
vo(t) = 10.0sin(wt + 90°) V
v4(t) = 20.0 cos(wt + 60°) V
Obtener vs(t) para f =1 kHz.

Respuesta: vs(t) = 10.0sin(20007t + 90°) V = 10.0 cos(20007t) V
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i3(t)

Figura 1.26: Circuito eléctrico propuesto para el Ejercicio 2, literal b.

b. Senales conocidas:
i1(t) = 5.0 cos(wt + 30°) mA
i3(t) = 5.0sin(wt + 60°) mA
Obtener i2(t) para w = 1000 rad/s.

Respuesta: i(t) = 5.0sin(1000¢) mA = 5.0 cos(1000¢ — 90°) mA

va(t)
- 4
+ +
v (t) |:| D v3(t)
- vs(t) va(t) -
RENN p T - "
L L

Figura 1.27: Circuito eléctrico propuesto para el Ejercicio 1.26, literal c.

c. Senales conocidas:
va(t) = 8.2sin(wt + 45°) kV
v3(t) = 4.5 cos(wt + 32°) kV
v4(t) = 3.8sin(wt — 100°) kV
v5(t) = 7.0 cos(wt + 84°) kV
Obtener v;(t) para w = 377 rad/s.

Respuesta: v1(t) = 14.7sin(377t + 170.2) kV = 14.7 cos(377t + 80.2°) kV
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Z'2(15) i4(t)

Figura 1.28: Circuito eléctrico propuesto para el Ejercicio 2, literal d.

d. Seiiales conocidas:
i1(t) = 1.2sin(wt + 16°) A
i2(t) = 3.2sin(wt + 28°) A
i4(t) = 2.6 cos(wt + 104°) A
Obtener i3(t) para f = 50 Hz.

Respuesta: i3(t) = 1.0sin(1007¢ + 147.5°) A = 1.0 cos(1007t + 57.5°) A

3. Desarrolle paso a paso las operaciones indicadas a continuacion y exprese los resultados en forma
de par ordenado (a, b), rectangular (a + j - b), polar (r£#), exponencial (7‘ . eje) y trigonométrica
(rcos@ +j-rsind).

a.

Respuesta: 14 — 550
b.

[(3+j9)(5+j10)(9—j7)] *
5(3+46)

Respuesta: (30, 20)

c.
10£30° — 3e71%5° + (4, —7)(3 + 58)

Respuesta: 80 cos(10°) + j80sin(10°)

d.

- V/2conj(3+j4
(345) = T

Respuesta: 2/7/4

4. Encontrar las incégnitas que se muestran en las ecuaciones complejas, utilizando los dos métodos
vistos en este capitulo.
a.
5040 = 1/30° + 20£60°

Respuesta: [ = 31.7, 6 = 41.5° 45



100£0° + AZ60° = 17346

Respuesta: A =100, ¢ = 30°

25/ + 15/ = 30£0°

Respuesta: o = —30°, 5 = 56.3°

Respuesta: X =Y =80

5. Para el circuito que se muestra en la figura 1.29, encontrar los valores de V; y 6.

V1 Z45°V +
_|_

10020 V@ 50/70° V

Figura 1.29: Circuito eléctrico propuesto para el Ejercicio 1.4.

Respuesta: Vi =52.4V, = 57.2°

6. A partir del procedimiento presentado en el Ejemplo 1.1.2, obtenga una expresién para calcular
la tensién v(t) en el circuito de la figura 1.30. Considere que i1 (t9) = 0, para la soluciéon que
debe ser planteada en régimen permanente.

+

Iy, cos (wt) G) v(t) § R EL —

- Yin(®) Vi) yic(t)

Figura 1.30: Circuito eléctrico RLC paralelo.

Luego, calcular la senal resultante de v; para los valores asignados: ig(t) = 4 cos(200t) A, R =5 (2,
L =100 mH, y C =500 pF.

46
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1.5.

Ejercicios de introduccién al diseno

. Observar el circuito eléctrico de la figura 1.25, de la seccién 1.4. Se solicita establecer las

funciones para vy (t), vs3(t) y va(t), tales que la respuesta de vo(t) sea igual a 12sin(100¢ + 30°)
voltios. Para el establecimiento de las funciones para las tensiones solicitadas debe considerar
que ninguna de las amplitudes supera los 5 voltios.

. Observar el circuito eléctrico de la figura 1.28, de la secciéon 1.4. Se solicita establecer las

funciones para i1(t), i2(t) e i3(t), tales que la respuesta de i4(t) sea igual a 0 amperios. Para
el establecimiento de las funciones para las corrientes solicitadas debe considerar que todas las
fases son diferentes.

. Disefiar un circuito eléctrico con configuracion mixta, tal que emule el comportamiento repre-

sentado en la figura 1.7, de la seccién 1.1.
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Capitulo 2

Método Fasorial



2.1. Definicion del método fasorial

El método fasorial se usa para el andlisis de circuitos lineales invariantes con el tiempo, excitados a
partir de fuentes sinusoidales de la misma frecuencia. El método practicamente es una transformaciéon que
implica trabajar con cantidades complejas en el dominio de la frecuencia, el cual es méas facil que trabajar
en el dominio del tiempo.

La palabra fasor se incluyé deliberadamente en ingenieria para reemplazar la palabra wvector, con la
finalidad de reservar esta tltima palabra para campos electromagnéticos [14]. Es importante aclarar que
el fasor es una construccién mental, algo conceptual, donde la corrrespondiente cantidad fisica a medir
corresponde a una sefial en régimen sinusoidal permanente .

Lema 2.1.1. Sean Fy(t) y Fao(t) dos funciones complejas del tiempo, K1 y Ko dos constantes reales, se
tiene que:

Ne [K1F1 (1) + KaFa(t)] = K10e [Fy(1)] + K29Re [Fo(t)] (2.1)

donde Re [F(t)] indica “parte real de” F(t), e Im[F(t)] indica “parte imaginaria de” F(t).

La demostracion de este lema es inmediato y resulta de la representacion rectangular de Fi(t) y
Fo(t) y la aplicacion de la propiedad de suma de complejos establecida en el Capitulo 1.

El lema 2.1.1 permite ver la aplicacién de dos principios de los circuitos eléctricos en régimen perma-
nente: la linealidad y la superposicion.

También, a modo de simplificacién, la tabla 2.1 muestra la relacién entre ambos dominios tratados en
este libro basado en lo mostrado en el lema 2.1.2 para diferentes representaciones.

Representacion temporal | Representaciéon fasorial
a(t) = Acos(wt + ¢) A=AsZp
dalt) — _w Asin(wt + ¢) jwh = wAZ(¢+ T)
Jt o a(t)dt = 2 sin(wt + ¢) LA=1A/(¢-7%)

Tabla 2.1: Representaciones entre dominios de una senal eléctrica sinusoidal.

Noétese de la tabla 2.1 que en A el factor de la funcién e/*“! es suprimido y la frecuencia no se muestra
explicitamente. Esto se debe a que el fasor A depende de la frecuencia w, cuyo valor es constante en régi-
men permanente, y por tal razoén el dominio fasorial también es conocido como el dominio de la frecuencia.

!Para una mayor comprensién del término fasor y sus origenes, se recomienda revisar las referencias [8, 14, 15].
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Lema 2.1.2. Sea A un nidmero complejo con representacion exponencial A = Ae?.
Se tiene que:

dRe [Ae/t] = LRe Aej%j“’t}

— dore Aej(wt+¢)}

= % (Acos (wt + ¢))

= —wAsin (wt + @)

= wAcos (wt + ¢+ m/2)
wARe {ejmej(wtw)
= Re {ijej(“Hd’)]
= Re [ijej"Jt]
= Re |4 Acl]

SR [Aeit] dt = [* e |Aciteiet] dt
= J' o Re [AcTtH0)] gt
= [* (Acos (wt + ¢))dt
= L Asin (wt + ¢)
= %cos (wt+ ¢ —7/2)
= Age [efjfr/zej(ww)} (2.3)
— Re [ =L Aej(wt+¢)]
= Re J%Aej“’t]
= Re |[1 Aeltdt]

En resumen, a partir de las ecuaciones (2.2) y (2.3), se puede notar que:

%g{e [Aejwt} = Re [thej‘”t] = Re [ijej”t} (2.4)

t ) t ) A
/ Re [Acl!| dt = Re [ / Ae”’tdt} = Re {,63"”} (2.5)
—00 Jw

—00
De igual manera, es importante considerar que estos nimero complejos satisfacen diversas propiedades,
como la igualdad, que corresponde al lema 2.1.3, que facilita la solucién por separaciéon de variables.

Lema 2.1.3. Dados dos nimeros complejos A y B, si cumplen la igualdad expresada en la ecuacion (2.6):
Re [Ae/!] = Re [Be/+"]

VteR (2.6)
Jm [Ae@t] = Tm [Belt]

Entonces A =B y viceversa®.

“Esta propiedad de igualdad también puede ser demostrada usando los médulos y los argumentos de A y B.
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Sea:

v(t) = o () + K 230 4y (1) 4 Ko Lozt (2.7)

Donde K; y K2 son valores reales constantes en la ecuacion (2.7), vi(t) = Vi, sin (wt + ¢1) y v2(t) =
Ving sin (wt + ¢2).

Aplicando los lemas 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3, se tiene la ecuacién (2.8):

vi(t) = Jm [leej‘f’ejm} = Jm [V;e/*!]

i) — 4y [V, = Jm [jwV;e?] (2.8)

d? V2 (t)
dt? dt?

Reemplazando las expresiones de la ecuacion (2.8) en la ecuacién de v(t) en (2.7), se tiene la ecuacién
(2.9):

U(t) =Jm [Vlej“)t] + K1Jm [jleejwt} + Jm [Vzej"Jt] + K9Jm [(jw)QVQijt] (2.9)

Usando el Lemma 2.1.2, se obtiene la ecuacién (2.10), lo cual se puede expresar también como la ecuacién
(2.11):

v(t) = Jm [(V1 + K1jwVy + Vo + Ko (jw)QVg) ej‘“t] =TJm [Vej‘”t] =TJm {Vme¢eth]
(2.10)
V= (14 jwK;) Vi + (1 —w?Ks) Vy = V,,ed®

v(t) = Vi sin (wt + ¢) (2.11)

Por lo anterior, puede confirmarse el teorema 2.1.4.

Teorema 2.1.4. La suma de cualquier numero de sinusoides de la misma frecuencia y de cualquier
numero de sus derivadas de cualquier orden es también una sinusoide de la misma frecuencia.
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Ejemplo 2.1.1.
Sea el circuito que se muestra en la figura 2.1, calcular la tensién vy (t).

— —

+ i i
va(t) vs(t) +

_l’_

n(~) D vi(t)

Figura 2.1: Circuito eléctrico ejemplo 2.1.1.

Donde:
va(t) = 5cos (wt + 20°)
v3(t) = 8sin (wt — 30°)
v4(t) = 10sin (wt + 40°)
Solucién.

Aplicando la Segunda ley de Kirchhoff, se obtiene la ecuacion (2.12):

v1(t) = va(t) + v3(t) + v4(t) (2.12)

Reemplazando los valores de va(t), v3(t) v va(t), se tiene la ecuacién (2.14):
Vin, cos (wt 4+ ) = 5 cos (wt 4+ 20°) + 8 cos (wt — 30° — 90°) + 10 cos (wt + 40° — 90°)
Re [V, e7%€I¥t] = Re [5ej2006j°’t] + Re [Se*juooe]’“t} + Re [106*3'50063'“]
Re [V1e/9] = Re [Voelt] + Re [Vzelt] 4+ Re [V4el+!] (2.13)
Vi=Vo+V3+V, =5220°4 84 —120° 4+ 104 — 50° = 14.72/ — 61.04° V

= w(t) = 14.72 cos (wt — 61.04°) V

Cabe resaltar que el ejemplo también se puede desarrollar usando la funcién seno, el cual debe dar el
mismo resultado con un desfase de +90°, es decir:

vi(t) = 14.72sin (wt + 28.96") V
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Ejemplo 2.1.2.
Considérese el circuito eléctrico de la figura 2.2, donde vg(t) = V;, cos (wt + 6,,). Calcular i(t).

R i(t) L
W
+ vR(t) + v (1) N

us(t) +6) velt) ——C

Figura 2.2: Circuito RLC serie del Ejemplo 2.1.2.

Luego, sustituya en la expresion obtenida los valores asignados: vg(t) = 50 cos(100t) V,R =4 Q,L =
80 mH, C = 2000 uF, y calcule la corriente para el circuito eléctrico RLC serie propuesto. Compare con
la expresion de la corriente eléctrica obtenida en el Ejemplo 1.1.2.

Solucién.
Aplicando la Segunda ley de Kirchhoff, la ecuacién diferencial que describe el circuito con Vo (tg) = 0 se
muestra en la ecuacién (2.14):

vs(t) = Vin cos (wt + 0,) = Ri(t) + LD 4 Lty dt (2.14)

Considerando el valor en régimen permanente de i(¢) como el que se muestra en la ecuacién (2.15), se
obtiene la ecuacién (2.16):

i(t) = L, cos (wt + 6;) (2.15)

Re [Vmej(wt+9v):| = Re |:RIm€j(Wt+9i):| + 4 (g)qe [ijej(Wt+9i):|> +f (9% [%Imej(wurei)b i
Re [Vel“!] = Re [RIe/'] + Re [jwLle’!] 4+ Re {ju%cﬂ@jwt}
Re [Vel!] = Re [(RI+ jwLl + ;1o T)ei!|

V:(R+ij+ﬂ%C)]I:<R+ij—%)H

[= \4 _ Vin 26, _ Vi /0y
Rtj(wl—2) — Rtj(wl-) VR (wL—5)2Ztan—! ((wL— ) /R)

= o (Z”; - i)f (ev ~ tan~! <(wL _ wlc> /R)) (2.16)

Ahora si, al sustituir los valores asignados: V,,, = 50 V,0, = 0°,w = 100 rad/s,R = 4 Q,L =
80 mH, C' = 2000 pF, en la en la expresién anterior, se obtiene que la ecuacién (2.17):

100 - 80m — —a
I= o0 =/ <o° —tan~! ( 1002000“)) =10/ — 36.87° A

1
1
\/42 + (100 - 80m — 1553550,
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= i(t) = 10 cos(100t — 36.87°) A (2.17)

Puede notarse que la respuesta de la corriente eléctrica es la misma a la obtenida en el Ejemplo 1.1.2,
pero el procedimiento usando el método fasorial es mas directo.

2.2. Elementos basicos

En esta seccién, se presentan los diagramas fasoriales® y las relaciones de los elementos basicos de un
circuito pasivo, asi como algunas combinaciones RLC serie-paralelo. Considerando las senales de tension
y corriente v(t) e i(t), con representaciones fasoriales V e I en un circuito eléctrico, sus relaciones son
conocidas como inmitancias®, donde su relacién directa se conoce como impedancia* Z y su reciproco
corresponde a la admitancia Y [18, 19].

2.2.1. Resistencia

Considérese una resistencia®, tanto en el dominio del tiempo, como como su correspondiente impedancia
en el dominio de la frecuencia, tal como se muestra en la figura 2.3 y ecuacién (2.18):

ir(t) Igr
to—p +o———
R R
vr(t) = Vr
-6 .

Figura 2.3: Resistencia en el dominio del tiempo y de la frecuencia.

vR(t) = Rig(t) Vg = Rlg
- 2.18
Zp =12 =Zp/0° =R YR =% =Yrl0° =G (2.18)

2Es un diagrama donde se muestran las relaciones entre fasores para las cantidades de tensién y corriente sobre un plano
complejo. Como complemento, en [16] se presentan algunas definiciones y teoremas que permiten entender las convenciones
que se utilizan en la actualidad para la representacién de fuerzas electromotrices (y corrientes) armonicas.

3El sufijo -ncia se emplea en electricidad por cualquiera de sus dos significados: “cualidad de” que forma sustantivos a
partir de adjetivos, como impedante o capaz (capacidad de); o “accién y resultado de” que forma sustantivos a partir de
verbos como ganar, conducir o inducir.

4El ingeniero Arthur Kennelly presententa en [17] una definicién de este término para un conductor eléctrico, pero esta
hoy en dia se extiende a fuentes, cargas, y otros.

5Aunque en este libro no se haré enfasis en los pardmetros de circuitos, se sugiere revisar los fenémenos asociados e
interpretaciones para cada uno de ellos en [20]. En adicién, aunque sigue siendo relativamente novedoso y no se cuenta con
informacién contundente sobre la memristencia para aplicaciones en CA sinusoidal (enfoque de este libro), en [5, 7, 21] se
puede encontrar més informacién sobre este pardmetro de circuito.
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Donde:

Zg: es la magnitud de la impedancia resistiva [§2] (medida de oposicién que presenta un circuito a una
corriente cuando se aplica una tensién).

Yr: es la admitancia resistiva [U] (inversa de la impedancia).

Gr: es la conductancia resistiva [U] (parte real de la admitancia).

Dado que la tensién en la resistencia es su corriente multiplicada por un escalar (valor del pardmetro
R de la resistencia) éstas dos variables se encuentran en fase, tal como se muestra en el diagrama fasorial
de la figura 2.4.

Vr

Ig

~

Figura 2.4: Diagrama fasorial que representa las variables Vi e Iz para una resistencia.

2.2.2. Inductancia

Considérese una inductancia, tanto en el dominio del tiempo, como su correspondiente impedancia en
el dominio de la frecuencia, tal como se muestra en la figura 2.5 y ecuacién (2.5):

ir(t) I,
to—b Fo—p——
L jwL
UL(t) % — VL |::|_7w
- e -5

Figura 2.5: Inductancia en el dominio del tiempo y de la frecuencia.
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UL(t) = Ldiéit(t) =V = ijHL

Zy = jwL = wL/90° = X1 /90°
(2.19)
Y = gup = wps — 90° = B — 90°

I, =I,/a =V, =wLI,/ (o + 90°)

Donde:

Zr: es la magnitud de la impedancia inductiva [Q].

X1: es la reactancia inductiva® [Q] (parte imaginaria de la impedancia).
Byr: es la susceptancia inductancia [U] (parte imaginaria de la admitancia).

Como puede observarse en la ecuacién (2.19), la corriente atrasa 90° a la tensién. Asi mismo, su
correspondiente diagrama fasorial se muestra en la figura 2.6:

A Tm

VL,
g I

Re
\
[ 4

Figura 2.6: Diagrama fasorial que representa las variables V, e I, para una inductancia.

2.2.3. Capacitancia

Considere una capacitancia, tanto en el dominio del tiempo como como su correspondiente impedancia
en el dominio del frecuencia, tal como se muestra en la figura 2.7 y ecuacién (2.8):

ic(t) = CdliTgt) = Ic = jwC - Ve
Le = sup = wol —90° = XcZ — 90°

(2.20)
Yo = jwC = wC£90° = Bo£90°

Io = IcZa = Ve = 2& 2o — 90°

Donde:
Zc: es la magnitud de la impedancia capacitiva [Q)].

SParte de la historia sobre cémo de adopté oficialmente el término de reactancia por la AIEE (American Institute of
Electrical Engineers) se presenta en [22].
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ic(t) Ic

o +
ve (t) —_— — VC wC

Figura 2.7: Capacitancia en el dominio del tiempo y de la frecuencia.

X¢: es la reactancia capacitiva [Q] (parte imaginaria de la impedancia).
Be: es la susceptancia capacitiva [U] (parte imaginaria de la admitancia).

Como puede observarse en la ecuaciéon 2.20, la corriente adelanta 90° a la tensién. Asi mismo, su
correspondiente diagrama fasorial se muestra en la figura 2.8:

ANATm

Ic

~

\rB
(e

Figura 2.8: Diagrama fasorial que representa las variables V¢ e I para una capacitancia.

2.2.4. Combinacién serie RL

Para la construcciéon de los diagramas fasoriales del circuito de la figura 2.9, se recomienda seguir los
siguientes pasos:

1. Aplicar las leyes de Kirchhoff.

2. Seleccionar una referencia para el circuito’, bien sea una tensién o una corriente a cero grados
sexagesimales®.

3. Construir los diagramas fasoriales® teniendo cuenta los ftems anteriores, asi como los diagramas
fasoriales de los elementos pasivos de las subsecciones 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3.

De esta manera, siguiendo los pasos anteriores se tiene:

"Solo se realiza una vez.

8En la mayoria de los casos se selecciona aquella que comparte la misma tensién o la misma corriente en varios elementos.
9El ntmero de diagramas fasoriales corresponde al nimero de ecuaciones deducidas en el ftem 1.
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Fo—yp ]

e,

Figura 2.9: Circuito serie RL.

1. Aplicando la Segunda ley de Kirchhoff al circuito de la figura 2.9, se obtiene la ecuacién (2.21):

V=Vr+Vg (2.21)

2. Dado que la corriente es la misma en todos los elementos del circuito, se puede establecer como
referencia, tal como se muestra en la ecuacién (2.22):

I=1/0°=1Ip=1 (2.22)

3. Ya que se definié una sola ecuacién en el item 1, solo existird un diagrama fasorial para el circuito
serie RL, el cual se muestra en la figura 2.10.

N

Vi,

\ \ \
[ 4

Vi I=71/0°

Figura 2.10: Diagrama fasorial de un circuito serie RL (Referencia I).

Cabe resaltar que aunque se recomienda la corriente como referencia para la construccién del diagrama
fasorial, se puede seleccionar otra variable, tal como se muestra en la figura 2.11.
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Re
0
Vi v

I

Figura 2.11: Diagrama fasorial de un circuito serie RL (Referencia V).

2.2.5. Combinacién serie RC

Al igual que para el caso anterior, se tienen en cuenta los pasos para la construccién de diagramas

fasoriales.

- O

Figura 2.12: Circuito serie RC.

1. Aplicando también la sequnda ley de Kirchhoff al circuito de la figura 2.12, se obtiene la Eucacién
(2.23):
V=Vr+ V¢ (2.23)

2. Dado que la corriente es la misma en todos los elementos del circuito, se puede establecer como
referencia, obteniéndose la ecuacién (2.24):

I=1/0°=1g=1I¢ (2.24)

3. Solo existira un diagrama fasorial para el circuito serie RC, el cual se muestra en la figura 2.13.

Jm
T VR Re
\ \

7 7
| I=1/0°

Figura 2.13: Diagrama fasorial de un circuito serie RC (referencia I).
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2.2.6. Combinacién serie RLC

I R L
+o——— | L]
+ - + —
Vr \%53 +

Ve |:|—ch
\%

Figura 2.14: Circuito serie RLC.

1. Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito de la figura 2.14, se obtiene la ecuacion (2.25):
V=Vrp+Vc+Vp (2.25)

2. Dado que la corriente es la misma en todos los elementos del circuito, se puede establecer como
referencia, tal como se muestra en la ecuacién (2.26):

T=71/0°=1Ip=1Ic=1f (2.26)

3. El diagrama fasorial para el circuito serie RLC, se muestra en la figura 2.15. Cabe resaltar que para
este diagrama se consider6 X > X¢.

Vi
‘LV('

\ \

\
Ve ' 1= 1s0°

Figura 2.15: Diagrama fasorial de un circuito serie RLC (referencia I).

2.2.7. Combinacion paralelo RL

1. Aplicando la primera ley de Kirchhoff, se obtiene la ecuacién (2.27):
I=1r+1 (2.27)

2. Considerando como referencia el voltaje se tiene la ecuacién (2.28):
V=VZ0°=Vgr =V (2.28)
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e L 2

Figura 2.16: Circuito paralelo RL.

3. El diagrama fasorial correspondiente se muestra en la figura 2.17:

ATm

Ig

-

L~

r 32
~

7 ” 7
VvV =V/A0°
1y,

Figura 2.17: Diagrama fasorial de un circuito paralelo RL (referencia V).

2.2.8. Combinaciéon serie-paralelo
1. Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de la figura 2.18, se obitene la ecuacién (2.29):
Vz= Vg +V

V= Vz+V¢ (2.29)
[= I, +1Ic=1Ig =1

2. Para este caso se establecerd la tension de salida como la referencia, tal como se muestra en la
ecuacién (2.30):

Vo = Vel0° = Vg, (2.30)

3. Graficando de las leyes de Kirchhoff del item 1, se obtienen 3 Diagramas fasoriales, los cuales se
muestran en la figura 2.19.
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3
<

g, Vo = Ve Z0°

Figura 2.19: Diagramas fasoriales de un circuito serie-paralelo.

2.2.9. Dipolo general

Considere una combinacién de elementos RLC, tanto en el dominio del tiempo como su correspondiente
impedancia en el dominio de la frecuencia, segiin la ecuaciéon (2.31) y se muestra en la figura 2.20:

o(t) = fli@)] = V=21

Z=1=Y4=Y2a-p8=22019)

Z = (Req + jXeq) [ (2.31)
¥=t=}s-0[0)

Y=YZ—60=(Geqg— jBeq) [U]

A partir de la diferencia de los d4ngulos a y 3, se muestra a continuacién su relacién con el factor de
potencia (FP):
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i(t) i
+ +
v(t) - \% .

Figura 2.20: Dipolo general en el dominio del tiempo y transformado al de la frecuencia.

» Sif=a—p>0= cos(f) =FP | (en atraso, es decir, I atrasa a V un angulo 6).
» Sif=a—p<0= cos(f) =FP 1 (en adelanto, es decir, I adelanta a V un angulo 0).

A continuacién, se consideraran n dipolos conectados en paralelo en la figura 2.21. Alicando la Primera
ley de kirchhoff, se obtienen las ecuaciones (2.32) y (2.33):

I
to—p e

e M SN N S,

Figura 2.21: Conexién de n admitancias en paralelo.

]I:I[l—l-ﬂg—l-ﬂg—l—...—i-ﬂn

I=Y1Vi +YoVy 4+ Y3V +...+Y,V,

T=V(Y1+ Yo+ Ys+...+Yn) (2.32)
[=V> Y,
=1
Yo-2-3y, (2.33)
eq—V—i:1 i .

La representacion circuital de Y., se muestra en la figura 2.22.

64



B

e,

Figura 2.22: Admitancia equivalente de los cuadripolos de la figura 2.21.

Donde su partes real e imaginaria se concen como conductancia y susceptancia equivalentes, las cuales se
muestran en las ecuaciones (2.34) y (2.36), respectivamente:

Geq = Z Gz (234)
=1

Beq = ZBZ (235)
i=1

La corriente en el dipolo k-ésimo de la conexién en paralelo viene dada por la Expresién (2.36):

Yy
Y

Y
.

eq Z”: y, (2.36)
=1

I =Y,V =1

n

De la ecuacion (2.36), la expresion Yy / (Z Yi> corresponde al divisor de corriente complejo. Indicando
i=1

que la corriente que entra a una conexién en paralelo se divide proporcionalmente a cada admitancia. Asi

mismo, en la figura 2.23 se consideran n dipolos conectados en serie, se utiliza la Sequnda ley de Kirchhoff,

se obtienen las ecuaciones (2.37) y (2.38).

I 74 Lo 73 a I

Figura 2.23: Conexién de n cuadripolos en serie, junto a su impedancia equivalente en los terminales a y
b.
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V=V +Vo+V34+...4+V,
V=171 + 1oZo + 1373 + ... + [ Z, (2.37)

V=WZ1+Zs+Z3+...+Zy)

A%
Zeq:i

n
= Zi=Reg+ jXeq (2.38)
=1

Asi mismo, la impedancia equivalente se puede representar como se muestra en la figura 2.24, donde sus
partes real e imaginaria corresponden a la resistencia y reactancia equivalentes, las cuales se muestran en
las ecuaciones (2.39) y (2.40), respectivamente:

I

PN

JXeq

_

Figura 2.24: Parte real R., e imaginaria R., de la impedancia equivalente Z,.

Req = ZRz (239)
=1

Xeg=>_X; (2.40)
=1

La tension del dipolo k-ésimo de la conexién serie viene dada por la ecuacién (2.41):

Vi = IZg = V= Vb
=1

n
De la ecuacion (2.41), el factor Zy/ Z Z; corresponde al divisor de tensidn complejo, indicando que la
L . .’ . Z:1 . . . . .
tension aplicada en una conexiéon serie se divide proporcionalmente a cada impedancia.
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2.3. Representacién de una funcién compleja V(¢)

Se tiene una funcién compleja V(t), tal como se uestra en la ecuacion (2.42):

V(t) = Vipellel®t = yelvt (2.42)

Si se evalta esta funcién en t = 0, se obtiene la ecuacién (2.43):
V(0) = Vipe?® (2.43)

En matematicas, 6 debe estrictamente estar en radianes, especialmente si se ejecutan calculos instantaneos,
pero como representacién se puede aceptar 6 en grados sexagesimales. En un instante de ¢ = t; se tiene
la ecuacién (2.44):

V(t1) = Vie?e!t = Vel (0wt (2.44)

La posicién de V(t) en el instante t = t1, se obtiene girando el fasor en la posiciéon ¢ = 0 un dngulo wt;.
De la misma manera se procede para los demas instantes como se indica en la figura 2.25.

V(tl) AN
: V(0)
) (N i
U( 1)5 (:;)2 Vm E’U(O)
! f !
) ; ") ) )
(t2)!V,
V()

Figura 2.25: Posicién en el plano complejo de fasor V(¢) en los instantes 0, ¢1 y to.

Por lo tanto, se tiene un vector de modulo V;;, que gira con una velocidad angular w en el sentido positivo
trigonométrico. A este "vector giratorio" V(¢) se le conoce con el nombre de fasor. Se acostumbra llamar
fasor al complejo V que corresponde a V(t) evaluado en el instante ¢ = 0. Obsérvese que para t3 = 27 /w,
tal como se muestra en la ecuacién (2.45).

V(t3) = Ve 02 = v 079 = v(0) (2.45)

Si para un ntmero suficiente de instantes se grafica la componente vertical de V(¢) contra el tiempo
(en la figura 2.25 se indican tres puntos: v(0), v(¢1),v(t2), se obtendra la figura 2.26:
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to

~

t1

~+
w0
~

Figura 2.26: Representacion instantdnea de V(t).

A partir de t3, la senal se repite indefinidamente, por lo que a t3 se le denomina periodo de la senal, y
que corresponde a T'; tal como se muestra en la ecuacién (2.46).

T:21_ 2r 1

== F (2.46)

Claramente la funcién de la figura 2.26 corresponde a la ecuacién (2.47), cuyo procedimiento de obtencién
se muestra en la ecuacién (2.48):

v(t) = Vi sin (wt + 6) (2.47)

v(t) = Im[V(1)] = Im [Ved 0]
v(t) = Jm [V, cos(wt + 0) + j sin(wt + 6)] (2.48)

v(t)

Vin sin(wt + 6)

La representacién de las funciones complejas que intervienen en un andlisis determinado es lo que se
conoce como diagrama fasorial; por lo tanto, el instante escogido para representarlas es t = 0. Con el fin
de ampliar lo explicado en las subsecciones anteriores, a continuacién se presentan algunos ejemplos:
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Ejemplo 2.3.1.
Considérese el circuito de la figura 2.27, calcular Vg.

4Q 80
—: * T II—II _
+ \Y
24/60°V @ @ j6Q B |:| -4

Figura 2.27: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.1.

Solucién
Para la solucién del circuito 2.3.1 se utilizaran los siguientes dos métodos circuitales.

s Corrientes de malla.

> Viratiaa =0
—24/60° 4+ 414 + j6 (HA — ]IB) =0
(2.49)
(44 j6) Iy — j6l = 24/60°
ZVMallaB =0
8lp + (—j4)Ip + j6 (Ip —1a) =0
(2.50)
—j6la + (8 +42)Ip =0
Las ecuaciones (2.49) y (2.50) pueden expresarse en la forma matricial de la ecuacién (2.51):
(4+j6) —j6 I 24./60°
. . = 2.51
—j6  (8452) Ip 0 (2:51)
Donde su solucién se muestra en la ecuacién (2.52):
Iy 2.499./29.04°
= A (2.52)
Ip 1.818£105°
Ademas, la tensién solicitada Vg se muestra en la ecuacién (2.53):
Vr= 8Ip
(2.53)

Vi = 14.544/105° V
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s Teorema de Thévenin.
Para el calculo de la tension de Thévenin YV, considérese el circuito de la figura 2.28. Esta tension
se obtiene mediante un divisor de tension y se muestra en la ecuacién (2.54):

Vpp = 24260° 8% = Vpy, = 19.97/93.69° V (2.54)
40
+ o
Vrn

_.I_
24./60° @ 760 D 49

Figura 2.28: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.1 para el calculo de V.

Para el cédlculo de la impedancia de Thévenin Zry,, considérese ahora el circuito de la figura 2.29.
El valor de esta impedancia se muestra en la ecuacién (2.55):

Zrn = —jA+ 155 = Zgn =3.514 - 37.87° Q (2.55)
40 Lo
1

760 D 549

Figura 2.29: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.1 para el célculo de Zry,.

Para el cédlculo de la tension Vg se aplica el divisor de tensién de la ecuacién (2.56) al circuito de
la figura 2.30, el cual corresponde al circuito equivalente de Thévenin.

Vg = VThﬁ = Vg = 14.544/105° V (2.56)
Lt
]
L 1
+

e -

Figura 2.30: Circuito equivalente de Thévenin del Ejemplo 2.3.1.
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Ejemplo 2.3.2.
Considérese el circuito de la figura 2.31, calcular vy ().

10

N
dcos(2t) A Q}l(t) 1f T 201 (t) 1H

Figura 2.31: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.2.

Solucién.
Transformado el circuito al dominio de la frecuencia se obtiene la figura 2.32.

Figura 2.32: Circuito eléctrico de la figura 2.31 transformado al dominio de la frecuencia.

Se utilizaran los siguientes dos métodos circuitales:
= Potenciales nodales.

Aplicando la Primera ley de Kirchhoff en los nodos A y B, obteniendose las ecuaciones
(2.57) y (2.58), respectivamente:

ZHNodoA =0

—a00+Ya 4 Bazde) 1/ 900 =0

_ (2.57)
Vg =14 754=4.123475.96° V
ZHNodoB =0
(Va—Vp) o, V _
_A_ijB+14—90 + 15 —2V1i=0 (2.58)

—jVa+ VB + 185 — 2V = 1£90°

—(2+5)Va+ {15 Vs = 1290°
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Reemplazando el valor de Vg de la ecuacién (2.57) en la ecuacién (2.58), se obtiene Vi y v1(¢t) en las
ecuaciones (2.59) y (2.60), respectivamente:

Vy =V, =1/143.13° V (2.59)
v1(t) = cos (2t +143.13°) V (2.60)

s Teorema de Thévenin.
Para el calculo de Vpp, se tiene el circuito de la figura 2.33:

2V, 720

Figura 2.33: Circuito equivalente de Thévenin del Ejemplo 2.3.2.
Para la solucién de este nuevo circuito, también se aplicara el método de potenciales nodales, tal
como se muestra en las ecuaciones (2.61) y (2.62):

ZHNodoz =0
—a200+ Y= 12— 90° =0 (2.61)

Z HNodoy =0

_(Va—Vy) _on° Vy _
) 414 - 90° + 5 —2V1 =0 (2.62)
Teniendo en cuenta que Vi = V., las ecuaciones (2.61) y (2.62) pueden expresarse en forma matricial

en la ecuacién (2.63):

1 -1 \ —(1+474)
. . = . 2.
l —(2+47) (0.2+30.6) ] [ Vy 1 l J (2.63)
De donde se obtiene su solucién y se muestra en la ecuaciéon (2.64):
Ve | | 1.2126£157.1663°
[ Vy ] N [ 4.4721/91.5074° ] v (2.64)
La tension Vp, se muestra en la ecuacién (2.65):
Vrn = 1.2126£157.1663° V (2.65)

Normalmente, para obtener la impedancia de Thévenin Zry, se hacen cero las fuentes independientes
y se obtiene la impedancia equivalente a partir de los terminales indicados; sin embargo, dado
que el circuito de este ejemplo tiene una fuente dependiente, se requiere encontrar la corriente de
cortocircuito? I, en el circuito de la figura 2.34.

%A esta corriente también se le conoce como corriente de Norton.
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14 —90°A

Figura 2.34: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.2 para el cdlculo de Zgy,.

Para la solucion del circuito de la figura 2.34, también se aplicara el método de potenciales nodales, tal
como se muestran en las ecuaciones (2.66) y (2.67).

Z ]INodoa =0

—420° + Lo + Te=00 12— 90° =0 (2.66)

Z ]INodob =0

_ (Va:ij) +1/—90° + 1%,2 —2V,=0 (2.67)

Teniendo en cuenta que V, = 0, se tiene I,. en la ecuacién (2.68):

Vy= 1.5+40.55 = 1.5811/18.4349° V

(2.68)
Isc = 3.5+ 0.5 =23.5355,8.13° A
Para obtener Zy, se tiene en cuenta el Vpp, y Ig. en la ecuacion (2.69):
Ly = b = L20EITI005 — (.3439/149.036° Q (2.69)

Con el fin de determinar V7, se obtiene el circuito equivalente de Thévenin que se muestra en la figura

2.35.

Ly,
1
I—l +

+ .
Vru Vi | (59

Figura 2.35: Circuito equivalente de Thévenin del Ejemplo 2.3.2.
Aplicando un divisor de tensién, la tensién v () viene dada por la ecuacién (2.70):
J

Vi=V
1 ThZTh

- =1/143.1° V
J

v1(t) = cos (2t + 143.1°) V (2.70)
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Ejemplo 2.3.3.
Para el circuito de la figura 2.36, determinar la tensién ve(t) usando el método de corrientes de malla y

el teorema de Thévenin.

50
— NN
i1(t)
2H 5H

1F—— welt)

10 cos (26)V f@ 301 (1)

Figura 2.36: Circuito eléctr-ico del Ejemplo 2.3.3.

Solucion.
Para la soluciéon del ejemplo 2.3.3, se transforma el circuito al dominio de la frecuencia, tal como se

muestra en la figura 2.37.

5Q

+
10£0°V @

Figura 2.37: Circuito eléctrico en el dominio de la frecuencia para el Ejemplo 2.3.3.

Dado que entre la malla A y B hay en comtn una fuente de corriente, se tendra en cuenta una supermalla,

tal como se muestra en la ecuacion (2.71):

= Corrientes de malla:

Z VSupermalla =0

—10£0° + j4 (TIa — o) + 510 (Ip — ) — j205 = 0

(2.71)
GAL4 + j8Ip — j14lc = 10£0°
Z Virailae. = 0. Esta trayectoria cerrada se muestra en la ecuacién (2.72):
5lc + j10 (I — Ip) + j4 (Ic —I4) =0
(2.72)

—jALy — j10I5 + (5 + j14) [ = 0
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La ecuacién de la fuente de corriente en funcién de las corrientes de malla I4 e Ip se muestra en la
ecuacién (2.73):

(Ip —1I4) =30 = 3l¢
(2.73)
—I4+1Ig—-3Ic=0

Las ecuaciones (2.71), (2.72) y (2.73) pueden organizarse en forma matricial como se muestra en la
ecuacion (2.74):

j4 48 —j14 T4 10£0°
—j4 —j10 (5+414) | | 15 | = 0 (2.74)
1 1 -3 Ic 0

Donde su solucién se muestra en la ecuacién (2.75):

Ta 2.11127/ — 121.73°
Ip | = 3.3347/30.03° A (2.75)
Ic 1.7633240.91°

Entonces, la tensién solicitada ve(t) se muestra en la ecuacién (2.76):
Vo= —j2Ip
Vo= 6.6692 —59.97° V (2.76)

= vo(t) = 6.669cos (2t — 59.97°) V

s Teorema de Thévenin.

Para la solucién del circuito de la figura 2.38, se utilizard el método de potenciales nodales
para hallar V7. Asi mismo, se tienen las ecuaciones (2.77) y (2.78), que corresponden a la Primera
ley de Kirchhoff en los nodos z e y, respectivamente.

5Q

+
1020°V @ Vrn

Figura 2.38: Circuito equivalente de Thévenin para el Ejemplo 2.3.3.
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Z ]INodoz =0

1 1 \Y 10—V __ 10
(i + 7o) Ve = S0 -3 (0 ) = 8 (277)

—j0.35V, + (0.6 + j0.1) Vpp, = 6 — j2.5

Z ]INodoy =0

(10-V7p) (Vo—Vrn) _ 0

5 710

(2.78)
(0.2 — j0.1) Vo, + 0.1V, = 2
A partir de las ecuaciones (2.77) y (2.78), se obtienen Vp, y V, en las ecuaciones (2.79) y (2.80):
—j0.35 (0.6 +50.1) v, 6— j2.5
= (2.79)
j0.1 (0.2—350.1) | | Vo p

Ve 10

= % (2.80)
N 10

Otra forma para determinar la impedancia de Thévenin Zpp en presencia de fuente dependientes es
utilizando una fuente de prueba de valor 1£0° en los terminales indicados y haciendo igual a las fuentes
independientes, tal como se muestra en la figura 2.39:

Figura 2.39: Circuito eléctrico ejemplo 2.3.3 para el cdlculo de Zry,.

Para la solucién del circuito de la figura 2.39, también se aplicard el método de tensiones nodaltes en las
ecuaciones (2.81) y (2.82).

Z ]INodoa =0

(0-Va) (Vo1) _
— ) a4 Y — 0

(ot sh) % =3(054) = 21

Vo = 0.2857 — j1.7143 = 1.73794 — 80.5376° V
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Z ]INodob =0

U7 (5

510 5
(2.82)
I, = 0.378232 — 10.886° A
Ahora, para obtener Zry, se divide V), y I,, es decir:
_ Yy _ 1/0° _ o
Loy, = 11; = ga7sm s —Tosses — 2-6438210.886° (2 (2.83)

Con el fin de determinar V¢, se obtiene el circuito equivalente de Thévenin que se muestra en la figura
2.40.

L,

—

_l’_

v () Vo D 20

Figura 2.40: Circuito equivalente de Thévenin del Ejemplo 2.3.3.

Finalmente, aplicando un divisor de tensién, se obtiene vc(t), tal como se muestra en la ecuacién (2.84):
Vo = Ving—L£s5 = 6.6694 —59.97° V
ve(t) = 6.669 cos (2t — 59.97°) V (2.84)

Ejemplo 2.3.4.

Para el circuito de la figura 2.41, determinar el valor de C para que el desfase entre las tensiones vy(t) y
ve(t) sea de 40°.

10052
e AN
_l’_
vg(t) = 5 cos(1000t)V ve(t) —__C

e,

Figura 2.41: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.4.

Solucioén.
Para la solucion del circuito del Ejemplo 2.3.4, se tendra en cuenta los pasos mencionados en la subseccion
2.2.4 para la construccion de diagramas fasoriales.
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1. Se aplica la sequnda ley de Kirchhoff al circuito de la figura 2.41, tal como se muestra en la Eucacién
(2.85):
Vy=Vr+ V¢ (2.85)

2. Se establece la tensién de entrada como referencia en la ecuacién (2.86):
Vg =520°V (2.86)

3. Ya que se definié una sola ecuacién en (2.85), solo existird un diagrama fasorial para el circuito serie
RC, el cual se muestra en la figura 2.42.

AJm Vi

Figura 2.42: Diagrama fasorial del Ejemplo 2.3.4.

A partir del diagrama fasorial de la figura 2.42, es posible obtener la solucién en la ecuacién (2.87):

cos(G0°) = I=Y  F=VEHVE  Xe=%  O=gk
(2.87)

VR=3214V [=32214mA V=38V Xc=119.1753Q C =84 uF

Ejemplo 2.3.5.
Para el circuito de la figura 2.43, determinar el valor de Ry y X, mediante el uso de los respectivos
diagramas fasoriales.

-0 L 2

Figura 2.43: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.5.
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Solucién.

Al igual que para el caso anterior, se tienen en cuenta los pasos para la construccién de diagramas
fasoriales.
1. Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de la figura 2.43, se tiene la ecuacion (2.88):

Vz= Vr+V;
V= Vz+4+V¢ (2.88)
I= Igr, +1¢

2. Se establece la tensién de salida como referencia, segin la ecuacién (2.89):
Ve = Ve Z0° (2.89)

3. Como se establecieron la ecuacién (2.88), existen tres relaciones en el diagrama fasorial para el
circuito de la figura 2.43, los cuales se muestran en la figura 2.44.

A Jm

7000

0o 0
5 . 1 \(},) Re

50

Ig, Vo = Ve£0°

Figura 2.44: Diagramas fasoriales para el Ejemplo 2.3.5.

A partir de diagrama fasorial de las corrientes de la figura 2.44, se obtienen los siguientes resultados de
la ecuacién (2.90):

=507 807 = 9434 A 0, = arctan (5) = 57.99° ~ 58° (2.90)

Ya que se conoce la direccion de la corriente I, se puede construir el segundo diagrama fasorial (V =
Vg + V). A partir de este diagrama fasorial, se pueden obtener los reultados de la ecuacién (2.91):

Vg = (34 j4) (94.34/58°) = 471.7/111.13° V0, = 111.13° — 0, = 53.13°
(2.91)

VL = VZ sin (91) =377.36 V VR = VZ COS (91) =283.02 V

79



Con el valor de V; calculado, se puede completar el tercer diagrama fasorial (V = Vz 4+ V). De esta
manera, a partir de algunas relaciones trigonométricas, se logra deducir el valor de la tensién de salida
Ve, tal como se muestra en la ecuacién (2.92):

7000 — V. 7000 — Ve
sin(68.87°) ~ sin(0) sn(68.87°)  gin (180° — 68.87° — 0)
X (2.92)
§ = 3.603° Ve = 171562 V

Finalmente, con el resultado de Vi, se obtienen los valores de R; y X, en la ecuacién (2.93).

Ry =Y =143123 Qv X = {& =80.452 Q) (2.93)

Ejemplo 2.3.6.
Para el circuito de la figura 2.45, determinar el valor de R y X, mediante el uso de los respectivos
diagramas fasoriales.

3.5A n

mDR
I

Figura 2.45: Circuito eléctrico del Ejemplo 2.3.6.

V, = 20V IXr

- O @

Solucion.

1. Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de la figura 2.45, se tiene la ecuacion (2.94):

Vo= Vrp+V¢
2.94
I,= Ip+1I¢ ( )
2. Se establece la tensién de salida como referencia, tal como se muestra en la ecuacién (2.95):
Vg =20£0°V (2.95)

3. En la figura 2.46 se muestran los correspondientes diagramas fasoriales de la ecuacién (2.94):
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Vr
12

Ve

v R
~

20 v,

Figura 2.46: Diagramas fasoriales del Ejemplo 2.3.6.

Del diagrama fasorial de las tensiones, se obtienen los resultados de la ecuacién (2.96):
Vo=V202-122 =16V a=arccos (33) =53.13° Io="2 =4A R={2=3Q (2.96)

Los resultados anteriores son utilizados en el diagrama de corrientes, con el fin de encontrar I;, con la
ayuda de algunas relaciones trigonométricas, tal como se muestra en la ecuacion (2.97)

35 _ 4 I _ 35
sin(90°—a) ~ sin(B)  sin(90°+a—pB) ~ sin(36.87°)
(2.97)
B =43.3° It =5.7477 A
Con el resultado de Ir,, se obtiene el valor de X, en la ecuacién (2.98):
X, =7 =350 (2.98)

2.4. Ejercicios propuestos

1. Hallar vg(t) en el circuito de la figura 2.47, usando el teorema de Thévenin, teniendo en cuenta
vg(t) =10cos (80t) V, R=2Q, L =50 mH y C = 6250 uF.

2i(t)

Vg(t) t@

Figura 2.47: Ejercicio 1 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: vg(t) = 6.20 cos (80t + 60.26°) V
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2. Determinar la tension v,(t) en el circuito de la figura 2.48, con vy(t) = 4cos(500t) V, usando
potenciales nodales y el teorema de Thévenin.

3000i(t)
Ry
— A\ 3
+
2k
vg () i@ Vo(t) 2kQ — 72 §
_ Lur
0 | T

Figura 2.48: Ejercicio 2 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: v,(t) = 3.24 cos (500t — 8.02°) V

3. Hallar la tension V, en el circuito de figura 2.49, usando potenciales nodales, corrientes de malla y
el teorema de Thévenin.

Figura 2.49: Ejercicio 3 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: V, = 0.4852104° V
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4. Determinar la tensién v,(t) en el circuito que se muestra en la figura 2.50, mediante el uso de
cualquier método. Considere que v (t) = 6cos (4t) V, y va(t) = 2cos (4t) V.

1H
- Y Y Y
80
v2(t)
+ —
+
0 (t) 6, . 80
- +
vo(t) S4Q <1H —

Figura 2.50: Ejercicio 4 - Ejercicios propuestos 2.4.
Respuesta: v,(t) = 2.83 cos (4t — 45°) V

5. En la red de la figura 2.51 la relacién entre las tensiones mostradas es v/5Vy = Vy- Sea la

impedancia de la red Z = % = Z /0, calcular 6.

to—>

_|_

e,
Figura 2.51: Ejercicio 5 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: 6 = —26.57°

6. Para el circuito de la figura 2.52, determinar el valor de Z, mediante el uso de los respectivos
diagramas fasoriales, teniendo en cuenta que V, =8 kV, V,, = 8 kV y que V, adelanta 18.195° a
I.

I 74082

Figura 2.52: Ejercicio 6 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: Z = 95.1£—-30.1° Q
83



7. Para el circuito de la figura 2.53, determinar el valor de R y X, mediante el uso de los respectivos
diagramas fasoriales, teniendo en cuenta que I =30 A, I; =15 A, e Io = 18 A.

I

+o

~

vl

Figura 2.53: Ejercicio 7 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: R =7.38 Q, X =6.32 Q)

8. Para el circuito de la figura 2.54, encontrar Vo mediante el uso de los respectivos diagramas fasoriales.

30 749
to——»_ ] L] *
5A 2A
+
—3X \% R
100V J 2

Figura 2.54: Ejercicio 8 - Ejercicios propuestos 2.4.

Respuesta: Vo = 111.3220° V
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2.5. Ejercicios de introduccién al diseno

1. Disenar un arreglo que contenga tres ramas y siete elementos pasivos, para un circuito eléctrico,
tal que la impedancia de Thevenin vista entre los bornes a y b sea Z.q; = 150£25° 2, tal como se
muestra en la figura 2.55:

b

Figura 2.55: Impedancia equivalente de un circuito eléctrico pasivo.

2. Para el circuito eléctrico de la figura 2.54, de la seccién 2.4, se solicita dimensionar un elemento
pasivo conectado en paralelo cuya capacitancia en puF o inductancia en mH permita que la tension
y la corriente vistos en bornes de la alimentacién de 100 V estén en fase.

3. Para el circuito eléctrico de la figura 2.47, de la secciéon 2.4, se solicita un conjunto de valores para
R, L'y C, tales que la respuesta de la tensién en la resistencia sea vg(t) = 5cos(80¢ + 30°) voltios.
Asuma para la tensién en la fuente de alimentacién que vy(t) = 10 cos (80¢) V.
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Capitulo 3

Analisis de Potencia en Régimen
Sinusoidal Permanente



3.1. Potencia instantanea

Se tienen en el dominio del tiempo la tensién v(t) y la corriente i(t), tal como se muestra en la ecuacién
(3.1):
v(t) = Vi cos (wt + )
(3.1)
i(t) = Iy cos(wt + 3)

Por otro lado, utilizando identidades trigonométricas, se obtiene en la ecuacién (3.2) la potencia activa
instantdnea y potencia reactiva instantdnea, donde § = oo — 8 corresponde al angulo de la impedancia.

Vi, I
P(t) =v(t)i(t) = m2 ™ cos 0 [1 + cos(2wt + 2a)] + — =" sin § sin (2wt + 2a) (3.2)
Potencia activa instantanea Potencia reactiva instantanea

Por otro lado, la potencia instantanea para los diferentes elementos pasivos se muestra en las subsecciones
3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3.

3.1.1. Resistencia

Considerando 6 = 0° (dipolo resistivo puro), y reemplazando en la ecuacién (3.2) se tiene que:

Vil

Pr(t) 5

[1 4 cos(2wt + 2a)] (3.3)

Graficando la ecuacion (3.3), se obtiene:

e 1 (1)
e (1}

= palt)

wit

Figura 3.1: Potencia activa instantdnea de una resistencia.
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De la figura 3.1 se observa que las sefiales de tension y de corriente estan en fase, lo que resulta en una

senial de potencia positiva para cualquier instante ¢, y cuyo valor medio (potencia media) corresponde a
Vinlm
s

3.1.2. Inductancia
Considerando 6 = 90° (dipolo inductivo puro), y reemplazando en la ecuacién (3.2) se tiene que:

Vind,
Pr(t) = mQ ™ sin (2wt + 2a) (3.4)

Graficando la ecuacién 3.4, se obtiene:

Figura 3.2: Potencia reactiva instantanea de una inductancia.

De la figura 3.2 se observa que la sefial de tension adelanta en 90° a la senal de corriente, lo que resulta
en una senal de potencia cuyo semiciclos positivos y negativos son iguales para cualquier periodo completo
T, y cuyo valor medio (potencia media) corresponde a 0 vatios.

3.1.3. Capacitancia

Considerando # = —90° (Dipolo capacitivo puro), y reemplazando en la ecuacién (3.2) se tiene que:
Vindm .
Po(t) = — 5 sitl (2wt + 2a) (3.5)

Graficando la ecuacion (3.5), se obtiene:
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Figura 3.3: Potencia reactiva instantdnea de una capacitancia.

De la figura 3.3 se observa que la senal de tensién atrasa en 90° a la senal de corriente, lo que resulta, al
igual que en el caso de la inductancia, en una senal de potencia cuyos semiciclos positivos y negativos son
iguales para cualquier periodo completo T, y cuyo valor medio (potencia media) corresponde a 0 vatios.

3.2. Potencia promedio

La potencia promedio (Pug) se define mediante la ecuacién (3.6):

Pug = ;/()Tp(t)dt - %/0" p(t)dt (3.6)

Como el valor medio de una sinusoide en un periodo o multiplo del periodo es cero (areas positivas iguales
a las dreas negativas), reemplazando la ecuacion (3.2) en la (3.6) se tiene la ecuacién (3.7):

(3.7)

1 (T VI, cosf Vi Iy cos @
Pag = 7 /0 B g = S

La potencia promedio se designa con el simbolo de P y se conoce también con los nombres de potencia
media, activa, real o Util y se muestra en la ecuacién (3.8):

p_ Vindm,

cos (3.8)

Es importante recordar que 6 es el angulo entre la tensién y la corriente, o sea la fase la impedancia
compleja. De la expresién para las potencias instantaneas para el condensador y la inductancia, se concluye
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que la potencia promedio para estos elementos es cero, por lo que se tiene en cuenta su existencia a través
de su valor méximo mediante la ecuacién (3.9):

mIm . .
P(t)real = VT sin 6 sin(2wt) (3.9)

El valor maximo corresponde a % sin 0, el cual se representa con el simbolo (), se denomina potencia
reactiva y se muestra en la ecuaciéon (3.10):

Vindm,

Q= sin 0 (3.10)

Las unidades de medida se expresan en voltiamperios reactivos (varl).

3.3. Valor eficaz de una corriente o de una tension

Supodngase una resistencia alimentada por una fuente de tensién de corriente alterna y una fuente de
tensién de corriente continua, tal como se muestra en la figura 3.4.

()

') p e () "

i(t) Icc

Figura 3.4: Circuito resistivo en AC Vs circuito resistivo en CC.

La potencia disipada en la resistencia con la alimentacién de corriente continua viene dada por la ecuacién
(3.11):
Vée _

La potencia media en un intervalo dado At, consumida por la resitencia alimentada con v(t) estard dada
por la ecuacion (3.12):

R

Si se igualan (3.11) y (3.12), el valor obtendio para Vo se define como el valor eficaz o valor efectivo de
v(t), tal como se muestra en la ecuacién (3.13):

Veo _ 1 /t Vi)
0

1 [tod()
Pog =P =— 12
y=P = | (312)

R At
(3.13)
t
V:aficaz - %/ U2(t)dt
0

'En algunos textos de ingenieria eléctrica se puede encontrar de forma extendida el VAr como unidad de medida, por
mostrar mayor similitud con los VA de la potencia aparente, pero segin lo dispuesto en [2] esta unidad se debe escribir con
letra mintscula sostenida.
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El valor eficaz es la raiz del valor cuadratico medio (root-mean-square), por el cual se acostumbra el simbolo
Vims para la tensién e I,,,s para el caso de la corriente. En el caso sinousoidal, si v(t) = V;, cos(wt + ),
se calcula este valor con la ecuacién (3.14), junto a su correspondiente resultado en la ecuacién (3.15):

27
Vins = %/w V.2 cos?(wt + a)dt
0
2m 72
= or / i ‘%n [1 4 cos(2wt + 2a)] dt (3.14)

_ Vi
Similarmente, se realiza para la corriente y se muestra en la ecuacién (3.16):
— In
Irms - ﬁ (316)

En la practica, los valores eficaces son los que se miden con los voltimetros y amperimetros en AC. En
términos de valores eficaces, las potencias activa y reactiva quedardn expresadas como se muestra en la
ecuacién (3.17):
P = % cosf = % cos 6 = Vs Irms cos 6
(3.17)
Q = 7‘/”2]7” sinf = 7\/5‘/7'7"52\/51”"5 sinf = ‘/rmslrms sin ¢

3.4. Potencia compleja

Considere el dipolo general de la figura 3.5.

I
+o >

Z=R%+;jX

e,

Figura 3.5: Dipolo General.

En el dominio del tiempo, la tension y corriente del dipolo propuesto, se muestran en la ecuacion (3.18):
v(t) = Vi cos(wt + )

(3.18)
i(t) = Iy, cos(wt + 3)
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Fasorialmente, se obtiene la ecuacion (3.19):

_Vm
V——ﬂéa
H_ﬁ p

(3.19)
Z=jmeL(a— )

™ ms

7 =770

De ahora en adelante, si no se especifica, los fasores la tensiéon y de corriente se encuentran en valores
eficaces o RMS. Las potencias activa y reactiva se pueden obtener facilmente a partir de los fasores V e
I. Si se efectia el producto VI*, se tiene la ecuacion (3.20):

VI* = (VZa)(IZB)* = VIZ(a - f)
VI* = VIcos(a— B) + jVIsin(a — f)
(3.20)
VI* = VIcos(f)+ jVIsin(0)
VI* = P+j5Q

Al producto VI* se le denomina potencia compleja® y se designa con el simbolo S, tal como se muestra en
la ecuacién (3.21):
S=VI*=P+jQ=54+0

S =P+ Q? (3.21)

0 = tan~' (%)

A partir de la ecuacién (3.21), se concluye que si Q > 0 (6 > 0), la impedancia corresponde a Z = R+5 Xy,
mientras que si @ < 0 (0 < 0), la impedancia corresponde a Z = R — jX¢. Por otro lado, si Q = 0
(0 = 0), entonces la impedancia es resistiva pura, es decir, Z = R. A partir de lo anterior, se tienen las
representaciones de la cantidad compleja S de la figura 3.6.

P

J 6

Qc

Figura 3.6: Triangulo de potencias para carga inductiva y capacitiva.

2En [23] se presenta uno de los primeros intentos de normalizacién sobre el sentido de rotacién de las fases en los vectores
utilizados en la teoria de la corriente alterna, pues hasta entonces no existia una convencién de la potencia compleja como
se conoce en la actualidad. En este sentido, en [24] se encuentra una normalizacién actualizada de todos los términos de las
cantidades de la potencia eléctrica empleadas en ingenieria.
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El médulo S se denomina potencia aparente, con unidades de medida expresadas en voltiamperios
(VA). Cabe resaltar que el angulo 6 de los tridngulos de potencia es el mismo 6 de los tridngulos de
impedancia, es decir que g = 65, y equivale al desfase entre los fasores de tensién y corriente asociados
a la carga. De la figura 3.6, se tiene la ecuacion (3.22):

P =Scosf, Q= Ptanf (3.22)

A la carga se le suministra S (VA), de los cuales se utilizan S cos@ (W), por lo cual cosf es denominado
factor de potencia; el maximo aprovechamiento corresponde entonces a cosf = 1. Para diferenciar el
factor de potencia de las cargas inductivas y capacitivas, se denomina factor de potencia en atraso al caso
inductivo y factor de potencia en adelanto para el caso capacitivo, indicando que la corriente atrasa y
adelanta a la tension, respectivamente. A partir de la ecuacién (3.23), es posible obtener las siguientes
expresiones utiles, en términos de la impedancia y de la admitancia:

* * I?
S=VI*=(Z)I*=1I’Z =%

3.23
S = VI* = V(VY)* = V2y* = L2 (3.23)

3.5. Reduccién de potencias

Dada una interconexién arbitraria de dipolos caracterizados por su respectiva potencia compleja, se
puede reemplazar por un dipolo equivalente caracterizado por una potencia compleja equivalente.

3.5.1. Dipolos en paralelo

La potencia suministrada en los terminales de la figura 3.7 es:

+o

~

- e

Figura 3.7: Conexién de n cuadripolos generales conectados en paralelo.
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S=VI*=V([; + Lo + ... + L,)*

S = VI} + VI + ... + VI

S=S;+Sy+..+S, (3.24)

Seq =Y _ S
=1

La ecuacion (3.24) muestra que la figura 3.7 puede ser reemplazada por la de la figura 3.8:

I

-o—— |

Figura 3.8: Potencia compleja equivalente consumida en la carga S, para una conexién paralelo.

3.5.2. Dipolos en serie

A partir de la conexion serie de la figura 3.9, y considerando un razomamiento andlogo al apartado
anterior, se obtiene a la ecuacién (3.25):

n
SFuente = Z Sz
=1
(3.25)
VI* = ViIf + VoI5 + ..V, I

VI* = (Vi + Vo + .. V,)I*

De esta manera, es posible demostrar el teorema de Tellegen para la conexién serie.
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- e aaa

Figura 3.9: Conexién de n cuadripolos generales conectados en serie.

El sistema de la figura 3.9 se puede entonces reemplazar por el de la figura 3.10.

I
+

Figura 3.10: Potencia compleja equivalente consumida en la carga para una conexion serie.

3.5.3. Conexioén general

Supodngase una red como la de la figura 3.11. Como consecuencia del teorema de Tellegen, se pueden
establecer las ecuaciones(3.26) y (3.27):

Figura 3.11: Conexién general de dipolos.
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VAT — VoI + VI + VI + VT2 — VeIt — VoIE + VIE + VoI + Vil +... =0 (3.26)

Es decir:

VoI5 + VeI + V7I7 + ... = V417 4+ V3I5 + VuI + V5IE 4 VsIg + VoI + Violiy + . .. (3.27)

La ecuacién (3.26) muestra claramente que los dipolos 2, 6 y 7 estdn operando como fuentes (corriente
entrando por el terminal de polaridad negativa), mientras que los dipolos 1, 3, 4, 5, 8, 9 y 10 actian como
cargas (corriente entrando por el terminal de polaridad positiva), es decir, se encuentran en referencia no
normal y normal, respectivamente. Es importante aclarar que, para los elementos considerados activos,
la corriente entra por el terminal negativo, mientras que para los pasivos la corriente fluye en sentido
contrario. Asf mismo, se tiene la ecuacién (3.26), la cual se conoce como balance de potencia®, tal como
se muesstra en la ecuaciéon (3.28).

Z SFuentes = Z SC’argas (328)

La anterior expresién corresponde al Principio de conservacion de la energia. Asi mismo, a partir de la
ecuacion (3.28) es posible obtener el correspondiente balance de potencia para las potencias tanto activas
como reactivas, lo cual se muestra en la ecuacion (3.29):

Z Pryentes = Z PC’argas
(3.29)

Z QFuentes = Z QCargas

3.6. Correccion del factor de potencia

Considérese Z = R+ j X1, que presenta un factor de potencia en atraso (FPJ). Se conecta un conden-
sador en paralelo, con una reactancia capacitiva X, de tal manera que se mejore su FP’. En la figura
3.12 se muestra el correspondiente diagrama fasorial de potencias:

Figura 3.12: Tridngulo de potencias.

3Un caso especifico del teorema de Tellegen para aplicaciones en corriente alterna sinusoidal es el teorema de Boucherot,
donde se muestra la relacién de potencias expresada en (3.29), y que permite observar con claridad que no es posible el

n

balance de potencias aparentes (Z Si # 0), a menos que todos los dipolos de la red tengan el mismo factor de potencia.
i=1
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FP’ corresponde al nuevo factor de potencia, o factor de potencia mejorado, que también se encuentra
en atraso ({) y viene dado por la ecuacién (3.30):

0 = tan_l(iQ_PQc)
Q=¥ (3.30)

FP' =cos(d) |

3.7. Teorema de maxima tranferencia de potencia media

Partiendo del circuito equivalente simplificado de Thévenin, se calcula una expresién para la potencia
media como en (3.31).

Vo Vrn,
I; = = - (3.31)
Ly, + 7, (RTh + RL) + j(XTh + XL)
Luego, a partir del médulo de la corriente |Iz| = I, = Vi se obtiene una
’ V(Brn+ Rp)? + (Xgp, + X1)?
expresion para la potencia activa en la carga, como se muestra en (3.32).
R
P =I}R, = V3, L (3.32)

(Rrn + Rr)? + (X + X1)?

Luego, se calcula el punto maximo de esta funcién de potencia para las variables Ry y X por medio
de las derivadas parciales de esta funcién e igualdndolas a cero, las que se presentan respectivamente en
(3.33) y (3.34).

orP, 012 (Rrn + R)? + (Xon + X1)? — 2(Rrn + RL)RL _0 (3.33)
ORy, CTh ((Rrn + Rp)? + (Xrn + X1)?)?
0Py, 9 —2(X7pp + X1)Rp,
—=0:V =0 3.34
0Xr " ((Rrn + RL)? + (Xrn + X1)?)? (3.34)

De (3.34) puede obtenerse que X; = —Xrpp, v que al ser sustituido en (3.33) resulta en Ry = Rpy.
En otras palabras, estos resultados indican que la méxima potencia activa que puede absorber la carga
sin modificar el circuito eléctrico de la alimentacién se presenta cuando Zj = Z7;,. Lo anterior puede
observarse en la figura 3.13.
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Figura 3.13: Superficie formada por la potencia activa en la carga para diferentes valores de Ry v Xp.

Donde la linea resaltada de la figura 3.13 indica cuando X = —X7y,. El punto de color rojo representa
el valor méaximo de P;, en la superficie mostrada.

3.8. Sentido del flujo de potencia

Supéngase un dipolo que puede operar como fuente o como carga (como el caso de los motores y
generadores). A partir del conocimiento de los fasores V e I, se puede establecer su comportamiento?, por
ejemplo el dipolo de la figura 3.14 se ha puesto como carga (corriente entrando por el +), si se efectia el
producto VI*, obteniéndose la expresién (3.35):

Re [VI*] >0 (3.35)
Efectivamente opera como carga, siempre y cuando se cumpla la condicién de la ecuacion (3.36):
Re [VI*] < 0 (3.36)

Entonces, si se considera como generador, las ecuaciones (3.37) y (3.38) indican que recibe y entrega
potencia reactiva, respectivamente.

4Si se quiere més informacién, se sugiere revisar la referencia [25], donde se presentan de forma clara los sentidos del flujo
de potencia en un diagrama de cuatro cuadrantes.
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Figura 3.14: Representacion Esquemética de un Dipolo.

Ahora, con el mismo supuesto de la figura 3.14, si:
Jm [VI*] > 0 (3.37)
Jm [VI*] <0 (3.38)
3.9. Ejemplos de aplicacion
Ejemplo 3.9.1.

Determine v,(t) en el circuito de la figura 3.15 y verifique el correspondiente balance de potencias

Sgenerada = Sdemandada .

0.5 Q
—AVW——]|

5 cos(2t) V@) —___05F w(t) <025 H 1Q Q)Scos(%) A

Figura 3.15: Circuito en el dominio del tiempo del Ejemplo 3.9.1.
Solucién.

Transformando el circuito, tal como se muestra en la figura 3.16, mediante el método fasorial descrito en
la seccién 2.1 se tiene que:
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0.5 Q i 0

+
5£0° V@) @ —j @ Vo 0.2+ 0.4 @ Q) 5£0° A

Figura 3.16: Circuito transformado para el Ejemplo 3.9.1.

Planteando el sistema de ecuaciones en forma matricial, mediante el método de corrientes de malla,
tal como se muestra en la ecuacién (3.39), se obtiene su correspondiente solucién en la ecuacién (3.40):

0.5—j j 0 Ln1 5
i 02—-416 —02—504| | Ly | =] 0 (3.39)
0 0 1 Lns -5
L1 6.3245./18.4349°
Lne | = 5/0° A (3.40)
L3 5/180°

Para determinar v,(t), en primera instancia, se obtiene V,, tal como se muestra en la ecuacion (3.41):

V, = (0.2 4 j0.4) (I — Lng) = 4.4721/63.4349° V
(3.41)
S 0(t) = 4.4721 cos(2t + 63.4349°) V

Considerando el correspondiente balance de potencias, se obtienen los resultados de la ecuacién (3.42):

Sgenerada = Sdemcmdada

Sgenerada — [(540°)H;1;Vo(5400)*] = 20.6155-14.0362° }VA — 20 _1_]5 VA

(3.42)

(0.5 1 +(=3) (1Im1—Lm2|)* +(=5) 12 5+ Vo (Ima—Ims3)*]
Sdemandada = - 2 m2——2 VA

Sdemandada = 20.6155/14.0362° VA = 20 + j5 VA
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Ejemplo 3.9.2.
Considere los siguientes elementos de la figura 3.17 conectadas en paralelo:

Iy
o— ¢ ¢----——----------
+ IZ IA
v, Z A —jXeT”—

Figura 3.17: Circuito Ejemplo 3.9.2.

Los datos del sistema son los siguientes:

Carga A Generador Impedancia
FP=08 |, P4=8MW | Sg=14 MVA, P, =10 MW | Z =33 Q,Z =Rz +j Xz

A partir de la informacién suministrada determine:

- RZ7 XZ y %
» EL FP, indicando si es en | o 7.
= Condensador conectado en paralelo a la fuente tal que el FP= 1.

Solucidén.

Considerando inicialmente un escenario sin condensador, se la ecuacién (3.43):

Vy = V,20° V
Sg =Sz +Sa = (10 + jv14? — 10%) MVA = (10Z(arc cos(0.8)) +Sz) MVA
(3.43)
5.8z =4.29/62.18° MVA

FPy=12 |=0.71 |

Considerando el correspondiente diagrama fasorial de la figura 3.17, donde se utiliza la primera ley de
Kirchoff en la ecuacion (3.44), se tiene que:

Ig =1z +14 = I,Z — (arccos(1)) = [aZ — (arccos(0.8)) + Iz £ — 62.18°
(3.44)
Sodgl —44.41° = T/ — 36.87° + [z — 62.18°
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Figura 3.18: Diagramas fasoriales para el Ejemplo 3.9.2.

Utilizando ley de cosenos sobre el tridngulo que se muestra en la figura 3.18, se obtiene la correspon-
diente ecuacién (3.45) y su solucién viene dada en la ecuacién (3.46):

I2 = IZ 4 I3 — 21,15 cosy
v = 180° — 62.18° + 36.87° = 154.69° (3.45)

6 6 o
N (14><710)2 _ (%)2 + (%)2 — Z(Lg)(lo‘x/;o ) cos(154.59°)

—11900 V' X
11900 V/
Vo = Jj271708 V. X (3.46)
—j271708 V. X
El calculo de Z = Rz + j Xz, se muestra en la ecuacién (3.47):
Z = 33/62.18° Q2 = 33 cos(62.18°) Q + j33sin(62.18°) Q
(3.47)

SRz=1564Qy Xz =29.19 Q

Por otro lado, para calcular el condensador requerido para que FP= 1, se realiza en la ecuacién (3.48):

2
Qc = Qg = V142 — 102 MVAR = X— =V22rfC = C = 183.38 uF (3.48)
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Ejemplo 3.9.3.

Supdngase el sistema de potencia que se muestra en la figura 3.19, que representa una carga alimentada
a través de una linea de transmision, la cual se modela como una resistencia de 0.3 €2 en serie con una
reactancia inductiva de 0.4 Q. El factor de potencia de la carga es de 0.866; se desea encontrar la tension
de la carga V, para factor de potencia en atraso y en adelanto.

0.3 Q ;040

+ — + —
Vr Vi +

200V @ v, D 5kW

Figura 3.19: Sistema de potencia considerado para el Ejemplo 3.9.3.

= Considerando factor de potencia en atraso: tomando la tensién en la carga como referencia, el
diagrama fasorial se indica en la figura 3.20.

AJm

Figura 3.20: Diagramas fasoriales para el ejemplo 3.9.3 con un factor de potencia en atraso.

Aplicando ley de cosenos, se tienen las ecuaciones (3.49) y (3.50), asi que considerando Vz en funcién
de V, de la ecuacion (3.51), resultando la ecuacién (3.52), donde su solucién se muestra en la ecuacién
(3.53):

a = arctan (% — 300) = 23.13° (3.49)

2002 = V2 + V2 — 2V, V cos (180° — 23.13°) (3.50)
Vz = Iz = 5355-(0.5) = 28984 (3.51)

200% = V2 + EB0SIE 4 5309.57 (3.52)

V, =186.2 V (3.53)

En forma analitica, se tiene la ecuacién (3.54):

200/8 = 1Z + V, (3.54)
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SiV, =V,£0° =V, + jO, se obtiene la ecuacion (3.55):

__ 5000 o
I= 0.886V, £—30

2008 = (5282 = 30°) (03 + j0.4) + V,

200/ = 28084 /23.13° + V,
Descomponiendo en partes real e imaginaria, se tiene la ecuacién (3.56):

200 cos(B) = % v,

200sen(B) = %

Elevando al cuadrado, sumando y resolviendo, se obtiene la ecuacion (3.57):

V2 — 34690.43V2 + 1285956 = 0

V,=1862 V/

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Aplicando el principio de conservacion de la energia en la ecuacién (3.58), elevando al cuadrado y su-

mando, se obtiene la solucion en la ecuacién (3.59):

2001 sen(#) = (0.4)I% + 5000 tan (30°)

0.257* — 34690.61° + 333333333 =0 [ =31.1 A

5000 _
= Vo = Grivess = 18565 V.

(3.58)

(3.59)

= Factor de potencia en adelanto: tomando la tensién en la carga como referencia, el diagrama fasorial

se indica en la figura 3.22.

Jm
AN

Ve = V,£0°

Figura 3.21: Diagramas fasoriales para el ejemplo 3.9.3 para un factor de potencia en adelanto.
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Empleando igualdad de potencias activas y reactivas en la ecuacién (3.60), se obtiene su correspon-
diente solucién en la ecuacién (3.61):

2001 cos () = (0.3)I? + 5000

(3.60)
2001 sen () = (0.4)I% — 2886.75
I=242A
(3.61)
Vo =197.7V

Ejemplo 3.9.4.
Para ilustrar el sentido del flujo de potencia presentado en la seccién 3.8, supéngase los valores de la
ecuacién (3.62) para el dipolo de la figura 3.14:

V =1204£30° V

I=10£160° A (3.62)

Entonces, como S = VI*| y al separar sus partes real e imaginaria, se tienen los siguientes resultados de
la ecuacién (3.63):

Re [VI*] = —771.34 W

Jm [VI*] = —919.25 var (3.63)

A partir de la convencién pasiva de la figura 3.14, se puede afirmar que el dipolo opera como generador,
suministrando 771.34 W y 919.25 var.
3.10. Ejercicios propuestos

1. Supdngase una instalacion como la de la figura 3.22

I
+o—

Figura 3.22: Conexion en paralelo de las cargas monofasicas 1, 2 y 3.

La instalacién corresponde a tres cargas en paralelo, asi:

Carga 1: estufa, demanda 3.0 kW
Carga 2: motor, demanda 1.5 kW, FP =0.85 ]
Carga 3: motor, demanda 3.5 kW, F'P = 0.95 1
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Todas las cargas presentan tensién nominal (tensién de placa) de 115 voltios, y se encuentran
trabajando a dicha tension; se desea encontrar la corriente de entrada I, el factor de potencia y la
potencia reactiva suministrada en los terminales a-b (terminales del generador).

a. Respuesta: I = 69.59 A

b. Respuesta: F'P =0.9496 1

c. Respuesta: Q = —2.5086 kvar

. Muestre si el teorema de Boucherot se satisface en el circuito de la figura 3.23. Luego justifique el
porqué del resultado obtenido.

Figura 3.23: Circuito integrador con amplificador operacional.

Asuma para este circuito: V;;, = 10cos(t) V, Ry = Re = 1 kQ y C' = 500 mF.
También asuma que el amplificador operacional es ideal.

Respuesta: Si se satisface, pero se debe tener cuidado con la potencia del amplificador.

. Escribir la expresion de potencia instantdnea que representa la respuesta de la carga en el circuito
eléctrico de la figura 3.24, es decir, la potencia pr(t) absorbida por la resistencia.

+
10 cos(4000t) V 2 Q

500 pH ——125p 5A

Figura 3.24: Circuito eléctrico lineal propuesto.
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También, graficar un periodo de la funcién pr(t) indicando sus valores: medio, pico minimo y pico
maximo de la funcién.

a. Respuesta: pg(t) = 50(cos(4000t) — 1)2 W

b. RespueSta: Pavg = 75 VV: Pmin = 0 VV Pmax = 200 W

3.11. Ejercicios de introduccién al diseiio

1. En una instalacién monofasica bifilar, se necesita seleccionar el conductor econémico para la fase y
el neutro, tales que permitan la alimentacién de una carga de 5 kW con F'P del 83 % inductivo y de
una carga de 3.5 kW con F'P unitario. Ambas cargas se conectan al mismo nodo de 115 V ubicado
a 10 metros del nodo de alimentacion.

A partir de esta necesidad, seleccionar el mayor calibre AWG (menor didmetro) de un conduc-
tor aislado para baja tension, de cualquier fabricante de cables eléctricos (buscar una tabla de
conductores en la Internet), que cumpla con la restriccion de capacidad de corriente dada por el
fabricante y de una tensién maxima de 120 V en el nodo de alimentacion.

Se recomienda ignorar el efecto de la temperatura para este ejercicio al momento de considerar la
resistencia del cable.

2. Una carga de 30 kVA que opera con un FP de 0.961 a 460 V serd penalizada por violacién a la
regulacion del factor de potencia. Para solucionar este problema, se le solicita disenar un reactor
(inductancia) que pueda mejorar el factor de potencia a un nuevo valor entre 0.90 y 0.95 en atraso.

Para este diseno recomienda emplear la férmula para una bobina con nicleo de aire de una ca-

pa, es decir:

2
L = MNlA

Donde y es la permeabilidad del nicleo (con j, = 47 - 1076 ‘é‘—nlf para el vacio y p, = 1 para el aire),
A es el area transversal de las espiras de la bobina en cm?, N es el nimero de espiras o vueltas, y |
es la longitud de arrollamiento en cm.

Considerar para el disenio de su reactor que las dimensiones de A y [ permitan su construccién
y ubicacién en el mundo real, es decir, que ocupe el menor espacio posible.
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Capitulo 4

Circuitos Eléctricos Trifasicos



4.1. Introduccion a los sistemas polifasicos

Los sistemas polifdsicos son aquellos conformados por m fuentes de tensién de la misma naturaleza.
Estas pueden encontrarse conectadas en configuracién de estrella (Y) o delta (A)!, tal como se muestra
en figura 4.1.

<
3
|

&
“——®7 + Von-ym — +

©
()

o 1

)

&
(¢

(a) (b)
Figura 4.1: Fuente m-fasica conectada en (a) Y y (b) A.

Considerando la configuraciéon de estrella (Y) m-fasica, y aplicando la primera ley de Kirchhoff en la
ecuacién (4.1), se tiene que:

I +I+...+1, =Iy (4.1)

Por otro lado, al aplicar la sequnda ley de Kirchhoff en conexién delta (A) m-fasica, se tiene que la
ecuacién (4.2):

Vig+Vos+ .. + Vi_1)ym + Vi1 =0 (4.2)

En caso de considerar una fuente m-fasica equilibrada, se tiene que todas las tensiones de fase Vr son de
igual magnitud, tal como se muestra en la ecuacién (4.3):

Vin| = [Von| = ... = [Vin| = VF (4.3)

Se obtiene como diagrama fasorial un poligono regular de m lados, tal como se muestra en la figura 4.2.

'El teorema de Kennelly [26], también conocido como transformacién estrella-tridngulo, o transformacién T-II, es una
reduccién para tres nodos del teorema de Rosen, también conocido como el teorema de la transformaciéon nodo-malla [27].
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4

Figura 4.2: Poligono regular con fuentes m-fasicas equilibradas.

Asi mismo, el dngulo central 6. = 360°/m. Como consecuencia de ser un poligono regular se tiene que
las magnitudes de sus tensiones de linea V7, son iguales, tal como se muestra en la ecuacién (4.4):

[Vig| = [Vas| = ... = [V iyl = Vi = Vi (4.4)

Aplicando ley de senos, se obtiene la relacién entre Vp y Vi, en la figura 4.2, en funcién de 6. y «, tal
como se muestra en la ecuaciéon (4.5).

sen(f.)  sen(a) (45)

Asi mismo, la relacion existente entre v y 6. se muestra en la ecuacién (4.6) y su seno se muestra en la
ecuacién (4.7):

T—60. =w 0.

a=—F0—=5-3 (4.6)
sen (;r — 9;) = sen (2) cos (920) — sen (C) cos() = cos () (4.7)
v, — sen(fc) Ve (4.8)




La relacién existente para Vp e Vi, en una fuente m-fasica equilibrada se obtiene mediante la aplicacién
de identidades de seno y coseno de dngulo medio en las ecuaciones (4.8) y (4.9), obteniéndose la ecuacién
(4.10):

2 sen(%c) cos(%)
L= fa (4.9)
cos(%)
Por lo tanto:
0.
VL == 2VF sen (2) (4.10)

4.2. Teorema de Millman

En esta seccion, se presenta el teorema de Millman, el cual permite simplificar el calculo de tensiones
en los nodos X e Y de un circuito con N ramas, tal como se muestra en la figura 4.4:

+ Vzi  — I

—e — Vix + 1 A >
+ Vzo — I
— e — Vox —+ 3 Zo >
+ Vgzz -— I3
X o o — Vsx + :2 73 > o Y
N
——e — Vyx + e 7N >
+ Vzn — In

Figura 4.4: Circuito de aplicaciéon del eorema de Millman.

Aplicando la primera ley de Kirchhoff en el nodo Y, se tiene la ecuacién (4.11):

ILi+Ih+...+Ixy=0 (4.11)

En la ecuacién (4.12) se expresan cada una de las corrientes en términos de las admitancias conectadas al
nodo Y, junto a sus correspondientes tensiones. Asi mismo, estas tensiones se pueden expresar en términos
de las tensiones considerando el nodo comin X y la tension Vyx, tal como se muestra en la ecuacién
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(4.13):

La tension Vy x se obtiene mediante las ecuaciones (4.14) y (4.15):
n n
DY Vix => Y Vyx
j=1 j=1

n
=1 Y- Vx
=Ty
Jj=1"%7J

4.3. Sistema monofasico trifilar

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

El sistema monofasico trifilar de la figura 4.5 es un tipo de configuracion eléctrica que utiliza tres
conductores: dos fases y un neutro. Este sistema es comtn en aplicaciones residenciales y comerciales

donde se requiere una distribucién equilibrada de cargas.

I,
YA a
L
[ J
SW
9
7, X—| N
Ly,
Za b

Figura 4.5: Circuito monofasico trifilar.
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Donde:

I,,Iy: son las corrientes de las fases a y b, respectivamente.
Z4,Z3: son las impedancias de las fases a y b, respectivamente.
Zg, Zy: cargas conectadas entre fase y neutro.

N: neutro de la fuente.

N’: neutro de la carga.

Iy: corriente de neutro.

Zo: impedancia de neutro.

Ante condiciones de equilibrio se tienen iguales las impedancias de las fases y cargas, tal como se muestran
en las ecuaciones (4.16) y (4.17), respectivamente:

Ty =7y =175 (4.16)

Zo =T (4.17)

Aplicando el teorema de Millman considerando el interruptor abierto (SW), se tiene que Iy = 0y Zg — o0,
obteniéndose la ecuacién (4.18):

Vigis) -ViEm) 0,

Vi = T 1 (4.18)
7z, 7oz 70
Asi mismo, considerando interruptor (SW) cerrado, se obtiene la ecuacién (4.19):
V(gtr) = V(z2r ) +0: 2+
Vary = <21+Za> (Zg+Z,,) Zy _ (4.19)

1 1 I
Tt T Tl T Iz
A partir de lo anterior se tiene que Vy/ny=In -Zo =0 =1y =0

A partir de los resultados obtenidos en las ecuaciones (4.18) y (4.19), se concluye que bajo condicio-
nes de equilibrio la corriente del conductor neutro Iy es igual a cero.

4.4. Sistemas bifasicos
El sistema de la figura 4.6 se encuentra conformado por dos fuentes conectadas mediante un nodo en co-
mun. Por otro lado, si se desprecia la impedancia de los conductores se tiene que Vio ~ Vyror, E1n & Eq/p7

v Eon =~ Eo/ns. Asi mismo, las estas tensiones de fase corresponden a Ei;ny = EZ0°, Eony = EZ90° y su
tension de linea Vip = /2 - EZ — 45°, las cuales diagrama fasorial de la figura 4.7.
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I 2’

Figura 4.6: Sistema bifasico considerado.

4.5. Sistemas trifasicos

Los sistemas trifasicos son fundamentales en las etapas de generacién, transmision y distribucién de
energia eléctrica, debido a su alta eficiencia en comparacién con los sistemas monofasicos. Un sistema
trifasico equilibrado, donde m = 3, se caracteriza por tener tres tensiones o corrientes de igual magnitud
y desfasadas entre si en 120°. Segtn el niimero de conductores utilizados, el sistema general de la figura
4.33 se puede clasificar en:

» Trifasico trifilar (3¢ — 3h): se tienen tnicamente tres conductores, sin conductor neutro.

» Trifasico tetrafilar (3¢ — 4h): se tienen cuatro conductores, con conductor neutro.

4.5.1. Secuencia de fases

En los sistemas trifasicos, su secuencia de fases puede ser positiva Sec(+) o negativaa Sec(-), depen-
diendo de la rotacion de las fases. En la secuencia positiva, las fases siguen el orden A — B — C, mientras
que en la secuencia negativaa, el orden es A — C' — B. Esta secuencia no solo afecta la operacion de los
equipos trifasicos, como el sentido de giro motores y generadores, sino que también influye en el anélisis de
tensiones de linea y fase. En esta seccién, se analizan ambas secuencias, se obtienen las relaciones mate-
maticas entre tensiones de fase y de linea, y se presentan métodos graficos para visualizar dichas relaciones.
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—[Ean

Figura 4.7: Relacion entre tensiones de fase y de linea para el sistema biféasico.

» Secuencia positiva o Sec(+): a continuacién se muestran los correspondientes voltajes de fase
Van = VpZ0°, Vpy = Vp/ —120° y Von = VFZ120°, junto a su correspondiente diagrma fasorial,
tal como se muestra en la ecuacién (4.20) y figura 4.9, respectivamente.

Van = VpZ0°
Vpy = Vpd — 120° (4.20)

Veon = VpZ120°

» Secuencia negativaa o Sec(-): a continuacién se muestran los correspondientes voltajes de fase
Vany = VpZ0°, Vpny = Vr/120° y Vo = VpZ —120°, junto a su correspondiente diagrma fasorial,
tal como se muestra en la ecuacién (4.21) y figura 4.10, respectivamente.

Van = VpZ0°
Veny = VEZ120° (4.21)

Ven = Vrs —120°
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Generador Linea Carga

- P P

N ~-" Neutro +

Figura 4.8: Esquema de un sistema trifasico general.

Para obtener las tensiones de linea a partir de las tensiones de fase, considérese Sec(+), tal como se mues-
tran en la ecuacién (4.20) y figura 4.9. Las tensiones de linea obtenidas tanto analitica como graficamente
se muestran en la ecuacién (4.22) y figura 4.11, respectivamente:

Vap=Van —Vpy
Vap = V¢(1£0° — 14 — 120°)
Vap = V3 V;£30° = V,/30° (4.22)
Ve = Vi £(30° — 120°) = Vi, £ — 90°
Vea =V Z(30° + 120°) = Vi, £120°
Ahora bien, para obtener las tensiones de fase a partir de las tensiones de linea, considerando Sec(+), es

decir, Vap =V, £0°, Vo =V, £ —120° y Veoa = V1, £120°, se realiza tanto analitica como graficamente,
tal como se ilustra en las ecuaciones (4.23) y (4.24) y en la figura 4.12, respectivamente.

Vap =Van —Vpy
Vee =Vpy —Veon (4.23)
Van +Vpn +Veon =0

La solucién de este sistema de ecuaciones es la siguiente:
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Ven
v
N AN g 4 | Sec(+)
VBN
B
Figura 4.9: Tensiones de fase de secuencia positiva.
B
VBN
v
N AV p o4 | Sec(—)
Von
C

Figura 4.10: Tensiones de fase de secuencia negativaa.

Van v [ 14-300
Vey | = TL 1/ — 150° (4.24)
Ven 1/90°

4.5.2. Relacion de corrientes en una delta y estrella equilibradas

En primera instancia, es importante considerar las diferentes expresiones requeridas para las conver-
siones 0 —Y y Y — 4, las cuales se obtienen en las ecuaciones (4.25) y (4.26) y relacionan las impedancias
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Figura 4.11: Método grafico para la obtencién de la tensiones de linea a partir de las tensiones de fase.

Figura 4.12: Método grafico para la obtencién de la tensiones de fase a partir de la tensiones de linea.

de la delta (A) Za, Zp y Z¢ con las impedancias de la estrella (Y) Z1, Z2 y Zs, tal como se muestra en
la figura 4.13.

= Conversion § — Y: En este apartado se muestra cémo obtener las impedancias de la Y a partir de
las impedancias de la A.

_ ZAZp

Iy = ZatZlp+Tlc
_ Za-Lc

L2 = T +tp+ic (4.25)
_ Zp-Zc

L3 = 7,77, 57c

= Conversion Y — §: En este apartado se muestra como obtener las impedancias de la A a partir de
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las impedancias de la Y.

Ly -Zo+74 -Z3+Zo -7
Za =4 2+ 1ZSS+2 3

Zp = Z1-Zz+Z%QZ3+Zz'ZS (4.26)

Ze = Ly Lo+ L3+Zo-L3

YA

Figura 4.13: Relacién de impedancias conectadas en una delta (A) y estrella (V) general.

Considerando el caso particular de una delta y/o estrella equilibrada, se obtiene que Zy = Z; = Zg =
Zs = %, donde Zs = Z4 = Zp = Zc. Asi mismo, considerando Sec(+) en las corrientes de la delta
equilibrada, es decir, [} = I520°, Iy = Is/ — 120° e I3 = I5/120°, tal como se ilustra en la figura 4.14, se
obtienen las corrientes de la estrella equivalente de la ecuacion (4.27).

Figura 4.14: Relacion de corrientes en una delta (A) y estrella (Y') balanceadas.
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Iy =1 — I3 = /3154 — 30°
Iy =Iy/—30°

(4.27)
Ig=1I,—1; = Iy/ — 150°

Io = I3 — Iy = Iy Z90°

Adicionalmente, es posible obtener la correspondiente relacion en diagrama fasorial de estas corrientes en
la ecuacién (4.28), la cual se representa graficamente en la figura 4.15. En esta ecuacién se muestra la
relacion analitica entre las corrientes de fase I 4, I e I, en funcién de las corrientes de la delta Iy, I e
I3:

Ia—1Ip=+3I5(14—30° -1/ — 150°)
T4 —1p =3(I5£0°) = 314

(4.28)
Ip —Ic = 3l

To — T4 = 315

Finalmente, esta relacién puede ser ilustrada mediante el diagrama fasorial de la figura 4.15:

Figura 4.15: Relacion fasorial de corrientes en una delta y estrella equilibradas.
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Ejemplo 4.5.1.

Sean Vi = 3320° kV, sec(+) e I} = 150£ — 30° A. Determine las tensiones y corrientes del generador
del sistema de la figura 4.16:

QR

Igr

Figura 4.16: Sistema trifasico equilibrado ejemplo 4.5.1.

Solucién:
En primera instancia, es importante determinar las deméas tensiones de linea y de fase, considerando la

sec(+) R'T' — S'T" — T'S’', los cuales se muestran en las ecuaciones 4.29 y 4.30, que se observan en la
figura 4.17:

Ve = 3340° kV
Verr =334 —120° kV (4.29)
Vg = 33£120° kV

Ven = %4300 kV

Von = Z%z —90° kV (4.30)
Vpn = 7?;:41500 kV

S/

Figura 4.17: Diagrama fasorial de la tensién de linea y de fase para los nodos R'S'T".
122



Para calcular la impedancia de la delta equilibrada Z, se emplea la ecuacién (4.31):

_ VS/T/ _ _VT/S/
L= =—*

(4.31)
__ —33000£120° _ o
7, = =330004120° ) — 920/ — 30° Q)

El correspondiente circuito monofésico obtenido se muestra en figura 4.18:

R ~Nv A LR R
75 Q
_|_
VrN z 100 ©
_ HRI ]IR2

L

Figura 4.18: Circuito equivalente monofasico del ejemplo 4.5.1.

En la ecuacién (4.32) se realizan los correspondientes célculos para obtener la corriente y tensién del
generador en la fase R.

Try = 58 = 259.81/60° A

_ Vern 33000 o
Iro = 66 = 100\/3430 A

Ig =11 + gy = 435.36£47.36° A
Virn = jdlg + Veny = 18.52/36.44° kV

(4.32)

Aplicando el concepto de Sec(+) en las tensiones y corrientes del generador trifasico equilibrado,
se obtienen las ecuaciones (4.33) y (4.34), respectivamente.

Vin = 18.52/36.44° kV
Von = 18.52/(36.44° — 120°) kV (4.33)
Vo = 18.52/(36.44° + 120°) kV

Ir = 435.36./47.36° A
Ig = 435.36£(47.36° — 120°) A (4.34)
Iy = 435.36./(47.36° + 120°) A
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4.6. Potencia aparente en sistemas trifasicos

En los sistemas trifisicos, el analisis de la potencia es fundamental para comprender el comportamiento
energético de las cargas y determinar la eficiencia del sistema. La potencia aparente, que combina la
potencia activa y reactiva, es una métrica que determina la capacidad de transferencia de energia en un
sistema trifisico. En esta seccion, se estudia la potencia instantdnea y la potencia compleja en sistemas
trifasicos equilibrados, considerando tanto las tensiones de fase como las corrientes en secuencia positiva.
A partir de estas relaciones, se derivan expresiones para la potencia activa, reactiva y aparente, asi como
su representacion en forma compleja. Ademds, se analizan casos précticos, como la conexién de bancos
de condensadores en estrella y delta, y su impacto en el factor de potencia del sistema.

4.6.1. Potencia instantanea

Considérese el siguiente sistema trifasico balanceado de tres hilos (3¢ — 3h), tal como se muestra en la
figura 4.19:

’UAN(t)
-7 Z/0 iat)
UBN(t)
-7 Z/0 in(t)
Nl»—@ . :l—>—0N/
von (t)
_N‘|’ Z/0 ic(t)
. :I—>—<.

—(?)
Figura 4.19: Sistema trifasico trifilar.

Asumiendo que las tensiones y corrientes se encuentran en Sec(+), se tiene las siguientes expresiones
de la ecuacion (4.35):

vAN () = Vi cos(wt) ia(t) = I, cos(wt — 0)
vpN(t) = Vi, cos(wt — 120°)  ip(t) = I, cos(wt — 120° — 0) (4.35)

von (t) = Vi cos(wt 4+ 120°)  ic(t) = Iy, cos(wt + 120° — 6)

La potencia activa trifdsica instantdnea viene dada por la ecuacién (4.36):

P3¢(t) =vaAN(t) -ia(t) +vpN(t) - ip(t) +von(t) -ic(t) (4.36)
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4.6.2. Potencia compleja

Empleando identidades trigonométricas en la ecuacién (4.36) se obtiene la ecuacién (4.37):

P3¢(t)=%0080=\/§~%-%-}7p:\/g-VL~IF~COSG (4.37)

Donde F'P = cos# corresponde al factor de potencia de la carga, el cual se puede encontrar en adelanto
(1) o en atraso ({), segtn el signo de su potencia reactiva. Analogamente, se pueden obener las expresiones
para las potencias reactiva y aparente, en conjunto a sus correspondientes unidades, tal como se ilustra
en la ecuacién (4.38):

Q3¢ = V3V - Ip-sinf [var, kvar, Mvar] (4.38)

Ssp =3 Vi - Ip [VA, kVA, MVA]

Asi mismo, la potencia trifdsica aparente compleja se obtiene de forma general en la ecuacién (4.39).

Ssp = Van -Ii +Vpn - I + Ven - I = Pig + Q30 (4.39)
Considerando un sistema trifasico equilibrado se tiene que S35 = 3Vn - I’;. Por otro lado, para
el caso de sistema trifasico general, es decir, equilibrado o desequilibrado, sin conductor de neutro, es

posible calcular la potencia aparente trifisica mediante las tensiones de linea utilizando cualquiera de las
expresiones de la ecuacién (4.40)2.

Sg¢ :VAC'HZ +VBC'H*B
Sg¢ =Vap-I +Vep - H*C (4.40)
S3¢ :VBA'H}} +Vea 'H*C’

Para un banco de condensadores conectado en estrella o delta, se tienen las siguientes expresiones, en
las que se relacionan sus potencias reactivas, tal como se muestra en las ecuaciones (4.41) y (4.42):

V2
Qv =3%5, Xc =5y (4.41)

Vg0 s (4.49)
Q3¢5 = 355 5 = QRses = 3Q30v

2Estas expresiones son utilizadas para la medicién de potencia por medio de dos vatimetros, conocida también como
conezxién Aron. Para més detalles, se puede consultar la referencia [28].
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4.7. ejemplos de aplicacién

Ejemplo 4.7.1.

Si Vey = %ZOO V, Sec(—), Zo = 20 + j30 Q y la carga trifasica 1 es de 12 kW, PF = 0.886 |, 440 V,
hallar la potencia aparente suministrada por la fuente, el PF del generador cuando se le conecta en pa-
ralelo un banco de condensadores de 40 uF en estrella y en delta para el sistema trifasico de la figura 4.20:

Ir

Ne

Figura 4.20: Sistema trifasico equilibrado ejemplo 4.7.1.
Solucién.

El diagrama fasorial de las tensiones del generador se muestra en la figura 4.21:

S

Vrs

Sec(—)

Figura 4.21: Diagrama fasorial de la tension de linea y de fase para los nodos RST.
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El circuito monofésico equivalente se muestra en la figura 4.22:

]

Figura 4.22: Circuito equivalente monofasico del ejemplo 4.7.1.

Los calculos requeridos para obtender las corrientes I, Ig; v Iro se muestran en las ecuaciones (4.43),

(4.44), (4.45), (4.46) y (4.47).

Pyy =+/3Vy, - I, - FP
12000 A

I =1Ipm = V/3-440-0.886

Py =Vy-Ip-FP

IL :IRl — % A
Im =17.17 A

Try = 17.17£(0° — cos~1(0.886)) A
Tpy = 17.174 —30° A

_ Ven _ _ 44020°
Ipa = 75 = V/3(20+330)
Ipe = 7.0464 — 56.3° A

T = gy + Ige = 24.2894/ — 37.39° A

Considerando Sec(—) en corrientes, se tiene la ecuacién (4.48):

Ip = 24.2804/ — 37.39° A
Tg = 24.2894/(—37.39° + 120°) A
Iy = 24.2894/(—37.39° — 120°) A

La potencia suministrada por la fuente trifisica y su F'P se muestra en la Eucacién (4.49):

S3s = Van - T + Vpy - T + Vou - I
S3¢ =3Vapn - H*A

S3p =I5 - Ver + 17 - Vg

S3¢ = 18.511/37.39° kVA

FP = c0s(37.39°) |=0.795 |
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Para el dimensionamiento de los bancos de condensadores conectados en A y Y, se requiere del calculo
la reactancia capacitiva X¢, tal como se muestra en la ecuacién (4.50):

_ 1 1
Xo = 27-f-C — 2m-60-40z10-© Q

(4.50)
Xc =66.31 Q

Las potencias reactivas para los bancos de condensadores conectados en Y y A, se muestran en las
ecuaciones (4.51) y (4.52), respectivamente:

V2
Quoy = 3L = 3" — 9,99 kvar

Shy = Sge — 52.92 kvar = 16.89./29.5° kVA (4.51)

FP = c0s(29.5°) |=0.8703 |

2
Qs = 3+ = 30" — 876 kvar
SY, = Sgp — j8.76 kvar = 14.9229.57° kVA (4.52)

FP = c0s(9.57°) }=0.986 |

El correspondiente diagrama de potencias de la fuente trifasica se muestra en la figura 4.23:

1 [ A

S Q3py
y _X (OEFIN

/ Q34

3
§/¢ - X

._________

Psy

Figura 4.23: Diagrama fasorial de potencias del generador trifasico.
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4.8. Sitemas Trifasicos con Desequilibrio

Ejemplo 4.8.1.

Considerar el sistema de la figura 4.24:

1. Hallar Iy, Ly, Ly, Ine, Vary, Z, Ry, L.

2. Determinar el banco de condensadores conectado en A paralelo al generador, tal que F/P, =0.9 |.

Izg I, Ry X x’ 302 ki
X
F P AN A
I R, X 30
Yg
yorb AN A ) AN
L., R, X 30
sy AT A
30 j4Q T
2 1 N - N /\/\/\/ N — N
NI

Figura 4.24: Sistema trifasico ejemplo 4.8.1.

Los datos del sistema son los siguientes:

V=440 V
I,=16.4583 A
7 = Z/40° Q

Vx”N = V$//N400, Sec(—)

Carga A: 1350 kW, FP=0.8 |
Carga B : 900 kvar, FP=0.6 |
Carga 1:350 kW, FP=0.8 ]
Carga 2 : 500 kVA, FP =0.707 |
S3pg=4.5351/41.8373° MVA

Solucidn.

ComoV ymyn =0, se puede remover el conductor neutro por estar conectado a los terminales neutro de
dos cargas balanceadas. Ademas, Iy~ = 0.
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El circuito monofasico equivalente para la fase x se muestra en la figura 4.25:

!

Figura 4.25: Circuito equivalente monofasico del ejemplo 4.8.1.

Se consideran las potencias aparentes, tanto trifisicas como monofésicas en las cargas A y B, las cuales
se muestran en las ecuaciones (4.53) y (4.54), respectivamente:

Sase = 380/ cos1(0.8) kVA
Sase = 1687.5/36.8698 kVA

(4.53)
Sas = 4% — 562.5/36.8698° KVA
Sp3g = 7%”(@020—01 U cos 1(0.6) kVA
Spap = 1125/53.13° KVA (4.54)
Sp1p = 375/53.13° KVA

Posteriormente, se utiliza la primera ley de Kirchoff en el nodo z” en la ecuacién (4.55) y en el diagrama

fasorial de la figura 4.26. La solucién se obtiene aplicando ley de cosenos de la ecuacién (4.56) y se obtiene
en la ecuacion (4.57).

I, =lcz +1IcB

\/?%éa = 88/av = 28.5066/ — 40° + Iop/ — 53.13°

(4.55)
I, = 88/ — 48.9094° A

A Jm

v R
<

Figura 4.26: Diagrama fasorial de la primera ley de Kirchhoff en el nodo x” del ejemplo 4.8.1
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v = 180° — 53.13° 4- 40° = 166.87°

882 = 28.5066% + 125 — 2 - 28.5066 - I3 - cos(166.87°) (4.56)
60 A
fen = { ~115.5227 A x (4.57)

Con el valor seleccionado para Icp, se determina el dngulo a en la ecuacién (4.58), considerando el
diagrama fasorial de la figura 4.26.

602 = 882 + 28.50662 — 2 - 88 - 28.5066 - cos(a — 40°)

a = —48.9094° (4.58)

Posteriormente, se obtiene la potencia monofasica de la carga B en la ecuacién (4.59), se aplica posterio-
remente la sequnda ley de Kirchoff en la ecuacién (4.60).

Sp1p = stﬂN I
Vo = 321 (4.59)

Vo n = 6250£0° V

Von =B —4j) - Ipa+ Vony

Vv = 6173.2349/3.9971° V (4.60)

La corriente que circuila por el equivalente monofésico de la carga A y la corriente total de la fase A se
obtienen mediante la ecuacién (4.61) y (4.62), respectivamente.
Sa1p = Varn - Iy
— (Sas\*
Ica = (Vm) (4.61)

Ica =91.1192/4 — 40.808669° A

Ir1=1Ica+112

I = 178.68032 — 44.8189° A (4.62)
La impedancia Z, viene dada por la ecuacién (4.63):
zZ _ V:c“N
3= oy
- Vx//
L=3 47 (4.63)

7 = 657.7424./40° Q

Se determina la potencia trifasica desequilibrada del sistema, posteriormente se obtiene la potencia tri-
fasica equilibrada para obtener la tensién de fase del generador V,n en las ecuaciones (4.64), (4.65) y
(4.66), respectivamente:

SDesequilibrio =51 + SZ

S1 = 220/ cos™(0.8) = 437.5/36.8698° kVA
(4.64)
Se = 500/ cos~1(0.707) = 500/45° kVA

SDesequitibrio = 437.5436.8698° + 500£45° = 935.1518£41.2063° kVA
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S3(;59 = S3¢>equilibrada + S3¢desequilibrada

S3¢>equilibrada = S3<1>g - S3¢desequilibruda

(4.65)
Sagequitibrada = 4.5351241.8373° MVA — 935.1518241.2063° kVA
SS(bequilibrada = 3.6£42° MVA
S equilibrada
Sld)equilibrada = Z3¢equilibrada
Sl(bequilibrada = 1.2/42° MVA
(4.66)

Slqﬁequilibrada = VN - Hzl
V. = Sleequiivreds _ 67159054/ — 2.8279° V
L1

La tensiéon de la impedancia serie R, + j X, se obtiene en la ecuacién (4.67), donde sus correspondientes
pardmetros se obtienen en (4.68):
Ven =Vz + Von
Vz =Ven — Vonr

Vy = 6715.9054/ — 2.8279° V — 6173.2349./ — 3.9971° V (4.67)
Vz = 558.3475./10.2092° V

Ry +jX = {£ = (1.7907 + j2.5608)

R, = 1.7907 Q (4.68)

X =2.5608 2

Se determina el voltaje V,n empleando el concepto de Sec(-) de la ecuacién (4.69). Posteriormente, se
determinan las corrientes de las cargas desequilibradas en las ecuaciones (4.70) y (4.71).

Ven = 6715.90544 — 2.8279° V

V.n = 6715.9054/(—2.8279° — 120°) V (4.69)
_ * _ Sdeseq* _ 935.1518 kVA /41.20°
Sdeseq = Vaz - HZdeseq]IQdeseq - wdfzzq Iadeseq = (6715.9054/—2.8279°) V—(6715.9054/—122.8279°) V (4.70)
Hldeseq = _]IQdeseq
[ geseq = 80.39274 — 14.0294° A (4.71)

Iodeseq = 80.3927£165.971° A
Las corrientes del sistema trifdsico equilibrado eqivalente, se muestran en la ecuacién (4.72):

I11, = 178.6802/ — 44.8279° A
I1, = 178.6802/(—44.8279° 4+ 120°) A (4.72)
I1. = 178.6802/(—44.8279° — 120°) A
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Las corrientes del generador se muestran en la ecuacién (4.73):

]Izg = Hldeseq + HLI.Z’
I.q = 25113184 — 35.394° A

Ly, =11y

I, = 178.6802/(—44.8279° +120°) A (4.73)
sz = H2deseq + 112

[, = 251.9872/ — 173.7844° A

Se obtienen las impedancias del desequilibrio Z; y Zo, mediante las ecuaciones (4.74) y (4.75), respecti-
vamente:

Zy = 52

|H1deseq |2

_ 350000/ cos~1(0.8)
Iy = (80.3927)2 Q (4.74)

Zy = 67.6931/36.8698° 2

Lo = —2
2 |H2deseq|2

__ 500000£45°
Zy = 0N Q (4.75)

Zo = T7.3636£45° Q)

Aplicando teorema de Millman, se obtiene la tensién Vx/y mediante la ecuacién (4.76):

Pa— 1 Lo
VNN =T et (4.76)
Varn = 297211297 — 55.2936° V

A partir de la potencia trifisica generada de la ecuacién (4.77), se obtiene el banco de condensadores
conectado en A, tal que FP; =0.9 | en la ecuacién (4.78), cuyo diagrama de potencias correspondiente
se muestra en la figura 4.27.

Szgpg = 4.5351£41.8373° MVA (4.77)

Figura 4.27: Diagrama de potencias trifasicas del generador del ejemplo 4.8.1.

0y = cos™1(0.9) = 25.84°

Q3¢5 + Q3pg = Q349

Q3¢5 = Q3¢g — P34, - tan (99/ (4.78)
S3¢g = Psgg + J Q349

Szgg = (3.378839 + 53.024991) MVA
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Ejemplo 4.8.2.
Hallar en el sistema de la figura 4.28 Iry,lsy, Irg, VRN, Von, VN, VR N.

HRg HR’ 30
Ro—% — W\
Ig I 30
So— SnamdVAVAY
I 3Q
——"NVV\

Figura 4.28: Sistema trifasico ejemplo 4.8.2.

Datos:

7, = 600/50° Q

S3p9 = 3.9152/36.9930° MVA

VR’T’ = VZOO, sec (—)

Ir = 125.5428 A

Carga 1: 400 kvar, FP= 0.7 1

Carga 2: 300 kW, FP=10.8 |

Carga 4: 200 £ — 30° kVA

Carga 3¢ equillibrada A: 1.2 MVA, FP =0.6 |

Solucion.

En la figura 4.29 se muestra el circuito equivalente monofasico:
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30 74 Q R

I

Figura 4.29: Circuito equivalente monofasico del ejemplo 4.8.2.

La corriente 14 monofésica se calcula en la ecuacién (4.79):

1200000 -1
=06 £cos™(0.6)

x _ Sipa _
Iy = Ven — 54300 A
(4.79)
HA — 11547‘90.5384 —83.13° A
La corriente I que circula por la impedancia Z/3 se muestra en la ecuacién (4.80):
\%4 o
Vx| w5430
Iz = R%N = “oozz00 A
(4.80)

_ _V —Qn°
Iy = gl —80° A

A partir de la sumatoria de corrientes en el nodo R’ que se muestra en la ecuacién (4.81), se obtiene
el el diagrama fasorial de la figura 4.30 en funcién de la magnitud del voltaje V:

I = 125.5428./6

Ip =1z +14
(4.81)

__V o 1154700.538 o
125.542846 = 200\@4 —80° + =252/ — 83.13

_ V2 o o o o
125.5428 /5 = 7200\@4 80° + 1154700.538 4 — 83.13
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VZ
2003

--------------------------

1154700.538

Figura 4.30: Diagrama fasorial de la primera ley de Kirchoff en el nodo R’ del ejemplo 4.8.2.

Donde el dngulo § del diagrama fasorial viene dado por la ecuacién (4.82):
d = 80° + (180° — 83.13°) = 176.87° (4.82)

Aplicando ley de cosenos, se obtiene la ecuacién (4.83), que corresponde a una expresién de cuarto grado
en V:

2 _ (_v2 \? 2 V2
(125.5428)% = (500 ) + (1154700.538) — 2 (50 ) (1154700.538) cos § (4.83)
La soluciones se muestran en la ecuacion (4.84):
13200 V
—13200 V. x
V= —30303 V. x (4.84)
30303 V

Seleccionando la respuesta positiva de V' = 30303 V, se calcula la potencia aparente consmida por la
carga monofasica y trifasica Z y Zsy en la ecuaciéon (4.85):

SZ :VR/NI[*Z

2= (282 a0) (2 s0r) va )

Sz = 1.5304450° MVA

Sz3s = 4.5913250° MVA

Como puede observarse, la potencia aparente Sz34 que se obtuvo es mayor a la del generador Szeg y,
por lo tanto, se descarta V' = 30303 V.

Si se selecciona V' = 13200 V/, se obtiene la corriente de fase Ip/ en la ecuacién (4.86):

V = 13200 V
5= —82.18°
Ve = 13200£0° V (4.86)

Vi = 7621.0232 — 30° V
Ip = 125.5428/ — 82.18° V
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A partir de la sumatoria de voltajes en el equivalente monofésico, se obtienen las tensiones de la fuente
y las corrientes de fase equilibradas, consierando sec(-), tal como se muestra en las ecuaciones (4.87) y
(4.88):

Veny = (3+45) - Ip +Vry

Very = 8248.6574/ — 30° V

Vrn = 8248.6574/ — 150° V (4.87)
Von = 8248.6574/90° V

Vieny = 8248.65744 — 29.93° V

I[p = 125.5428/ — 82.18° A (4.88)
I = 125.5428 £157.82° A '
Igr = 125.5428/37.82° A

Se obtiene la potencia trifasica de desequilibrio S3gdesequitibrada €1 12 ecuacion (4.89):

S3gequitibrada = VRN * T + VN - T + Von - TG,

Sagequitivrada = 3.1067£52.18° MVA

S36g = Sspequitibrada T S3edesequilibrada (4.89)
S3¢desequilibrada = S3¢g — S3sequilibrada

Ssgdesequitibrada = 1.2260£ — 4.596° MVA

La potencia desequilibrada S3 se obtiene en la ecuacién (4.90):

S3¢desequilibr(zda =51+ S+ SS + 54
SS = S3¢>desequilibrada - S1 + SQ - S4

S = Wi —cos1(0.7) kVA

(4.90)
Sp = 3%/ — cos~1(0.8) kVA

S4 =200£ — 30° kVA

S3 = 398.2333.£26.348° kVA

A partir de las tensiones de fase Vry, Vo v Vru, se obtienen las correspondientes tensiones de linea
Vrr, Vsr v Vg, tal como se muestra en la ecuacién (4.91):
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Figura 4.31: Diagrama fasorial correspondiente a sec(-) para tensiones de linea y fase en el generador del
ejemplo 4.8.2.
A partir de la figura 4.31, se obtiene@é%s tepsjones de fage de la ecuacion (4.91):
Vgp = 14.287/120° kV (4.91)
Vrs = 14.2874 — 120° kV

Las corriente obtenida en la carga desequilibrada 1 de la figura 4.32 se muestra en la ecuacién (4.92):

[* — Sa _ 200£/-30 KVA
4= Vpr = 14.287/0 kV

(4.92)
I, =14/30° A
T R
4 L
2—-3 1
6% I
N

Figura 4.32: Carga trifisica desequilibrada conectada en paralelo con el generador.

Finalmente, se obtienen las corrientes del generador Isy, Iry, Iy y la tensién Vg, considerando las
cargas 2 y 3 en paralelo en las ecuaciones (4.93) y (4.94):
Vrr = Vi + Vo3
Ver =2 + Sﬂ%

I = s%égs (4.93)
S23 = S3
I =73.419120° A

Iy =11 + 14

Iz = 85.839£4.7591° A

]IRg =g + Ign

Iry = 155.8214 — 48.81° A (4.94)

Irg = 205.7752168.71° A
Isy = 125.5428437.82° A
Vry =7621.0234 - 30° V
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4.9. Ejercicios propuestos

1. Vedse el circuito trifasico de la figura 4.33.

3Q 74 Q A
A - AAN— T
Ia
3Q 74 Q B’
B - AN, — T A
B
SA N 3 Q .74 Q Cu VI[A/
C ’ AN~ T
SB X I[C vl
Y HBdeseq
\ AV,
_]XC ]XC HCdeseq
Z T, Z I,
I 1>—| |<<>—| 3 NN
i Z
3
l 0—»—‘:'—0
—]Xo ¢ B
Iy 30 + 540 Q
Ne < |' || o N’
Figura 4.33: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 1.
Datos:

VA’B’: ]_04007 SeC(Jr)

A: carga 3¢ equilibrada, 60 kVA, FP = 0.868 |

B: 10kW, FP=0.5]

C: 5kVA, FP = 0.866 .

7, = 600£20° Q

a. Hallar I 4, I, I, e Ix, con S4, Sp v S. abiertos.

Respuesta: 14 = 32.284 — 51.06° A, g = 354 — 174.4° A

Respuesta: [ = 33.118268.77° A, Iy = 3.48/136.7° A

b. Hallar la potencia aparente entregada por el generador y e FPF, in-
dicando si es en adelanto o en atraso, con Sup, Sp y S. abiertos.

Respuesta: S35, = 593.29£23.15° kVA, FP; = 0.9195 |
c. Si Sa, Spy Se se cierran, hallar C tal que F'P, = 0.95 |.

Respuesta: C= 454.9 nF
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2. Vease el circuito trifasico de la figura 4.34.

I LA,
Ao—> >
X1 L
vl
]IB HBQ z
Bo—>» >
25 Q
= 10 Q §
I
vip,
Vi JXo
I
C o—> * *

0.8 Q2 0.8 Q2

Figura 4.34: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 2.

Datos:

Vap =440£0°, sec(+)

Vi =250 V

Igo =50 A

Carga trifasica equilibrada A: 24 kW, FP=0.9 |
Hallar 14, Ig, I, Vz, X1, X2.

Respuesta: 4 = 47.524 — 65.65° A, g =86,54° A, o =89/15° A

Respuesta: V; =324.21 V, X1 =4.82 Q, X2 =6.90 Q
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3. Vease el circuito trifasico de la figura 4.35.

Ir

]11 ]I2

Figura 4.35: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 3.

Datos:

A:2 kW, FP=0.5

B: carga 3¢ equilibrada conectada en A, consta de tres impedancias de 48.4/30° )
C:6 kW, FP =0.866 1

I3 =9.3460° A

En las terminales TSR se aplican tensiones balanceadas de secuencia positiva.

a. Hallar ]IT, VTS, ]11, ]12.

Respuesta: I = 21.602140.89° A, Vpg = 446.84/129.54° V

Respuesta: I} = 11.334 —33.61° A, [, =0 A

b. Hallar la corriente externa Isr y la potencia compleja de un banco de condensadores
conetados en A, en paralelo con la fuente, para que el F'FP; sea 0.95 |.

Respuesta: 57 = 15.394 — 110.46° A, Ss34 = —4.975 kVA

c. Si N’ se desconecta de N (I; = 0 A), jcudl es la tension en la carga A?

Respuesta: V), = Vyny = 344.02£62.18° V
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4. Vease el circuito trifasico de la figura 4.36.

Ia
Ao—> -\

-7
35 A I,

710 Q

— 1D F~—r

Figura 4.36: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 4.

Datos:

Vac = 440£0°, Sec (+)
A: 484 kW, FP=0.8]
B:6 kW, FP |

C:6 kW, FP |

D:6 kW, FP |

a. Hallar ]IA, ]IB, Hc, Hl, VN’Na FPg

Respuesta: 14 = 554 — 36.27° A, Ip = 35/ — 137.55° A, [ = 59/108.25° A

Respuesta: I} = 24.59/ —63.43° A, Vyn = 236£90.13° V, FP, = 0.6138 |

b. Hallar el valor de la capacitancia de un banco de condensadores 3¢ conectado en A, en paralelo
con el generador, tal que corrija el FP =0.9 |.

Respuesta: C= 27.85 pF
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5. Veése el circuito trifasico de la figura 4.37.

Figura 4.37: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 5.

Datos:

VRN = 230.94400, Sec (—l-)

A: carga 3¢ equilibrada, F'P = 0.866 |

B: carga de FP =0.941

El amperimetro Ay indica 8 A, el amperimetro Ay indica 10 A
La fuente suministra 16 kW a un F'P = 0.93 |

a. Hallar la potencia media de la carga.

Respuesta: S147 = 3246.4619.13° VA

b. Hallar Z.

Respuesta: Z = 5.47/19.13° Q)

c. Hallar Iy, Ig, e I7.

Respuesta: Ip = 26.884 — 13.93° A Ig = 10.42/ — 171.37° A, I = 16.05£118.92° A
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6. Vease el circuito trifasico de la figura 4.38.

I
Ao—p——————— 4

Figura 4.38: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 6.

Datos:

Van = 250£0° V

Ven = 250£120° V

Von = 2504 —120° V

1: carga 2 kW, FP =1

2: impedancia RL serie, R=3 Q, X; =4 Q
3: reactancia capacitiva, X¢o = 6 ()

4: carga 12 kW, FP=0.5]

5: carga 10 kVA, FP=0.0]

6: carga 8 kVA, FP=0.0"7

Hallar 14, I, I, e Iy.
Respuesta: 14 = 53.052100.02° A, g = 76.40290.42° A

Respuesta: Io = 54.26/4 — 62.03° A, [y = 82.22/79.02° A
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7. Veése el circuito trifasico de la figura 4.39.

Iy
Ao—p—
Ip
Bo—p——
I
Co
]
N o 2 3
Figura 4.39: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el ejercicio 7.
Datos:

A: carga 3¢ equilibrada de 450 kW, FP =0.75 ]
1: carga 300 kvar, FP =0.55]

2: carga 400 kvar, FP =0.6 |

Fuente: 1.7 Mvar, FP=0.8 |

VB’A“ 13200400, Sec (-)

V:440 V

Hallar: I, I, Ic, Iy, X, R.

Respuesta: 4 = 129.592178.69° A, g = 88/ — 52.59° A
Respuesta: [ = 135.25459.29° A, Iy = 49.84/92.12° A

Respuesta: X = 885.695 2, R = 133.071 Q2
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8. Vease el circuito trifasico de la figura 4.40.

Hldeseq

Ry +jX

N7

)(AW
L1 T
y/
3-44Q
Y” B [
y/
3—j4Q [
]
Z”
1%
]IN”
{ '7 < N77
34440

Figura 4.40: Circuito eléctrico trifasico propuesto para el sjercicio 8.

Datos:

VX”N = VX//NZOO, Sec (—)

A: carga 3¢ equilibrada de 900 kvar, FP =0.6 |
B: carga 3¢ equilibrada de 1350 kW, FP =0.8]
1: carga de 350 kW, FP =0.8]

2: carga de 500 kVA, FFP =0.707 |

[;: 16.4583 A
Z: Z/40° Q

Szt 4.5351/41.8373° MVA

V:440 V

Hallar Loy, Iy, Lg, Inv, Varn, Z, Re, X.

Respuesta: I, = 251.13Z4 — 35.38° A, I, = 178.67£75.18° A

Respuesta: I, = 251.92/ — 173.7° A, Iy» =0 A

Respuesta: Vny =2972.214 — 51.28° V, Z=657.74 Q)

Respuesta: X =2.56 Q, R, = 1.78 Q)

146



ion al diseno

.o,

de introducc

jercicios

E

4.10.

1. Una planta de produccién afronta problemas financieros a raiz de los cobros excesivos en su factura

de energia eléctrica mensual por concepto de la energia reactiva inductiva. La planta cuenta con un
transformador y sistema de medicién trifasico propios. El ingeniero de mantenimiento de la planta
realiz6 una caracterizacion de las curvas de potencia activa y reactiva aprovechando los equipos
de medicion con los que cuenta la empresa, las cuales se muestran en la figura 4.41; e indica que
la variacién diaria en este comportamiento es despreciable, es decir, que puede asumir que este

comportamiento diario serd el mismo durante todo un afo.
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Figura 4.41: Curvas de demanda diaria de potencias activa y reactiva (en kW y kvar).
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Se le solicita especificar el valor en kvar del banco de compensacién capacitivo que serd conectado
en bornes del devanado secundario de la unidad de transformacion trifasica, de modo que el factor
de potencia compensado para cualquier hora del dia esté entre 0.92) y 0.98].

2. Considere una red trifdasica tetrafilar balanceada en tensién, donde se tiene la necesidad de
instalar las siguientes cargas bifilares:

= Carga 1: 5.0 kW con FP =089 a 127V

» Carga 2: 3.5 kVA con FP=0.961a 127V
= Carga 3: 7.2 kvar con FP=0.87] a 220 V
= Carga 4: 6.2 kVA con FP=0.76 | a 127V
s Carga 5: 11.9 kW con FP=0.85] a 220 V
s Carga 6: 4.2 kvar con FP=0.75] a 127V
s Carga 7: 3.2 kW con FFP =0.69 | a 220 V

» Carga 8: 8.0 kVA con FP=0.91]a220V

Se le solicita conectar las cargas a la red de forma que las corrientes de alimentacion por fase

sean lo mas balanceadas posible. Asuma que cada fase es un nodo ideal, que la secuencia de
fases es positiva y que el valor nominal de linea de la red es de 220 V.
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la formacion en ingenieria eléctrica y electronica, disefiada
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sistemas en corriente alterna.
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