Facultad de Estadistica

UNIVERSIDAD $ANTO Towas Trabnjo de Grade

PRIMER CLAUSTRO UNIVERSITARIO DE COLOMBIA Noviembre 2017

Estimacion de un modelo lineal generalizado mixto para datos
de conteo con exceso de ceros.

Estimation of a generalized linear mixed model for counting data with excess zeros.

Edinson Javier Diaz Prieto® Dagoberto Bermtidez Rubio®
edinsondiaz@usantotomas.edu.co dagobertobermudez@usantotomas.edu.co

Wilmer Pineda Rios®
wilmerpineda@usantotomas.edu.co

Resumen

En este documento se presentan los anélisis realizados a partir del ejercicio de modelacién de la cantidad
de incendios forestales registrados en los 212 municipios que componen los departamentos de Antioquia
y Santander durante el afio 2013. Para dicho andlisis se empled el método de modelos lineales generaliza-
dos mixtos inflados de ceros en el que se estimo el efecto de diferentes variables climdticas y geograficas
medidas en cada municipio. El proceso de estimacion se realizé mediante modelos aditivos generalizados
de ubicacion, escala y forma, en el cual se obtuvieron los pardmetros mediante estimaciones lineales
generalizas, estimaciones no paramétricas y una estimacion de retardo espacial mediante modelos SAR.

Palabras clave: Modelos Mixtos, Modelos Lineales Generalizados, Incendios Forestales, Datos de Con-
teo, Modelos Cero Inflados.

Abstract

This document presents the analyzes carried out in the 212 municipalities that make up the departments
of Antioquia and Santander during 2013. For this analysis, the method of zero inflated generalized linear
models was used in which the effect of different climatic and geographical variables measures in each
municipality, is estimated. The estimation process was carried out by generalized additive models of
location, scale and shape, in which the parameters were obtained through generalized linear estimates,
non-parametric estimates and an estimate of spatial delay by SAR models.

Keywords: Mixed Model, Linear Generalized Models, Forest Fires, Count Data, Zero-Inflated Models.

1. Introduccion

Los incendios son una problematica que afecta cientas de hectareas de terreno forestal cada afio, por lo
que una medicién adecuada de esta informacién, puede proporcionar herramientas a los organismos de
gestion y prevencién de riesgo de desastres y control ambiental, para disponer de insumos que permita ge-
nerar estrategias orientadas a la mitigacion del riesgo relacionado con este tipo de desastres ambientales.
Dicho esto, una de las alternativas metodolégicas para tratar esta informacién es un modelo estadistico,
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que permita identificar, aislar y cuantificar los factores que registren mayor incidencia sobre la cantidad
de incendios forestales. Dentro del marco metodolégico se planea estudiar los siniestros presentados en
los municipios de los departamentos de Santander y Antioquia durante el afio 2013. En la literatura se
presentan diferentes estrategias para el modelado de este tipo de informacién, que van desde modelos
lineales para datos de conteo, hasta la eleccién que se realizé para este estudio; Un Modelo Lineal Gene-
ralizado Mixto para datos de conteo.

El Ministerio de Ambiente y Desarrollo Sostenible de la Reprtiblica de Colombia resalta la importancia de
las areas boscosas en el pais y la prevencion de los incendios forestales, a través de investigaciones relacio-
nadas con las causas de los siniestros, y proyectos de inclusién de las comunidades en la lucha contra los
incendios forestales. Es por esto que se creé la ley 1523 de 2012, ”por la cual se adopta la politica nacional
de gestién del riesgo de desastres y se establece el Sistema Nacional de Gestién del Riesgo de Desastres
y se dictan otras disposiciones”, sin embargo a nivel nacional no se ha implementado una estrategia
que permita determinar los factores que incrementan el riesgo de que se presenten desastres relaciona-
dos con los incendios, por esto, el objetivo de esta investigacién, es determinar a través de un modelo
lineal generalizado mixto los factores climaticos y de ambiente que inciden en la cantidad de incendios fo-
restales registrados en los departamentos de Santander y Antioquia a nivel municipal durante el afio 2013.

De acuerdo con el IDEAM y al Ministerio de Ambiente y Desarrollo Sostenible de la Repiblica de Co-
lombia gran parte de estos departamentos se encuentran en grado Alto y Muy Alto de vulnerabilidad de
incendios a en relacién a las coberturas vegetales del suelo. (Ver Anexo 2).

El proceso de estimacién se realiza mediante GAMLSS (Generalized Additive Models for Location, Sca-
le and Shape) que son modelos que se flexibilizan para permitir estimar, no solo la media, sino otros
pardmetros de la distribucién de la variable respuesta, como funciones paramétricas lineales y/o aditivas
no paramétricas de variables explicativas y/o efectos aleatorios. Para ajustar a los modelos se usa la
estimacién de méxima verosimilitud (penalizada).

El documento se desarrolla de acuerdo al siguiente orden: en la primera parte se da una introduccion
a los modelos lineales generalizados con profundizacién en los modelos Poisson, a continuacién se pre-
sentan las bases tedricas de los modelos mixtos y los modelos cero inflados, después se hace la unién de
todos los conceptos expuestos, expresando tedricamente la estructura de un modelo lineal generalizado
mixto Poisson inflado con ceros en donde los efectos aleatorios estan dados a través de estimaciones
no paramétricas realizadas con splines penalizados (P-Splines) y con efectos de autocorrelacién espacial
dados a través de una estimacién SAR (Modelos Autoregresivos Simultdneos Espaciales).

2. Modelo Lineal Generalizado

Los GLM (Generalized Linear Models) se concibieron como una extensién de los modelos lineales, que
permiten el uso de distribuciones diferentes a la normal en las variables respuestas, como Binomiales,
Poisson, Gamma y otras distribuciones pertenecientes a la familia exponencial.

La especificaciéon de un GLM se realiza en tres partes:

1. La componente aleatoria: Que corresponde a la variable Y, que sigue una distribucién de la
familia exponencial; normal, lognormal, Poisson, Gamma, etc.

2. La componente sistematica: La cual es también conocida como predictor lineal, correspondiente
a una combinacién lineal de los pardmetros desconocidos y las variables explicativas (covariables).
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3. Funcién de enlace: o funcién Link, la cual relaciona la esperanza matematica de la variable
dependiente Y con el predictor lineal. La funcién de enlace debe ser monétona y doblemente
diferenciable.

2.1. Definicion

Sean Y7, Y5, -- .Y, variables aleatorias independientes, cada una con funcién de densidad o funcién de
probabilidad dada por:

F(Yi;0i,0) = exp[p{yiti — b(0:)} + c(vi9)] (1)
Es posible demostrar que, bajo condiciones de regularidad:

f(Yz';az,(ﬁ)} —0

E{@log 20,

F(Yi0i,6)] dlog f(Yi;0:,0) >
062 }“E{ 96, }_0’

para todo i, tal que E(Y;) = p; = b/(0;) y Var(Y;) = ¢~V (), en donde V; = V(u;) = dpu;/db; es la
funcién de varianza y ¢~ > 0 (¢ > 0) es el pardmetro de dispersién (precision).

E [82 log

La definicién de los modelos lineales generalizados estd dada por la descripcién de la funcién de densidad
de la familia exponencial descrita en la ecuacién (1) y por la parte sistemética, descrita a continuacién:

9(pi) = i, (2)
En donde n; = X[ es el predictor lineal, 3 = (31,82, ,Bp)T, p < n, es un vector de pardmetros
desconocidos a ser estimados, xi = (21, %2, - ,acip)T representa los valores de variables explicativas

y g(+) es una funcién mondtona creciente y doblemente diferenciable, denominada funcién de enlace.
(Paula (2004))
Para efectos de este caso de estudio, se va a tener en cuenta Unicamente el caso particular de la distri-
bucién Poisson:

Caso Particular de la Distribucion Poisson Sea Y = Y7,Ys, - |Y,, variables aleatorias con distri-
bucién Poisson de media u, (Y ~ P(u)), cuya funcién de probabilidad estd dada por:

efﬂuy
P(y) = ) = exp{ylogp — p—logy!'}, 3)

endonde p >0y y=0,1,... Haciendo logp = 0, b(0) = €%, ¢ = 1 y c(y,¢) = —logy! obtenemos la
ecuacién (1).Por lo tanto V(u) = p.

2.2. Funciones de enlace Candnicas

Suponiendo ¢ conocido, el logaritmo de la funcién de verosimilitud de un GLM con respuestas indepen-
dientes, puede ser expresado por la forma:

L(B= Z¢{yiei —b(0;)} + Zc(yi, ?) (4)
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Un caso particular ocurre cuando el pardmetro candnico (6) coincide con el predictor lineal, esto es
—n. =3P ey 3 .
cuando 0; = n; = Ej:i x;j;, en cuyo caso L(f) estd dada por:

n n

p p
L(B) = Z¢ zijB; — b inj,@j + Z c(Yi, d) (5)
i=1 j=1 j=1

j= j i=1

Definiendo la estadistica S; = ¢ > i, Yiz;;, L(B), es posible reexpresar esta funcién en la forma:

p n P n
L(B) = Z«Sjﬂj - ¢Zb chz‘jﬂj + ZC(% ) (6)
=1 =1 \j=1 i=1

Por lo tanto, por el teorema de la factorizacién la estadistica S = (S1, Sz, ,S,)7 es suficiente minimal

para el vector § = (f1, B2, - - ,5p)T. Las conexiones que corresponden a estas estadisticas son llamadas
candnicas y desempenian un papel importante en la teorfa de los MLG. (Paula (2004))

La funcién de enlace candnica para un modelo Poisson es 7 = logu y para un modelo Binomial
n = logit(u) = log {ﬁ}

Una de las ventajas de usar enlaces candnicos es que estas garantizan la concavidad de L(8) y en
consecuencia muchos resultados asintéticos son obtenidos maés facilmente.

2.3. Modelos Inflados por Ceros

Los modelos inflados de ceros por acuerdo con Paula (2004) se caracterizan por la ocurrencia de ceros
en dos situaciones:

I Ceros que se producen segin la distribucién de recuento

II Ceros estructurales

Esto significa que cuando una muestra aleatoria no cuenta con la caracteristica que describe la variable
aleatoria Y, se puede tratar como una muestra de ceros estructurales, esto se da por ejemplo, cuando
se quiere medir la cantidad de dias que una familia consume un producto, las familias que no consumen
dicho producto son ceros estructurales. El otro caso se presenta cuando la muestra aleatoria presenta la
caracteristica pero su valor es un cero, este caso se presenta cuando por algin motivo, hay mas ceros de
los cabria esperar en una distribucién Poisson, en cuyo caso la funcién de probabilidad estd expresada
por:

P(Y = ) = (7)

(1 — Wi)fz(yi) St Y; = 1, 2,

para ¢ = 1,2,--- ;n, 0 < m < 1 es la probabilidad de que la observacién de Y sea cero y f.(y) hace
referencia para nuestro caso de estudio a la funcién de probabilidad de la distribucién Poisson.

Pues(to que) ZZ’;I f-(y) = 1—£.(0) obtenemos Z;":O P{Y=y}=m4+1-m)f(0)+(1—m){1—f.(0)} =
T+ ((1—m) =1

Este modelo se denota como Y ~ IZ(mw, P()\)), cuya funcion de probabilidad estda dada por:.

7Ti+(].—7Ti)€7'u’ st v, =0
P(Y =y) = (8)

(1— m)e_;"” sioyi=1,2, ...
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Para este modelo tenemos:

=(1=7)> yf(y)
y=1
— (1-7)E(Z)

= (1 - 71-) Znyz(y)
y=1
=(1-m)E(Z%

Por lo tanto:
Var(Y) = E(Y?) — E*(Y)
— (1= E(Z%) — (1 - 7)2E%(2)
=1 -m){E(Z%) - (1-mE*(2)}
Y en el caso particular de la distribucién Poisson tenemos:
E(Y)=(1-mpu
y dado que E(Z) = py Var(Z) = p, tenemos:

Var(Y) = {E(Z%) - (1 -m)E*(2)}
{n+p? =1 —-mu*}
{n+p? = p® +mp?}

(1 + 7 )

1—m
=1-m
1—m

1—m

AA/_\,_\
—_— — — —

Ahora tenemos que para una variable aleatoria Z; ~ P();) con A\; = eri By log{{7—} = e, de esta
manera el valor esperado de Y esta dado por:
i =(1 = m)B(Z)
= (]. — W)AZ

T
_ eli Y 617?5
B 1—ewin

e%i B

1+4ew

Donde X; son las covariables que explican A y u; son las covariables que explican 7. La funcién de enlace
esté dada por:

log j1; = m; = 27 B — log(1 + e 7) )
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2.4. Estimacion en los Modelos Lineales Generalizados

En el caso de la familia exponencial, dado un vector de observaciones y = (y;,y2," - ,yn)’. El logaritmo

de la verosimilitud es
n

0O | y) = ((yib — b(0:)/a(@) + c(ys, 0)) (10)

i=1

Cuando usamos el link canénico: § = n = X’3, de modo que podemos estimar los pardmetros de interés
B: Por lo tanto, la funcién score:

o al v,
95~ 06; 0P

o _ — (yi — ) ,
9B ;g'(ui)v; "

es posible probar que:

donde V; = Var(y;) = a(p)b” (6;).
Necesitamos igualar esa ecuacion a cero, pero no existe una solucién exacta, y utlizamos una versién de
algoritmo de Newton-Rapson, llamado Fisher Scoring Algorithm. Es un algoritmo iterativo cuya solucién
es:

Brew = (X'WX) 1 X'W2

donde z = X Bo1a + (v — to1d)9 (o1a) (llamada variable de trabajo), y W es una matriz diagonal, cuyos
elementos w;; = 1/¢'(1;).

3. Modelo Lineal Mixto

Antes de mostrar el modelo mixto es preciso aclarar algunos conceptos basicos en relacién a los modelos
de regresion, los cuales tienen que ver con los efectos fijos y aleatorios con los que cada modelo cuenta.
Correa Morales & Salazar Uribe (2016) define estos términos asi:

= Efectos Aleatorios: Se trata de efectos que son tomados al azar de una poblacién de posibles
niveles, son los factores de los cuales no es objetivo principal obtener una estimacién, otra forma
de verlos es el efecto que desea ser marginalizado por algin motivo.

= Efectos Fijos: Son los efectos que se determinan a propdsito, es decir son los efectos que centran
el objetivo principal del analisis, de los cuales, se desea obtener una estimacién del impacto en cada
posible nivel.

De acuerdo con Stroup (2012) un modelo estadistico debe cumplir con tres elementos:

1. La observacion en la variable respuesta.
2. La parte sistematica o determinista del proceso que da lugar a la observacién

3. La parte aleatoria, que incluye una declaracién de la distribuciéon de probabilidad asumida

Un modelo mixto permite analizar una variable aleatoria Y modelizando simultdneamente el valor espe-
rado del fenémeno estudiado y su variabilidad, es decir se modela un efecto fijo a todos los sujetos de
estudio y otro efecto aleatorio asociado a cada uno de los sujetos.

Es posible obtener un modelo mixto de la agrupacién de un modelo en dos etapas, que no es mas que la
adaptacion al modelado lineal simple que permite aproximar los perfiles asociados a cada sujeto asi: La
primera parte es ajustar una regresién asociada a cada sujeto por separado y la segunda es ajustar una
regresion a los coeficientes asociados a cada sujeto en funcién de variables conocidas (efectos fijos) asi:
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» Primera Etapa: Suponga Y; = (Y;1, Yo, ...

7

, Yin,) una variable aleatoria para las orbervaciones

del i-ésimo sujeto tomado en el tiempo Xj;;, el modelo Y; = Z;3; + ¢€; representa la varianza entre
sujetos, siendo Z; una matriz de orden n; x g de covariables conocidas, 8; un vector con dimensién
q de coeficientes de la regresién y ¢; ~ N(0,%;), con ¥;, la matriz de varianzas y covarianzas.

» Segunda Etapa: En esta etapa se modelan los /3]s con covariables conocidas, obteniendo; 5; =
K8+ b;, siendo K; una matriz de orden ¢ x p de covariables conocidas, S un vector con dimensién
p de coeficientes de la regresion y b; ~ N (0, D), con D, la matriz de varianzas y covarianzas.

De esta manera un modelo en dos etapas dado por:
Y =ZiBi + €
Bi=KiB+b;
Se puede resumir en un sélo modelo mixto (MLM) dado por:

Y; = Z;KiB+ Zibi + ¢
=XiB+Zibi+ ¢

para este modelo tenemos Z;K; = X;, b; ~ N(0,D) y ¢ ~ N(0,%;), b1, ba,...

mutuamente independientes, en donde:

= [3: Hace referencia a los efectos fijos.
= b, v ¢;: hace referencia a los efectos aleatorios.

= Dy 3: Contienen las componentes de varianza.

Matricialmente:
Yl Xl €1 Zl
Y2 X2 €9 Z2
Y = . ; X = . 5 €= . 5 Z = . 3

La forma matricial de un modelo Lineal Mixto queda definida como:
Y=XB+2Zb+e¢
Donde E(e) =0y

€1 0 0
€9 0
Ee: . .

0 O €m
D 0 0
0 D 0

Eb: . - m®D

0 O D
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(13)
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3.1. Modelo Lineal Generalizado Mixto

Sea Y el vector de respuesta de una variable aleatoria condicionada en b y perteneciente a la familia
exponencial, tenemos:

Jyio(yilb, B, ¢) = exp{W +d(yi,¢)} (14)

b~ fy(b|D)

El modelo lineal generalizado mixto (MLGM) esta dado por:

ni = X3+ zb (15)

Con X/ la i-ésima fila de X y z} la i-ésima fila de Z.

3.1.1. Estimacion de un Modelo Lineal Generalizado Mixto

La verosimilitud para la ecuacién (14) es:
£(6,6.D1Y) = [ T] funwilb.5.6)u(bID)ab (16)
i=1

Esta funcién no puede evaluarse en forma cerrada y requiere de métodos numéricos. El método de la
cuadratura de Gauss puede ser una opcion adecuada para esta evaluacién.

De acuerdo con Correa Morales & Salazar Uribe (2016) una aproximacién presentada por McGilchrist
(1994), asumiendo un modelo lineal mixto con la siguiente estructura.

Y=n+c¢
=XB+Zb+e

donde € ~ N(0,0?D) y con D conocida. El vector de respuesta media 1 depende de una componente
fija XB con X la matrix de diseno con constantes conocidas y 3 el vector de pardmetros poblacionales
desconocidos, ademéas Zb se puede particionar como:

Z=(Z1,2Z2,-- , Z)
b/:( /lﬂ /27 ,b%)

donde b; tiene v; componentes y b; ~ N (0,03 A;) y ademés es independiente de otras componentes b. Y

con 032» = 029j7 entonces:

0144 0o - 0

0 64 --- 0

A= : S :
0 0 e O Ay

El procedimiento BLUP consiste en la maximizacién de la suma de las componentes de log-verosimilitud:

= Sea l; la log-verosimilitud para Y dado b condicionalmente fijo,
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= sea [o la log-verosimilitud para b y

=0+

Asi [ representa la log-verosimilitud basada en la distribucién conjunta de Y y b. El procedimiento
BLUP (mejor estimador lineal insesgado) selecciona estimaciones de 3, b, 02 y los pardmetros de A que
maximicen [. Resolviendo el sistema de ecuaciones de obtiene:

X'D'X X'D'Z g1 _ [ XDy
Z'D7'X Z'D7'Z+ A7 b - Z'D7YY

4. Modelo Lineal Generalizado Mixto Poisson Cero Inflado

Para lograr que la estimacién del modelo para la variable de estudio sea un modelo mixto, es necesario,
como se mostré anteriormente que este tenga una parte de efectos fijos y otra parte de fectos aleatorios,
para tal fin se propone incluir la relacién espacial de los siniestros en cada municipio, es decir que los
incendios se pueden dar més facilmente en algunas regiones dadas sus caracteristicas de terreno, tipo de
bosques, temperatura, etc.

Dicho efecto aleatorio, estd dado por dos factores:

I Inclusién de estimaciones no paramétricas mediante Splines penalizados (P-Splines).

II Adicién de la relacion espacial de la cantidad de incendios en los municipios mediante una estimacion
autoregresiva espacial (SAR).

4.1. Splines Penalizados - P-Splines

De acuerdo con Durbén (2009) los modelos P-Splines, retinen las mejores caracteristicas de los enfoques
de modelos de suavizado mediante splines; smooting splines y regression splines, ya que utilizan menos
parametros que los splines de suavizado, pero la seleccién de los nodos no es tan determinante como en
los splines de regresién, veamos:

Para un modelo de n pares de datos (z;,y;), dado por:
yi = f(zi) +e& € ~ N(0,07) (17)

siendo f(-) una funcién suave de los datos.
La penalizacién a los splines se realiza utilizando minimos cuadrados para ajustar un modelo a una base
B construida con k£ nodos, en donde la funcién a minimizar es:

S(a;y) = (y — Ba)'(y — Ba) = a = (B'B) "' B'y

La penalizacién introducida por Eilers & Marx (1996) se basa en las diferencias entre los coeficientes
adyacentes de las bases B-Splines y se anade a la funcién de minimos cuadrados, resultando la siguiente
funcién de minimos cuadrados penalizados:

S(a;y) = (y — Ba)'(y — Ba) + \a’ Pya = a = (B'B + \P;)"'B'y

la funcién del parametro A es controlar la suavidad de la curva, pero aqui lo que hace es penalizar los
coeficientes que estdn muy separados entre si, y cuanto mayor sea A\, mds se aproximaran los coeficientes
a cero, de modo que si A — oo nos aproximamos a un ajuste polinémico. Por el contrario, cuando A — 0
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estaremos utilizando minimos cuadrados ordinarios. (Durbédn (2009)).

La seleccién el parametro de suavizado se hace mediante criterios de comparacion de modelos: Criterio de
informacién de Akaike (AIC), Criterio de informacién bayesiano (BIC), Validacién cruzada generalizada

(GCV), ect..

4.2. Autocorrelacién Espacial (Modelos SAR)
Un modelo autoregresivo espacial consiste en una versién espacialmente rezagada de Y, asi:

y=pWy+e (18)

Este es un modelo similar a u modelo de regresion estandar, donde la el primer término se construye a
partir de una matrix nzn de correlacién espacial W predefinida aplicada a la variable observada y junto
con un parametro de autorregresién espacial p que tipicamente tiene que ser estimado a partir de los
datos. Esencialmente, un modelo de desfase espacial expresa la nocién de que el valor de una variable en
una ubicacion dada se relaciona con los valores de la misma variable medida en ubicaciones cercanas, lo
que refleja algin tipo de efecto de interaccién. La matriz de ponderaciones espaciales, W, casi siempre
esta estandarizada de manera que sus filas sumen a 1, por lo que efectivamente incluye un promedio
ponderado de los valores vecinos en la ecuacién de regresion.

Para una observacién individual, la ecuacién béasica de autoregresién retardada espacial es simplemente:

Yi = pZWijyj +é&
J

Este modelo se puede reescribir como:
y=(1—pW) ' +e

y asi obtener la expresién de la varianza de y, dada por:

VAR(y) = E(yy")
=E(yy")

(1= pW) B(eeT) (1 — )
(1—pW)to - pwh)~!

donde C, es la matriz de varianzas y covarianzas. (De Smith et al. (2007))
esta derivacion no tiene supuestos distribucionales respecto a la variable respuesta y o sobre los errores.
En este modelo, la matriz de pesos espacial V.

Dicho esto, para lograr el efecto espacial deseado sobre la estimacion, en el modelo se incluye un operador
de retardo espacial, para tal fin se da una suma de los pesos en todos los valores de una vecindad dada,
obteniendo los valores asociados a cada municipio, mediante la multiplicacién de la variable observada
en la vecindad i con los pesos asociados a la matriz de peso espacial W. resultando asi:

Wiy = Z WijYj

J

para todo j que pertenezca al conjunto J.

Asi, el modelo a aplicar formalmente estd dado por:
Sea Y una variable aleatoria tal que Y ~ IZ(mw, P(\)), con funcién de probabilidad dada por:
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T+ (1 —m)e ™ si Y =0
P(Y; =) = (19)

(1-m)<3" siogi=1,2,.

Para el cual la funcién de enlace esta dada por:

mi=al B —log(1+ ") + f(z) + Wiy (20)

En donde x] 3 hace referencia a los efectos fijos asociados a la media de la variable de estudio, u]  hace
referencia a la probabilidad de que el valor de Y sea un cero y f(z;) hace referencia a la estimacion del
modelo de suavizado por P-Splines y W,y es el operador de retardo espacial. Estos dos ultimos son los
efectos aleatorios dados bajo la hipdtesis que los incendios en los municipios pueden tener relaciones no
lineales con alguna covariable y que ademas tienen relaciéon espacial.

5. Estimacion de Parametros

Para la estimacién de los pardmetros se utilizard el método de GAMLSS: Modelos Aditivos Generalizados
de Ubicacion, Forma y Escala o generalized additive model for location, scale and shape por sus siglas
en inglés.

Los modelos aditivos generalizados para ubicacién, escala y forma (GAMLSS) fueron introducidos por
Rigby y Stasinopoulos (2001, 2005) como una forma de superar algunas de las limitaciones asociadas con
los Modelos Lineales Generalizados (GLM) y los Modelos Aditivos Generalizados (GAM) (Stasinopoulos
et al. (2017)).

En los modelos GAMLSS, la suposicién de distribucién de la familia exponencial para la variable de
respuesta (y) se relajé y se reemplazé por una familia de distribucién general, incluidas las distribuciones
altamente asimétricas y/o kurtéticas. La parte sistemética del modelo se amplia para permitir modelar
no solo la media (o ubicacién) sino otros pardmetros de la distribucién de y, como funciones paramétricas
lineales y/o aditivas no paramétricas de variables explicativas y/o efectos aleatorios.

La estimacién de méxima verosilimitud (penalizada) se usa para ajustar los modelos mediante los algo-
ritmos CG y RS.

El primero, el algoritmo CG, es una generalizacién del algoritmo de Cole y Green (1992) (y utiliza la pri-
mera (esperada o aproximada) segunda y derivadas cruzadas de la funcién de verosimilitud con respecto
a los pardmetros ¢). Sin embargo, para muchas funciones de probabilidad (densidad) de poblacién f(y|?)
los pardmetros 6 son informacién ortogonal (ya que los valores esperados de las derivadas cruzadas de
la funcién de verosimilitud son 0). En este caso, es mas adecuado el algoritmo RS mds simple, que es
una generalizacion del algoritmo que utilizaron Rigby y Stasinopoulos para ajustar los modelos aditivos
medios y de dispersién (y no usa derivadas cruzadas) (Rigby & Stasinopoulos (2005)).

En los modelos GAMLSS se asume que las observaciones y; para ¢ =1,2,--- ,n con funciéon de densidad
f(yi]6") condicional el §° donde 6° = (0;1,6;2,- - ,0;,) es un vector de p pardmetros, cada uno relacio-
nado con las variables explicativas, para p = 4, la implementacién en R denota estos pardmetros como
Wi, 0iy Vi, T;. los primeros dos parametros suelen caracterizarse como parametros de locacién y escala y
los restantes son parametros de forma.

Sea yT = (y1,y2, -+ ,yn) un vector de tamafio n de la variable respuesta. También para k; Se debe
conocer la funcién de enlace monénota gx(.) que relaciona el k-ésimo pardmetro 6 con las variables
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explicativas mediante modelos aditivos semiparamétricos dados por:

Ji

g(u) =m = x181 + Z hji(xj1)
j=1
Ja2

g(0) =m2 = 2232 + Z hja(xj2)
j=1
J3

g(v) =mn3 = x303 + Z hjs(z;3)
i=1
]J4

9(7) = N4 = T4 + Zhj4(l‘j4)

J=1

Donde la funcién hjj, es una funcién aditiva no paramétrica de la variable explicativa X ;. Este modelo
se ha ampliado para permitir que los términos de efectos aleatorios se incluyan en el modelo para los
parametros:

g =m =x1B+ Y Zj(vpn)

J2
g(o) =m2 = x2f2 + Z Zj2(7;2)

j=1

B (22)
g(v) =mn3 = z303 + Z Z;3(7v43)

—1

JJ4
g(7) = N4 = 24P + Z ANGIN)

=1

Donde j3, tienen distribuciones normales con 7z ~ Ny, (0, Gj_kl) y Gj_k1 es la matriz inversa generalizada.
Los vectores paramétricos B y los pardametros de efectos aleatorios Aj, se estiman dentro del marco
GAMLSS maximizando una funcién de verosimilitud penalizada ¢, data por:

P Jk

1
by=t-3 S N Girvin (23)

k=1 j=1

donde ¢ = Y7, log(f(y:]6")) es la funcién de log-verosimilitud.

6. Resultados y Discusion

En el capitulo anterior se establecieron las bases tedricas para la estimacién del modelo, a continuacion
se muestran los resultados obtenidos y las estimaciones de los parametros mediante la aplicacion a los
datos reales.

Lo primero es presentar el contexto de la informacién analizada:

6.1. Analisis Descriptivo
La informacién analizada en el modelo se obtuvo a través del Instituto de Hidrologia, Meteorologia y

Estudios Ambientales (IDEAM), con fines exclusivamente académicos, del cual se tomé el nimero de
siniestros registrados por incendios forestales a nivel municipal.
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La informacion recolectada mostraria un estudio a nivel total pais, sin embargo, no se registr6 informacién
de las covariables en todos los municipios de Colombia, por lo que se tomo la determinacién de estudiar
Unicamente los municipios de los departamentos de Santander y Antioquia, adicionalmente se decidi6
trabajar la informacion recolectada para el ano 2013, ya que fué el ano que registrd la mayor cantidad de
siniestros y que presentaba la mayor completitud de los datos. La informacién recolectada se presenta a
continuacion:

1. Variable respuesta: Numero de incendios Forestales registrados en cada uno de los municipios
durante el ano 2013.

2. Area quemada: Cantidad en hectareas de terreno boscoso consumido por el fuego en todos los
siniestros presentados durante el afno.

Area Bosques: Cantidad en hectareas de bosques por municipio.
Precipitacién méxima: Precipitacién maxima mensual en el afio medida en mm o L/m?.

Temperatura media: Promedio anual de temperatura diaria, medida en °C.

S ot e W

Dias con precipitacién: Numero de dias al ano en los que se presenté precipitacion en cada
municipio.

=

Precipitacién total: Volumen total de precipitacién al afio medida en mm o L/m?.
8. Area oficial: Tamaiio del municipio en K'm?2.

9. Area cosechada: Superficie cosechada de los principales productos agricolas, medida en hectareas
por municipio.

10. Poblacional Total: Cantidad total de habitantes de cada municipio, incluye cabecera municipal
y zonas rurales.

A continuacidn, se presenta el comportamiento de la variable respuesta en los departamentos en mencién.

Cantidad de incendios forestales por municipio en los
departamentos de Santander y Anlioquia.

Leyenda

MAPA_INCENDIOS
[Jo-1
COi-s

B 6-18

M ic-c2
W c:z-55

Figura 1: Incendios forestales por municipio.
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Los intervalos representados en la gama de colores del anterior mapa cloroplético se construyé a partir
de las rupturas naturales de Jenks el cual se basa en la minimizacién de la varianza en cada intervalo
creado. En el se evidencia la concentracion de siniestros relacionados con incendios forestales, mediante
una escala colorométrica que indica colores claros donde se registran la menor candidad de incendios, e
inversamente colores oscuros en los municipios que registran mayor candidad de siniestros.

La observacién méas sobresaliente es que las mayores concentraciones de incendios se encuentran en las
areas metropolitanas de las capitales de los dos departamentos, este hecho puede tener relaciéon con la
concentracién de poblacion registrada en estas areas, ya que es sabido que buena parte de los citados
incidentes ambientales son causados por la mano humana.

De acuerdo con el planteamiento teérico del modelo, la variable de estudio debe estar relacionada es-
pacialmente, es decir que para regiones vecinas existe una asociacién estadisticamente significativa de
valores parecidos o discordantes. Esta hipétesis se corrobora con el Test de Mordn (I de Moran), el cual
con un tamafnio de muestra grande se distribuye asintéticamente como una distribucién Normal Z(I),
asi, cuando el valor de Z(I), es positivo, indica que existe autocorrelacion espacial positiva, es decir,
valores parecidos de la variable de interés en regiones cercanas. Inversamente cuando Z(I) es negativo
indica correlacién espacial negativa, es decir, precencia de valores disimiles para la variable Y en regiones
cercanas.

El indice de Moran se define como:

NATL S ey - 9) — D)
So > i (vi —7)?

donde y; refleja el valor de la variable y en la regién i, § es la media muestral, w;; son los pesos de la

matriz W, N es el tamafio muestral y So = >, >~ wij.

I A FE ]

El sistema de hipotesis planteado es:

Hy: No existe correlacion espacial en la cantidad de incendios forestales por municipio.
H,: Existe correlacién espacial en la cantidad de incendios forestales por municipio.

permutatons: 959
pseudo p-vaie:0.001000

oggea CANT_IGEN

a0 w0 B 20 ™ 1200 —
canween

102748 E[J-0.0047 mean: -0.0033 5 0.0340 z-vaue: 81908

(a) (b)

Figura 2: A la izquierda se encuentra el diagrama de dispersién de Moran, en el cual cada punto representa
en el eje X las observaciones de la variable de estudio y en eje Y las observaciones de la misma variable
en ubicaciones vecinas, indicando la relacién positiva entre la cantidad de incendios de cada municipio
con sus municipios vecinos.

A la derecha estd la distribucion de los datos construida con base a permutaciones para determinar qué
tan probable seria observar el valor I de Moran de una distribucién real en condiciones de aleatoriedad
espacial. La linea verde indica el Pseudo P-Valor y la linea negra indica la region de rechazo de la
distribucién, se puede observar que el estadistico de Moran se encuentra en la regién de rechazo.

A continuacion se muestra el juzgamiento del estadistico realizado con la funciéon MTest del software
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estadistico R.

Tabla 1: Test de Moran para la Cantidad de Incendios por Municipio

Moran I Test

Standard Deviate: \ 8.0054 P-Value: \ 1.191e-15

Null Hypothesis: Two Sided

Sample Estimates: Moran I statistic: | Expectation: | Variance:
0.274791710 -0.004739336 | 0.001219264

Los resultados obtenidos indican que el P-Valor es menor que el nivel de significancia del @ = 5 %, ademés
el I de moran es positivo, por lo cual se puede determinar que existe suficiente evidencia estadistica, para
rechazar la hipdtesis nula y afirmar que existe autocorrelacién espacial es decir los valores en las ob-
servaciones de cada municipio estan mas agrupadas espacialmente de lo que se esperaria si los procesos
espaciales vecinos fueran aleatorios.

El valor del estadistico de Moran es positivo, lo que indica que la relacién espacial de la variable de
Incendios forestales es directa, es decir que hay valores similares de la variable en regiones vecinas para
cada municipio.

A partir de este resultado se garantiza que hay condiciones de trabajo suficientes para la aplicacién
de la relacion espacial propuesta en el modelo, por otro lado, se tiene la variable de estudio que se con-
tiene datos de conteo con exceso de ceros, lo que nos dé el escenario para avanzar en la propuesta de
estimacién.

6.2. Aplicacién del modelo

La aplicaciéon del modelo tedrico a los datos de incendios forestales mencionados se realiza a través
del software estadistico R, principalmente a través del uso del paquete gamlss, el cual permite realizar
estimaciones para modelos aditivos mediante procesos iterativos.

Antes de incluir las variables al modelo se calculé W, la matriz de pesos basada en las vecindades desde
el punto de vista espacial, con el fin de utilizar el operador de rezago espacial dentro de la estimacion
del modelo.

Por otro lado se realizé un andlisis de las variables que podrian ser candidatas a la estimacién por
suavizamiento no paramétrico, teniendo en cuenta las que no tenian una relacién lineal con la variable
de estudio, determinando asi que las variables Temperatura media y Area Cosechada son las que
mejor se ajustan a este comportamiento.
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Method: Mixed

Enlaces:

Mu link function: 1log
Sigma link function: logit

Los resultados del modelo se muestran a continuacion:

Tabla 3: Resultados Estimacién del Modelo

Mu Coefficients:

Variable Estimate | Std. Error | t value | Pr(> |t ) Transfomada
pb(MEAN_TEMP) 2.224e-01 | 7.681e-03 | 28.955 | <2e-16 ***
pb(AREACOSECHADA) | -4.899e-05 | 9.537e-06 | -5.136 7.04e-07 ***
TOT_PREC 6.479e-05 | 1.530e-05 | 4.235 3.58e-05 *** | 1.0000616
DIAS_PREC -1.309e-02 | 5.022e-04 | -26.076 | <2e-16 *** 0.9873258
AREABOSQUES -2.167e-05 | 5.588e-06 | -3.878 | 0.000146 *** | 0.9999787

POBLACION_TOTAL 1.207e-06 | 1.217e-07 | 9.920 <2e-16 *** 1.0000012
Sigma Coefficients:

Variable Estimate | Std. Error | t value | Pr(> |t]) Transfomada
ESP_EFF 9.805e-02 | 5.062e-02 | 1.937 0.0541 . 0.104719699475
POBLACION_TOTAL -7.349e-06 | 3.577e-06 | -2.055 0.0412 * -0.000006912372

Se evidencia que con este modelo, todas las variables son estadisticamente significativas son un nivel de
confianza del 94 %.

En cuanto al efecto espacial, se observa que para cada municipio, los municipios cercanos presentan un
10% de riesgo adicional de que no haya incendios. Por otro lado, el efecto causado por las variables
Precipitacion total, Dias con precipitacion, Area total de bosques y Poblaciéon total por
municipio presentan efectos similares en relacién con la cantidad de incendios en cada municipio, indi-
cando que con un incremento en una unidad de cada una de las variables, el efecto sobre la cantidad de
incendios es cercana al 1 %.

A continuacion se puede observar algunos supuestos sobre los residuales del modelo.

Against Fitted Values Against index
B &
0 =+ - ° o T @
E & E PR
2 2 o
[ o ™ - o =
I o & o oo emog%&ocg
= = o2 9 3. 8%
: b HERr - ST N
3 ° ° 3 o 5o ool TR wa
Y e ; o °
o °
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Fitted Values index
Density Estimate Normal Q-Q Plot
B
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Density
Sample Quantiles
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Quantile. Residuals Theoretical Quantiles

Figura 3: Incendios forestales por municipio.
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De acuerdo con el anterior grafico de residuales, se puede determinar que el modelo es bueno, sin em-
bargo, el supuesto de normalidad en los residuales demuestra que cuando la cantida de incendios es
excesivamente grande, el modelo tiene problemas para registrarlo.

Las variables Temperatura Media y Area Cosechada fueron estimadas mediante métodos de suaviza-
miento con P-Splines y los resultados de estas estimaciones se muestran a continuacién:

Estimacion no paramétrica para tempertura media Estimacion no paramétrica para Area cosechada

Incendios
Incendios
100
I

40

10 15 20 25 30 0 10000 20000 30000 40000
Temperatura Media Area Cosechada
(a) (b)

Figura 4: A la izquierda, estd la estimacién P-Spline para Temperatura Media, en la cual se observa la
relacién no lineal entre la temperatura media por municipio y la cantidad de incendios presentados en
cada uno de ellos. De acuerdo al grafico, la mayor cantidad de incendios se presenta en temperaturas de
entre los 20 °Cy los 25 °C. Ademds, se evidencia que en temperaturas menores a los 20 °Ces poco probable
encontrar incendios forestales.

A la derecha se encuentra la estimacion P-Spline para la superficie cosechada de los principales productos
agricolas en cada municipio, en el cual se observa que el mayor volumen de incendios forestales se
presenta en municipios cuya area cultivada es menos a 4000 hectareas. La curva muestra incrementos en
la cantidad de incendios cuando las dreas cultivadas estan al rededor de 8000 hectrareas y cerca a las
13000 hectrareas, sin embargo, de evidencia que en grandes extenciones cultivadas mayores a las 20000
hectéreas la cantidad de incendios no aumenta.

En los dos casos se evidencid que en la estimacion del modelo existe una ganancia significativa en términos
de ajuste utilizando este método de estimacion en las variables en mencién.

7. Conclusiones

1. Las variables analizadas tienen efectos significativos sobre la cantidad de incendios registrados en
cada municipio. Ya que sélo se evalué un ano, es posible expander esta investigacién, tanto a otros
anos, como a otras regiones del pafis.

2. La metodologia usada de modelos mixtos, incluyendo estimaciones no paramétricas y de autoco-
rrelacién espacial, demostré ser mejor que un modelo lineal generalizado Poisson cero inflado, ya
que las estimaciones presentaron mejores resultados en los criterios de comparacion.
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3. Las variables analizadas son estadisticamente significativas, lo que sugiere que las estancias guber-
namentales encargadas de la gestién del riesgo, pueden enfocar sus esfuerzos en funcién de estas
variables hacia la prevenciéon de futuros siniestros ambientales.
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8. Anexos

8.1. Anexo 1: Cédigo fuente en el programa R para los calculos del modelo.
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AR AAArLectura de los  datostiHRARHARHAFHAFHTTAHATAT
setwd ("C:/ Users/Familia Diaz Ovalle/Google Drive/Personal Javier /USTA/Proyecto/Bases”)

base_total <— read.csv(”C:/Users/Familia Diaz Ovalle/Google Drive/Personal Javier /USTA/]

n <— dim(base_total )[1]

names ( base_total)

base_totalfCODIGO_MUNICIPIO <— as. factor (base_totalSCODIGO_MUNICIPIO)
base_totalCODIGO_DEPARTAMENTO <— as. factor (base_total3CODIGO_DEPARTAMENTO)
str(base_total)

attach(base_total)

#HHHH#E capa municipios

municipios <—readOGR (dsn="C:/ Users/Familia Diaz Ovalle/Google Drive/Personal Javier /USTA,
#municipios<— subset (municipios , municipiosSCOD_DEPTO = ¢ (7057 ,768”))
#municipios<— subset(municipios, municipios$ID_ESPACIA != 99999)

#merge de la bases y eliminacion de duplicados

data<— merge(municipios , base_total , by.x="ID_ESPACIA” by .y="CODIGO_MUNICIPIO”)
data <— data[!duplicated (data$ID_ESPACIA) ,]

#Conversion a coordenadas UIM

crs.geo <— CRS("+proj=tmerc +lat_0=4.599047222222222 +lon_0=-74.08091666666667 +k=1 +x _(
proj4string (data) <— crs.geo

final .utm=spTransform (data ,CRS("+init=epsg:3724 4units=km”))

plot (final .utm)

#Centroides de las areas
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centros=getSpPPolygonsLabptSlots(final .utm)

centroids <— SpatialPointsDataFrame (coords=centros, data=final.utm@data,
proj4string=CRS("+init=epsg:3724 +units=km”))

plot (centroids ,add=T, pch=1,col=2)

#Create a k=4 nearest neighbor set

us .nb4<—knearneigh (coordinates (final .utm), k=4)
us . nb4d<—knn2nb (us.nb4)

us . wtd<—nb2listw (us.nbd, style="W")

# Matriz de distancias entre los centriodes
W=dist (centros ,up=T)

head (W)

# Matriz W de vecindades

final .nb=poly2nb (final .utm, queen=T)
plot (final.nb, coordinates(final .utm))
head (final .nb)

# Martiz W estilos

final .lw=nb2listw (final .nb)
final . lw

names (final .1w)

final .lwSweights

final .lwb=nb2listw (final .nb,style="B”)
final .lwb
names ( final .lwb)

final .lwb$weights

final .lwc=nb2listw (final .nb,style="C")
final .lwc

names ( final .1wc)

final.lwcSweights

final .lwu=nb2listw (final .nb,style="U")
final .lwu

names ( final .lwu)

final.lwu$weights

#Mapa con datos completos
marr_seq <— seqdef(biofam3c$married , start = 15)

attr (marr_seq, ”cpal”) <— c("#AB8FF”, "#E6AB02” , "#E7298A”)

coorde <— merge(final.utm, centroids, by.x=ID_ESPACIA, by.y="ID_ESPACIA”)
spplot (coorde, "CANTINCENDIOS” , do.log = T, colorkey = TRUE)

A4 Prueba de Correlacion
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#Test Moran

MTest=moran. test (final .utm$§CANT INCENDIOS, final .lw, alternative="two.sided”)
moran. plot (final .utm$CANT_INCENDIOS, final .lw)

#Test C Geary

geary . test (CANTINCENDIOS, final .lw, alternative="two.sided”)

LY L) ) ) ) ) g g ) ) ) ) g ) g ) g g g ) ) g ) ) ) ) ) ) g ) g g g ) ) ) ) ) g ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) g g ) ) ) ) ) )

T i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i it
RN NN NI NIRRT NI NIRRT IR
T R R R R R R AR MODVLO NIXTO #E R R R R

### OPERADOR. DE RETARDO ESPACIAL
MATRIZ_VECINOS<—nb2mat ( final .nb)
ESP_EFF<—(MATRIZ_ VECINOS % % CANT_INCENDIOS)

ml <— gamlss (CANTINCENDIOS #0+
pb (MEAN_TEMP)
#+pb (TOT_PRES)
+pb (AREACOSECHADA)
#+ESP_EFF_2
#MEAN TEMP
#MAX PRES
+(TOT_PRES)
+DIAS_PRES
#-+(AREAOFICIAL)
-+AREABOSQUES
+(POBLACION_TOTAL)
,sigma . formula = "—1
#HAREABOSQUES
#+AREACOSECHADA
#MEAN TEMP
#+AREAOFICIAL
+(ESP_EFF)
+(POBLACION.TOTAL)
,family=ZIP ,method = mixed (1,100))

summary (ml)

gplot (CANTINCENDIOS,

geom="histogram” ,

binwidth =5,

main=" Histograma de la cantidad de incendios”,
xlab="Incendios forestales”,

fill=I(” indianred1”),

col=I("red”))

m2 <— gamlss (CANTINCENDIOS 0+
pb (MEAN.TEMP)

#+pb (TOT_PRES)

+pb (AREACOSECHADA)

+ESP_EFF_2

#MEAN TEMP

#MAX PRES

+(TOT_PRES)
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+DIAS_PRES
+(AREAOFICIAL)
#HAREABOSQUES
#+pb (POBLACION_TOTAL)
,sigma . formula = "0+
#+AREABOSQUES
#+AREACOSECHADA
#MEAN. TEMP
#+pb (AREAOFICIAL )
+(ESP_EFF)
#+ESP_EFF_2
#+pb (MEAN.TEMP)
+(POBLACION.TOTAL)
#MAX PRES
#.nu. formula = "1+ESP_EFF
#gmrf (CODIGOMUNICIPIO, neighbour=final .nb)
#final . lw
, family=ZIP ,method = mixed (1,100))

summary (m2)
exp (ml¥mu. coefficients)

centiles . fan (ml, xvar=AREACOSECHADA, cent=c(3,10,25,50,75,90,97),

colors="terrain” ,ylab="Incendios”, xlab="Temperatura Media” #xlim=c (0,28)
)

windows ()

plot (CANTINCENDIOS MEAN.TEMP, col="indianred1” ,pch=20,ylim=c (0,100),
ylab="Incendios”, xlab="Temperatura Media” ,

main="Estimacién no paramétrica para tempertura media”)

lines (fitted (ml)[order (MEAN.TEMP) |~

MEANTEMP | order (MEAN.TEMP)] , col="gray36” ,lwd=2)

windows ()

plot (CANTINCENDIOS AREACOSECHADA, col="indianred1” ,pch=20,ylim=c (0,200),
ylab="Incendios”, xlab="Area Cosechada”

main="Estimacién no paramétrica para Area cosechada”)

lines (yest [order (AREACOSECHADA) |~

ARFACOSECHADA [ order (AREACOSECHADA) | , col="gray36” ,lwd=2)

windows ()
term. plot (ml, pages=1, ask=FALSE)

windows ()
plot (ml)
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8.2. Anexo 2: Mapa de Vulnerabilidad de Coberturas vegetales
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AMEXO 2 MAPA DE VULNERABILIDAD
DE COBERTURAS VEGETALES
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Vulnerabilidad de coberturas vegetales de Colombia.
Fuente: IDEAM - MINAMBIENTE
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8.3. Anexo 3: Carta Autorizacion de la Utilizacién Informacién

Sefiores

Comité de opcion de grado.
Facultad de Estadistica
Universidad Santo Tomas.

Cordial saludo,

Los datos utilizados para este estudio provienen de varias institucionales gubernamentales
encargadas de su administracion.

* Lainformacion de Incendios forestales por municipio fue suministrada por el Instituto
de Hidrologia, Meteorologia y Estudios Ambientales (IDEAM), mediante solicitud con
radicado nimero 20179050051402 del 04 de Julio de 2017.

* Lainformacion de la base de datos de climatologia por municipio fue suministrada por el
Instituto de Hidrologia, Meteorologia y Estudios Ambientales (IDEAM), mediante
solicitud con radicado numero 20173050012812. del 13 de Marzo de 2017.

# |Las cifras de poblacion para los departamentos de Antioguia y Santanter, se tomaron de
la publicacion de proyecciones del DANE hasta el afio 2020, basadas en el censo de
poblacion realizado en el 2005.

Estos datos son de caracter pablico, por lo cual se da autorizacién para su divulgacion.

Edinson Jawer Diaz Prieto
C.C. 1014217705
edinsondiaz@usantotomas.edu.co
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