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Resumen

Estimar la habilidad de los estudiantes en las pruebas PISA se realiza utilizando valores
plausibles obtenidos por medio de un modelo logistico de tres parametros, con esta meto-
dologia solo se tiene en cuenta la informacion capturada en las pruebas y solo se pueden
realizar estimaciones en los paises y economias perteneciente a la OCDE (dominios) que fue-
ron muestreados. Para mejorar la precisién de las estimaciones y poder realizar estimaciones
en dominios no muestreados que cuenten con informacién auxiliar disponible y confiable,
Tellez (2020) propuso utilizar la metodologia de estimacién en areas pequenas mediante un
modelo Fay-Herriot. Esta metodologia incorpora informacion auxiliar externa a la captada
en la prueba y permite hacer estimaciones mas precisas.

En esta investigacion, se extiende la metodologia propuesta por Tellez (2020) al incluir la
variabilidad espacial en la técnica de estimacion en areas pequenas. Esto se logra mediante
el uso del modelo Fay-Herriot espacial, que tiene en cuenta la autocorrelacién espacial entre
los dominios. Este enfoque se aplica especificamente a las pruebas de lectura y matematicas
del PISA 2018. La informacién auxiliar utilizada en el modelo Fay-Herriot espacial inclu-
ye variables asociadas a la educacién, ciencia, tecnologia, caracteristicas sociodemograficas,
economia, infraestructura y desarrollo. Estas variables auxiliares proporcionan informacién
adicional para mejorar la precision de las estimaciones de habilidad de los estudiantes en los
dominios

Palabras clave:. habilidad, dominios, modelo logistico de tres parametros, datos plausibles,
Estimacién en areas pequenas, variabilidad espacial.
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Abstract

Estimating students’ abilities in PISA tests is done using plausible values obtained through
a three-parameter logistic model. With this methodology, only the information captured in
the tests is taken into account, and estimates can only be made for countries and economies
belonging to the OECD (domains) that were sampled. To improve the precision of the esti-
mates and be able to make estimates in unsampled domains that have available and reliable
auxiliary information, Tellez (2020) proposed using the small area estimation methodology
through a Fay-Herriot model. This methodology incorporates external auxiliary information
captured in addition to the test and allows for more precise estimates.

In this research, the methodology proposed by Tellez (2020) is extended by including spatial
variability in the small area estimation technique. This is achieved by using the spatial Fay-
Herriot model, which takes into account the spatial autocorrelation among domains. This
approach is specifically applied to the reading and mathematics tests of PISA 2018. The
auxiliary information used in the spatial Fay-Herriot model includes variables associated
with education, science, technology, sociodemographic characteristics, economy, infrastruc-
ture, and development. These auxiliary variables provide additional information to improve
the precision of the estimates of students’ abilities in the domains.

Keywords: ability, domains, three parameter logistic model, plausible data, small area esti-
mation, spatial variability
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1 Introduccion

La creciente demanda de generacion de estadisticas de calidad en el menor tiempo posible
ha impulsado la implementacion de métodos de muestreo que permiten comprender las ca-
racteristicas de una poblacion mediante un subgrupo representativo. Estos métodos ofrecen
ventajas en términos de tiempo, costo y precision (Gutiérrez 2016). Lo anterior es importante
cuando los datos y los analisis estadisticos son la base para la toma de decisiones que afectan
el quehacer de una organizacién o la asignacién de recursos publicos a situaciones urgentes.

Un ejemplo de esto se da con las pruebas SABER 3°, 5°, 7° y 9° aplicadas por el ICFES
(Instituto Colombiano para la Evaluacién de la Calidad de la Educacién), donde se eligen
algunos estudiantes como muestra representativa, permitiendo obtener resultados en un pe-
riodo corto (ICFES 2022). Esto conlleva a cumplir los propdsitos para los cuales fueron
creadas las pruebas, en cuanto a servir como base en los planes de mejoramiento de cada
institucion de educacion y brindar informacion que sirva como referente estratégico para
establecer politicas educativas a nivel nacional o territorial.

Ahora bien, los métodos clasicos de estimacién basados en el diseno de muestreo, conoci-
dos como estimadores Directos, utilizan solo la informacién de la muestra en cada dominio
(Molina 2019). En la mayoria de los casos, estos son representativos en los niveles de desagre-
gacion planeados en el diseno muestral (Rao & Molina 2015), si se requiere una desagrega-
cién mayor de la planificada en el diseno muestral, estos estimadores pueden ser insuficientes
en términos de precision. Por lo tanto, han surgido otras alternativas, como la estimacién
en dreas pequenas (SAE, por sus siglas en inglés) que generan estimaciones més precisas
(Molina 2019).

La mejoria en la precision de las metodologias SAE se debe a que se aprovecha la infor-
macién de otras areas y datos auxiliares externos, lo que permite predecir dominios con
muestras pequenas o nulas y obtener estimaciones confiables y precisas Pfeffermann (2002),
Rao (2003). Longford (2005) anade que las dreas que tienen caracteristicas similares tendran
estimaciones parecidas.

En este contexto, es crucial contar con informacién completa en la muestra del dominio para
que se puedan realizar las estimaciones, ya que la falta de datos dificulta el uso de las meto-
dologias SAE. El caso concreto que ocupa esta investigacion tiene esta caracteristica de datos



incompletos. Se trata de las pruebas PISA (sigla en inglés para Programa para Evaluacién
Internacional de Alumnos), realizadas por la OCDE (Organizacién para la Cooperacién y el
Desarrollo Econémicos) para evaluar las habilidades en lectura, matemdticas y ciencias de
estudiantes en su etapa final de formacién escolar. El objetivo es proporcionar informacién
que respalde la toma de decisiones y el diseno de politicas educativas en los paises miembros
de la OCDE y otros paises asociados. Las pruebas se aplican a estudiantes de aproximada-
mente 15 afios de edad y se utiliza la Teorfa de Respuesta ftem (TRI) para establecer una

relacion entre los resultados de la prueba y los rasgos latentes que se desean medir en los
estudiantes OECD (2016).

La TRI, originalmente desarrollada en psicometria, permite construir instrumentos de medi-
cién con propiedades invariantes entre poblaciones Attorresi et al. (2009, p.180). Esta teoria
asume que la habilidad del individuo y las caracteristicas del item son variables latentes y
propone modelos matematicos para modelar su relacién Embretson & Reise (2013), como el
modelo logistico de tres pardmetros (3PL) propuesto por Birnbaum (1958).

Hasta el ano 2020, no se habian encontrado casos donde se combinara la metodologia SAE,
la TRI y la imputaciéon multiple. Sin embargo, dada la importancia de estas metodologias
en la evaluacion educativa y el diseno de politicas publicas, surge la metodologia propues-
ta por Tellez (2020). Esta metodologia estima la habilidad media de los estudiantes en la
prueba PISA de matematicas en 2015, que presenta datos faltantes en los items y dominios
observados. Para abordar este problema, se utiliza la imputacion multiple a través de va-
lores plausibles, siguiendo la propuesta de Rubin (1987). Otros trabajos similares también
abordan estos desafios, como los realizados por Trivino et al. (2020) y Tellez et al. (2021).

Para abordar el problema de datos faltantes, se utiliza la metodologia propuesta por Tellez
(2020), que se basa en la propuesta de Rubin (1987) para la aplicaciéon de SAE en el contexto
de datos faltantes. Esta metodologia se fundamenta en la Teoria de Respuesta [tem (por sus
siglas en inglés TRI). La TRI es un enfoque utilizado en psicometria que permite establecer
una relacién entre los resultados de una prueba y los rasgos latentes o no observables que
se desean estudiar en un individuo. Estos rasgos latentes podrian ser habilidades como la
impulsividad, la extroversion o la habilidad de los estudiantes en el caso de las pruebas PISA.
La TRI asume que la habilidad del individuo y las caracteristicas del {tem son variables la-
tentes y propone modelos mateméticos para modelar su relacién Embretson & Reise (2013),
como el modelo logistico de tres pardmetros (3PL) propuesto por Birnbaum (1958).

En resumen, la metodologia propuesta por Tellez (2020) combina SAE, TRI e imputacién
multiple para abordar el problema de datos faltantes en las pruebas PISA. Esto permite es-
timar las habilidades de los estudiantes a partir de datos incompletos y brinda informacién
valiosa para la evaluacion de la educacion y la formulacién de politicas educativas.
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En el presente estudio, se abordan los resultados de los estudiantes en las pruebas de lec-
tura y matematicas del programa PISA 2018, aplicadas por la OCDE, La metodologia uti-
lizada se basa en la propuesta de Tellez (2020) con la extensién del modelo Fay-Herriot
espacial para la estimacién del rendimiento medio en los dominios. Este modelo ha demos-
trado un mejor ajuste que el estimador Fay-Herriot en investigaciones recientes (Pratesi &
Salvati 2008, Wawrowski 2016, Chandra & Salvati 2018).

Ademads, se incorpora informacién proveniente de dreas vecinas mediante la combinacién
de un estimador de areas pequenias y un modelo Simultdneamente Autorregresivo (SAR) o
un modelo Autorregresivo Condicional (CAR), como se explicé en el trabajo de Petrucci &
Salvati (2006). La seleccién de una muestra representativa de cada pais y la respuesta de los
estudiantes a un subconjunto de {tems relacionados con las teméaticas de investigacién son
caracteristicas clave del diseno de las pruebas PISA que cumplen con los requisitos necesarios
para la aplicacién de la metodologia propuesta.

Dado que el rendimiento es una variable latente, la forma comin de estimarlo es a través
de modelos TRI, como el modelo logistico de tres parametros (3PL). Sin embargo, debido a
que los estudiantes solo responden a un subconjunto de items, los datos faltantes generan un
error considerable en la medicién del rendimiento individual. Para abordar este problema, se
sigue el enfoque de imputacién multiple con K valores plausibles, basado en la metodologia
propuesta por Rubin (1987), siguiendo los ejemplos de Mislevy (1991), Mislevy, Beaton, Ka-
plan & Sheehan (1992) y Tellez (2020). Sin embargo, se reconoce que este procedimiento no
es suficiente cuando se requiere generar estimaciones en dominios no observados, por lo que
se propone el uso del modelo Fay-Herriot espacial, que permite obtener estimaciones precisas
en esos casos.

La investigacién se estructura en seis secciones, comenzando con el planteamiento del pro-
blema en la introducciéon. A continuacion, se exponen los conceptos que fundamentan la
metodologia SAE y el modelo logistico de tres parametros, asi como los objetivos y la forma
en que se pretenden alcanzar. Se incluye una simulacién para estudiar las caracteristicas de
los estimadores a comparar, seguida de una aplicacion real utilizando los datos de la prueba
PISA 2018. Finalmente, se presentan las conclusiones y los compromisos adquiridos en el
estudio.



2 Marco teédrico

2.1. Poblacién y muestra

En estadistica, los conceptos de poblacién y muestra son fundamentales para la construccion
de conocimientos. Sarndal et al. (2003) define poblacién como como el conjunto completo
de elementos o unidades de analisis que se desea estudiar. Esta puede ser finita o infinita,
y puede estar definida por criterios geograficos, demograficos, socioeconémicos, u otros. A
partir de esta poblacién, se extrae una muestra que consiste en un conjunto de elementos
representativos de la poblacion o grupo al que pertenecen. El objetivo de la muestra es de-
terminar las caracteristicas que los identifican y luego trasladar esas caracteristicas como
ciertas a cualquier elemento de la poblacién en su totalidad (Gutiérrez 2009).

Una muestra ideal debe cumplir con ciertas caracteristicas, tales como tener un marco mues-
tral completo y actualizado, ser seleccionada de manera aleatoria y ser lo suficientemente
grande para obtener una precisién adecuada en las estimaciones Sarndal et al. (2003).

2.1.1. Muestreo

El muestreo se refiere al proceso de seleccionar un subconjunto de unidades de una poblacién
con el propdsito de hacer inferencias sobre la poblacién en su conjunto Sérndal et al. (2003).
La seleccion de una muestra se realiza para ahorrar tiempo, dinero y recursos, y para evitar
el costo y la dificultad de estudiar toda la poblacion.

Muestra aleatoria

Gutiérrez (2016) define muestra aleatoria como aquel “subconjunto de la poblacién que ha
sido extraido mediante un mecanismo estadistico de seleccion”. Dicha seleccion puede darse
con un muestreo aleatorio simple, estratificado, sistematico, doble, conglomerado, submues-
tras interpenetrantes o por combinacion de dos o mas de los anteriores. Cualquiera que sea
el procedimiento que se aplique, el objetivo de elegir una muestra con estas caracteristicas
es que sea representativa del universo que se estudia y se puedan obtener los estimadores de
los parametros.

Asi las cosas, dado que lo que se quiere es que la muestra sea representativa de la poblacion,
se necesita que ésta a parte de ser aleatoria sea probabilistica lo cual conlleva a que tenga
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que cumplir unos requisitos para caracterizarse como probabilistica. Sarndal et al. (2003)
y Gutiérrez (2009) establecen que en estos casos, siempre se puede definir el conjunto de
muestra S = s1,...,8,, a cada muestra posible, s, le corresponde una probabilidad de
seleccién P(s) conocida. Ademads, el proceso de seleccién garantiza que todo elemento de
la poblacion tenga una probabilidad de seleccion distinta de 0 y, finalmente, Z P(s) =1,

SEQ
donde @ es el conjunto de todas las posibles muestras.

Variable y parametro de interés

Todas las investigaciones marcan en sus objetivos una caracteristica de interés que motiva el
estudio y sobre la que se calculan los datos estadisticos, esta se denomina variable de interés
(Gutiérrez 2009). De dicha variable, se deriva una expresién numérica que resume los datos
de estudio, asociados a cada individuo de la poblaciéon y que se convierte en la finalidad
del muestreo. A esta expresiéon numérica se le denomina pardmetro de interés (Tellez 2020).
Siendo U la poblacion o universo y N el numero total de unidades en la poblacién o universo,
Algunos de los parametros de uso més frecuente son:

1. Total poblacional: ¢, = Z i
icU

t

2. Media poblacional: y; =

Z(yz _@U>2

. . . o2 _ jeu
3. Varianza poblacional: S, = T

4. Proporcién poblacional: P = )—]\5, X es una variable binomial.

Dominio

En determinados casos, se requieren realizar estimaciones separadas del parametro de interés
para lo cual se define un subgrupo poblacional al que se le denomina como dominio (Gutiérrez
2009). Adicionalmente, debe cumplir con las siguientes condiciones:

1. Ay C A, tal que A =UL A,
2. Sii € A, entonces i ¢ Ay para d # 1

3. El nimero de elementos en el dominio Ay es Ny v es llamado tamano absoluto del
dominio.

4. La proporcién de elementos en el dominio ugz con respecto al tamano poblacional es
Py = % y se conoce como tamano relativo del dominio.
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Estimador

Como se afirmé antes, para estimar los pardametros se usa una expresion numérica, por
tanto, Un estimador es una regla o férmula matematica que se utiliza para obtener una
aproximacién o estimacién de un pardmetro desconocido de una poblacion, basandose en
la informaciéon proporcionada por una muestra de la poblacién. Wackerly, Mendenhall &
Scheaffer (2014). Martinez (2012) aclara que es posible que muestras de la misma poblacién
tengan cuantificadores diferentes incluso usando el mismo estimador, por lo que siempre es
necesario calcular el error de muestreo que es la diferencia entre el parametro y el estima-
dor. Particularmente en esta investigacion se usaran estimadores de tipo Directo e Indirecto
(Molina 2019).

Entre los estimadores directos, para este estudio se emplea el estimador de Horvitz-Thompson
(HT), propuesto por Narain en 1951 y dado a conocer por quienes lo nombraron en 1952.
Este estimador para el total de un dominio se define asi:

c?y“;r Z ZZZ Z fdzydz (2—1)

con fg = w%-’ conocido como el factor de expansién. Asi mismo, la varianza del estimador
T
(HT) estd dada por:

Var(Eg) = 30 Y At 22

Tdi Tdl

con Agy = g — Tgima- Un estimador insesgado para Var(tc?yz;) es:

Agit Yai
D'Lr 2 : 2 : dil Ydi Ydl
V(l?" tdyﬂ' . 7T_dl7T_dl (2—3)

T dil

con gy > 0 para todo iy | € sq4 (Gutiérrez 2016). Existen otros estimadores Directos que se
pueden consultar en Deville & Sérndal (1992) los cuales son el estimador de Héjek, GREG,
Calibrado entre otros.

Ahora bien, los estimadores indirectos incluidos para la presente investigacion son el estima-
dor Sintético y el estimador Compuesto. En el Sintético, se asume que las subéreas resultantes
de la division de la poblacion tienen los mismos rasgos que la poblacién total, supuesto que,
se termina evidenciando en el sesgo del estimador ya que este es aproximadamente insesgado
(Deville & Sérndal 1992). De tal manera que, la recomendacién es tener pocos estratos para
que el volumen por estrato aumente y se incremente en la relacion directamente proporcional,
la eficiencia del estimador. Asi, este estimador esta definido por:

Smt Z ngyg (2_4)
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g es el grupo definido por la variable auxiliar, su valor esperado y sesgo son: E [fgmt] =

> Nag¥a; B[t5™] ~ > Nag(Uy — Yagy), st mq = mim la varianza toma la forma:
rSint 2 2 ¢ Ngg 1—m —\2
Var(t;™) = ZngVW[yd] ~ Z N2 Z . (i — Ya) (2-5)
g g=1 "9 U, v
G N2

Var(t3™) = de > wi(wi = 1)(y; — Uy)? (2-6)
g=1 "9 s

Igualmente, si se pretende es equilibrar el sesgo potencial del estimador Sintético y la ines-
tabilidad del estimador Directo, se debe tomar una media ponderada de ambos y hallar el
estimador Compuesto (Drew et al. 1982). Sea 62" un estimador Directo genérico de dg y

65" un estimador Sintético, el estimador Compuesto se define como:

05 = ¢adT" + (1 — ¢a)05™, 0< ¢a<1 (2-7)

siendo,

1,S’iNd Z aNd
da=1

arl, siNg < aNg

Donde N, = Z wg; y a > 0 usualmente toma los valores de %, 1, % y 2.

1€

2.1.2. Estimacion en areas pequenas

Segin Molina (2019) cuando el error de muestreo del estimador directo es considerado como
inaceptable para el indicador de interés, el area de estimacion es pequena. Pero la conside-
racion de inaceptable es subjetiva, por lo que, en cada territorio, la entidad de estadistica
correspondiente fija ese limite de error de muestreo. Dicho esto, existe una demanda alta de
informacion de grupos especificos de poblacién, para areas menores o grupos de desagrega-
ciones no planeadas, en los que el tamafno muestral es pequeno y el nivel de confiabilidad de
los resultados es baja e inhabilita su uso.

En cuanto a los métodos para hallar esta clase de estimaciones se basan en el modelo que
integra la informacion con todas las areas y que, ademas, proviene de una informacion
auxiliar que se toma desde diversas fuentes. Estos métodos resultaran mas realistas que un
método indirecto y se recomiendan en casos donde existe la posibilidad de un sesgo potencial
(Molina 2019). Uno de los modelos mas usados en la estimacion de areas pequenas es el de Fay
& Herriot (1979). A continuacion, se explica este modelo y el modelo Fay-Herriot espacial.
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Modelo de Fay-Herriot

El modelo Fay & Herriot (1979) es uno de los métodos mas utilizados y conocidos en la
estimacion de dreas pequenas, se define como:

5d:x&6+ud,d:1,...,D (2-8)

Donde f es el vector de coeficientes comun en todas las areas y ug es el efecto aleatorio de
area, ug representa la heterogeneidad de los indicadores 4 a través de las areas no explicadas
por las variables auxiliares consideradas. En el modelo més simple se asume u4 independiente
e idénticamente distribuida con media cero y varianza o2 desconocidad Molina (2019). Sea
5d un estimador directo de d4:

gd:x/d6+ud+8d7d:1,...7D (2-9)

Donde ¢4 es el error de muestreo en el area d, estos errores se asumen independientes entre
si e independientes de los efectos de dreas ug, tienen media 0 y varianza conocida g.

El mejor predictor BP(best predictor) de 5d que minimiza el error cuadratico medio se define
como Rao & Molina (2015):

351{ = ¢d8dDir + (1 — @a)zyf (2-10)

El peso para el estimador directo se define:¢, = 02‘1% 77 € (0,1). Este peso depende del tamano
muestral del area a través de la varianza 14 del estimador Directo y de la bondad de ajuste

2
u

del modelo sintético medido por o~ (en otras palabras, la heterogeneidad no explicada entre

las dreas). Si 02 es conocida, 3 puede estimarse por medio de minimos cuadrados ponderados.

D D
E = (Z qf)dl'dﬁt?zl)_l Z gbdl'deDiT (2—11)
d=1 d=1

Con esto se obtiene el mejor predictor lineal insesgado(BLUP):
OFEUY = 44007 + (1 — pa)ayB (2-12)

Cuando o2 es desconocido, se estima con el cuadrado medio de error del modelo (2-9) por el
método REML Molina (2019, p.47) y se obtiene el mejor predictor lineal insesgado empirico
(EBLUP):

OFBLUP — 6D 4 (1 — dg)a'y3 (2-13)
. D D
donde ¢4 = #“wd y 3= (Z Parary) Z Gargd}". Para resumir se llamars FH al EBLUP
d=1

d=1
basado en el modelo Fay-Herriot dado en (2-13) y la estimacion del error cuadratico medio

para el estimador FH se realiza de la siguiente forma Prasad & Rao (1990):

MSE(SE") = g1a(62) + g24(62) + 2g3a(62) (2-14)
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~ &2 N 2 N 2 A
donde, g14(67) = 245, 92a(57) = 32 fD ot X'VTIX) g y gsa(6y) = (%)(03 +
"D, & D?
262 —4 4 —4) con V = diag(c2Dx, ..., (02Dy)).
DISRDIE 972Dy, -, (93Dy)

Modelo de Fay-Herriot espacial

El estimador Fay Herriot espacial propuesto por Pratesi & Salvati (2008) es una extension
del modelo clésico Fay & Herriot (1979). Al incluir el efecto espacial se puede obtener una
mejora en el estimador EBLUP reduciendo tanto la varianza, como el sesgo del estimador
(Pratesi & Salvati 2008). Este modelo se caracteriza por tener en cuenta la proximidad
geografica y tiene la siguiente forma:

07" = xyB+ Z(I — pW) ug+eq, d=1,...,D (2-15)

Donde 677 es el modelo de Fay-Herriot con efectos espaciales para el drea d, I es la matriz
identidad, p es el coeficiente de autocorrelacion espacial que mide la fuerza de las relaciones
espaciales entre los efectos aleatorios en las areas vecinas y W es la matriz de proximida-
des entre las areas analizadas, los demés parametros siguen siendo los mismos del modelo

Fay-Herriot cldsico. Wawrowski (2016) define el mejor predictor lineal empirico espacial (SE-
BLUP) como:

SEBLUP = ol Bt 02 (1—pW ) (T—pW")| 12 % {diag (a)+ 263 (1= pW ) (I—pW )] " 2} (0"~
(2-16)

Donde 5§EBLUP es el estimador Fay-Herriot Espacial de dg4, 0}, es un vector con valor 1
en la i-ésima entrada y 0 en las demds entradas y § = (X'V1X) "' X'V 16D con V =
diag(vq) + Z62[(I — pW)(I — pW')|71Z’. Asumiendo normalidad de los efectos aleatorio o2
y p pueden estimarse mediante procedimientos de maxima verosimilitud (ML) y de méxi-
ma verosimilitud restringida (REML); en la practica frecuentemente se estiman por REML
dado que el uso de estimadores de ML podria llevar a subestimar la aproximacion de MSE
Salvati (2004a), Salvati (2004b) y Pratesi & Salvati (2005). El error cuadratico medio para el
estimador Fay-Herriot Espacial se puede estimar de la siguiente forma Prasad & Rao (1990):

MSE<35HS> ~ gi1a(62, p) + 92a(62, p) + 2934(67, p) (2-17)
donde, g1a(6%, 7) = B{62[(T— pW)(T — jW')| =" — 62[(T— pW)(T — jW')| ' Z' x {diag(e) +
Zo,[(I— pW)(I = pW')|T'Z'} 267 < [(T— pW)(I — pW')| 7}y,

92a(62, ) = (xa—b}o2 (T pW) (I W) 12 x {diag () + Z62[(1-pW)(I-pW')| 1 Z'} 1 X) x
(X {diag() + Z&2[(I— pW)(I - pW)] 127} 1K)~ x (x4 — BY[(I— pW) (I - jW)| 12" x
{diag(¥) + Z&2[(I— pW)(I — jW')] 12/} 1X)
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93a(62,p) = tr{[by(C'Z'V +62C 'z (-V'ZC'ZV H)b(AZ' V' + 62C'Z
(~V1ZAZV )V by (C'ZV ! +62C 2 (-V'ZC'ZV )b (AZV ' +52C 17
(=VT'ZAZ'V))'V (a2, )}

con C = [(I— pW)(I = pW')], A = 62[—-C 1 (2pWW' — 2W)C '] v V(02, ) la matriz
de covarianzas asintética de 62 y p Pratesi & Salvati (2008). gi4— componente encargada
del error estimado de v, gog— componente responsable del error estimado de Sy g3g— com-
ponente encargada del error estimado de 02 en el modelo EBLUP o 02 y p en el modelo
SEBLUP Wawrowski (2016). Para aplicaciones practicas se obtiene un estimador de MSE
siguiendo los resultados de Harville & Jeske (1992) y luego se extiende a modelos con cova-
rianzas generalizadas por Zimmerman & Cressie (1992).

Esta seccion del estimador Fay-Herriot espacial fue tomada del articulo Pratesi & Salvati
(2008) en el cual pueden profundizar mas detalles acerca de otros aspectos como el algoritmo
iterativo y la modificaciéon del MSE al considerar ML como método de estimacion. Para poder
utilizar la metodologia SAE en la presente investigacion primero se debe aplicar la teoria
de respuesta al item la cual nos permite establecer una relacién entre los resultados de la
prueba y los rasgos latente que se quieren medir.

2.2. Teoria de respuesta al item

La Teorfa de Respuesta al ftem (TRI) pretende medir las caracteristicas latentes a través
de modelos matematicos, en los que se asume la existencia de una relacion lineal entre la
respuesta de una persona y su habilidad para ser expresada en términos de probabilidad
(Attorresi et al. 2009), por lo que los avances de los tltimos anos de esta teorfa han permi-
tido que se use en la evaluacién de rendimiento académico y otras mediciones de competencia.

De acuerdo con Matas Terrén et al. (2010) la fortaleza de esta teorfa se da bajo los supues-
tos de que existen uno o mas rasgos latentes que son la explicacion de la respuesta de una
persona a una prueba o item, que dicho item mide un solo rasgo (unidimensionalidad) y, que
la respuesta no influye en la respuesta que otro da (independencia local).

En concordancia con lo anterior, los modelos TRI se clasifican segiin el niimero de parametros
que se estiman entre la dificultad del {tem, la discriminacion del item y el azar. Asi, el modelo
de Rasch (un pardmetro) estima solo la dificultad del item, el modelo de dos pardmetros
estima ese y, ademas, la discriminacion del item y, el modelo de Birnbaum (tres parametros)
los incluye todos. Este ultimo es el modelo que se aplicd en esta investigacion.
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Modelo de Birnbaum o modelo de tres parametros (3PL)

Birnbaum (1958) presenta el modelo de tres pardmetros asumiendo que la funcién carac-
teristica, la cual es una funcion matematica que describe la relacion entre la probabilidad de
una respuesta correcta en un item de un examen y el nivel de habilidad o rasgo que posee el
examinado, estd dada por un enlace logistico:

eDaj (Qi—bj)

Pi(eij = 16;,a5,b;,¢;) = ¢; + (1 —¢;) 1+ eDa;(0—b;)

(2-18)

Donde a; mide la potencia discriminatoria del item a; > 0, b; mide la dificultad del item

(—o0 < b; < 00), ¢;, mide el azar y D es un factor de escala constante para cada item y
17
10
(—o0o <O <o)y €;; es una variable dicotémica que toma valor de 1 cuando el individuo ¢

toma valores 1 o donde 6 es el nivel de rasgo latente que se desea medir con el item

responde correctamente el item j y 0 si responde de forma incorrecta.

A medida que la dificultad tiende a infinito(co) la probabilidad de respuesta correcta tiende
a cero(0), lo que implica que si el item es extremadamente dificil es poco probable que los
individuos respondan correctamente al item, independientemente de su nivel de habilidad
y en caso contrario cuando la dificultad tiende a (—oo)menos infinito la probabilidad de
respuesta correcta tiende a 1 dado que el item se vuelve extremadamente facil.

Para aplicar el modelo 3PL se aborda la metodologia de valores plausibles, dado que por
la naturaleza de las pruebas PISA las respuestas presentan datos faltantes y el modelo 3PL
genera estimaciones con errores de medicién altos en presencia de datos faltantes (Von Davier,
Gonzalez & Mislevy 2009). En este estudio el modelo 3PI se utilizé tan solo para estimar
las habilidades de los estudiantes de cada institucién o pais seleccionado en la muestra y, a

partir de este, implementar el modelo Fay-Herriot espacial y poder estimar 55 HS.

2.3. Valores plausibles

Los valores plausibles se obtienen de una muestra aleatoria con distribucién condicional en
la que exista sujecién al error de medicién al que se aplique un método de imputacién multi-
ple (Rubin 1987). El caso particular de estudio que ocupa esta investigacion tiene todas las
caracteristicas dadas para este tipo de valores.

Esto es, en las pruebas estandarizadas PISA existen algunos items que los estudiantes no
alcanzan a responder, por lo que la medicién individual del desempeno de los estudian-
tes esta sujeta a error de medicion, entonces para disminuir este error, se implementa un
método de imputacién multiple del que se general K valores plausibles que representan
la distribucion del desempeno del estudiante. Estos valores se obtienen como una mues-
tra aleatoria de la distribucion condicional de la habilidad para cada estudiante, esto es:
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P(6:]A;,a;,b;,¢j,0;,a,0%) donde A son las respuestas del evaluado a los ftems j, (a,b,c)
son los parametros estimados para el modelo, O; es la informacion auxiliar disponible para
cada evaluado, «a es la relacion de la informacién auxiliar con la habilidad de los evaluados
en la poblacién y o2 es la varianza comtin de todos los evaluados (Rubin 1987).

Para definir la distribucién condicional de la habilidad se necesita conocer los valores de v y
o? por lo que se incurre a un modelo lineal para la habilidad condicional dado por Dempster
et al. (1977) en el cual los parametros del modelo se estiman por medio de un algoritmo
Esperanza-Maximizacion:

P(9i|A]’,CLj,bj,Cj,Oi,O{,Oz) ~ P(Aj|aj,bj,cj,O,-,oz,az)P(éﬂOi,a,az) (2-19)

~ P(Aj]6;, a;,b;,¢;)P(6;|O;, v, 0%) (2-20)

Para realizar las estimaciones basada en los datos plausibles se realizan estimaciones inde-
pendientes de la estadistica de interés para cada uno de los valores plausibles y se promedian:

1 K

k=1

El error estandar asociado a la estimacion esta dado por:

K
EE(y) = Zvarm Yx) Z Vi — (2-22)
k:l

Var,(4x) es la varianza del estimador calculada con el K-ésimo conjunto de valores plausibles
y de acuerdo con el disefio muestral (Von Davier et al. 2009).



3 Objetivos

3.1.

3.2.

Objetivo general

Implementar una linea de andlisis y evaluacién de las pruebas PISA que incluya el
factor espacial en la metodologia de estimacién de dreas pequenas (SAE) y teoria
de respuesta al item (TRI) donde se utiliza imputacion miltiple a través de valores
plausibles propuesta por Tellez (2020)

Objetivos especificos

Incluir el factor espacial en el modelo Fay-Herriot para el estudio del rendimiento medio
de los estudiantes en las pruebas PISA de 2018 en las areas de lectura y matematicas.

Comparar las estimaciones obtenidas para las pruebas PISA 2018 con la metodologia
propuesta en este documento y la metodologia Tellez (2020) en términos de error
cuadratico y error estandar relativo.

Producir estimaciones del rendimiento medio para las pruebas PISA 2018 de paises no
participantes que puedan servir como fundamento en el diseno de politicas publicas
educativas en cada pais.



4 Metodologia

El objetivo principal de esta investigacién es determinar el promedio de habilidad de los
estudiantes en el rendimiento de las pruebas PISA, especificamente en las areas de lectura y
matemadticas. Definimos y = h(n) como la representaciéon de una estadistica o parametro de
interés, donde la estimacion de dicha habilidad en presencia de datos faltantes, se realizara
a través del modelo 3PL basado en la metodologia de valores plausibles, y las estimaciones
en areas pequenas se hara con el modelo de Fay-Herriot espacial.

El modelo 3PL es ampliamente utilizado en la estimacién de habilidades de los estudiantes.
Sin embargo, presenta la particularidad de generar estimaciones con altos errores de medicion
cuando hay datos faltantes (Von Davier et al. 2009). En el contexto de las pruebas PISA,
que son pruebas estandarizadas, es comun que los estudiantes no respondan todos los items,
lo que resulta en datos faltantes, lo que hace que la medicién del desempeno individual esté
sujeta a un error de medicion.

Con el fin de reducir el error de medicién y obtener estimaciones insesgadas a nivel de do-
minio, se implementa un método de imputaciéon muiltiple. Este método generara K valores
plausibles que representen la distribucién del desempeno de un estudiante, teniendo en cuen-
ta la incertidumbre asociada a los datos faltantes.

Ahora bien, los valores plausibles se obtienen como una muestra aleatoria de la distribucién
condicional de las habilidades (f) en el dominio, denotada por P(6|A;;,O). Tellez (2020)
define probabilidad total como:

P(0|A;;,0) = P(A;]0,0)P(8]|0) (4-1)

bajo el supuesto que los A;; son condicionalmente independientes entre si y los A;; son
condicionalmente independientes de O se tiene que:

P(0]Aij, 0) = P(Ay|0)P(0]0) (4-2)

Donde P(A;;|0) se obtiene de un modelo logistico de 3PL y P(#|O) se aproxima por una
distribucién normal de la forma:

P(0]0) = 3(6,0A, %) (4-3)
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Con 0 el vector de rasgo latente de toda la poblacién, ®(x), la funcién de probabilidad
de una distribuciéon normal y A,Y son parametros que se estiman mediante el algoritmo
de Esperanza-Maximizacién. Se generan K valores plausibles (realizaciones aleatorias) para
cada individuo 7 en el dominio d, utilizando la ecuacién (4-2). Estos valores plausibles se
denotan como 635, con k=1,..., K.

A continuacién, utilizando el k-ésimo valor plausible en el dominio d, se estima una estadisti-
ca de interés 5(36“" = efl’k y su respectiva varianza mediante el estimador directo propuesto
por Horvitz & Thompson (1952), utilizando las probabilidades de inclusién inducidas por el
disenio P(x).

Para obtener una estimacién de d,4 se promedian las estimaciones resultante de los K modelos,
5dDir o Z 6Dzr (4_4)

Se calcula el error cuadratico medio de las estimaciones, Como un promedio de los errores
cuadréticos medio (Vary) calculados para cada k-ésima estimacién. Primero se calcula el
Vary para ara cada k-ésima estimacién, por medio de la ecuacion:

A
VCLTk 5D7,r Z Z dilk edzk edlk (4_5)

Tdilk Tdik Tdlk

con Agiy = Tditk — TdikTdlk-
Luego se ponderan de la siguiente forma para lograr obtener el error cuadratico medio de
las estimaciones:

K
MSE 5D7,r _ Zvark 5D7,r ( —~ 1 Z 5Dzr o Dzr (4—6)
k:l

Estas estimaciones, junto con las variables auxiliares, se incorporan en el modelo de Fay-
Herriot espacial para mejorar la precisién. El modelo de Fay-Herriot espacial tiene en cuenta
el factor espacial y la informacién externa asociada a la variable objetivo. Para los domi-
nios que no fueron seleccionados, se estima la caracteristica de interés utilizando modelos de
estimacion en dreas pequeiias, donde 65EBLUP — 4/, 3 En este enfoque, los dominios seleccio-
nados se tratan como areas pequenas, y se utiliza el modelo de estimacion en areas pequenas
de Fay-Herriot espacial propuesto por Pratesi & Salvati (2008), el cual nos permite enlazar

la informacion auxiliar y las estimaciones ademéds del factor espacial y viene dado por:
057 PHE = ay Bt { e [(1—pW) (I =pW")] "} 2/ x {diag(va)+ 263 [(1—pW ) (I—pW')] 1 2"} (87" —y5)
(4-7)

Donde §5FBLUF e el estimador espacial para el drea d, I es la matriz identidad, p es el
coeficiente de autocorrelacion espacial, permite medir la fuerza de las relaciones espaciales
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entre los efectos aleatorios en las dareas vecinas. Mientras que W es la matriz de proximidades
entre las areas analizadas, B es el vector de coeficientes comun en todas las dreas. b, es un
vector con valor 1 en la d-ésima entrada y 0 en las demds entradas y V' = diag(vq) + Z62[(I —
PW)(I = W12,

B=(X'VIX)tx'vLeDr (4-8)

Se calcula el error cuadratico medio de las estimaciones, bajo el modelo dado por Prasad &
Rao (1990):
MSE6;"P*") m g14(67, p) + 92a(672, ) + 2g3a(67, P)



5 Estudio de simulacion y aplicacion a
los datos de la prueba PISA 2018

5.1.

Estudio de simulacion

Se planteo este estudio con el fin de evaluar en diferentes escenarios el estimador propuesto

(4-4) y compararlo con los distintos estimadores ya existentes como el Horvitz-Thompson,

Compuesto y el EBLUP propuesto por Tellez (2020). Se comparardn por medio del Sesgo

Relativo SB; = “%ﬁ, el Error Estandar Relativo FER; = —”Aﬁjf(%l) x 100y % Mejor =
porcentaje de dominios en el que el estimador obtuvo menor FER,.

Asi mismo, se evaluaran los estimadores en diferentes escenarios donde cada uno de estos

ultimos esta conformado por poblaciones con diferentes caracteristicas relevantes para el

analisis y cuya simulacién se realizé combinando las metodologias de Tellez (2020) y Pratesi

& Salvati (2008) de la siguiente manera:

1. Simular una poblacion de N = 60.000 estudiantes con 75 items cada uno y D = 79

dominios y 2 variables auxiliares asociadas a la habilidad de cada estudiante mediante

la metodologia propuesta por Tellez (2020):

a)

El primer paso es definir la cantidad de estudiantes que habra en cada uno de los
79 dominio. Para esto, se asigna cada estudiante a uno de los 79 dominios con una
probabilidad generada mediante una distribucién beta. luego de esto, se cuentan
cuantos estudiantes fueron asignados a cada dominio. Esto con el fin de garantizar
que los dominios no tengan la misma cantidad de estudiantes. Respetando que la
suma de los tamanos de los dominios es N = 60.000.

Para generar las habilidades de los estudiantes en cada dominio, se utiliza la
distribucién normal con promedio igual a la secuencia mencionada en el paso 3 y
una varianza aleatoria (varfa entre 0.3 y 0.7 por estudiante).

Se crean las 2 variables auxiliares asociadas a la habilidad creada en el paso
anterior, aumentando la varianza del componente aleatorio de un modelo lineal de
la forma Xy = Bgifai + 4 +eq; donde 64 es la habilidad del i-ésimo estudiante del
dominio d, B4 es una constante generada de una distribucién uniforme U(5,6),
Tg; se obtienen de una distribucién normal multivariada con vector de media
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1
(150, 150) y matriz de varianza {O . Of

N(0,02), 02 = 0,5 si la correlacién entre las variables auxiliares y la habilidad
es alta (> 80%), o2 = 10 si la correlacién es media(60 %, 80 %) y o7 = 30 si la

7

} donde eg4; se obtiene de una distribucién

correlacion es baja(< 60 %).

A cada estudiante se induce un 10%, 20% o 30% de datos faltantes de mane-
ra aleatoria, segin sea el escenario, usando la funcion sample para seleccionar
aleatoriamente las respuestas que seran eliminadas.

2. Estimar diez valores plausibles para cada estudiante que repliquen la habilidad creada

en el paso (1B), Usando la funcién simdata de la librerfa mirt mediante un modelo

3PL:

a)

b)

Se estiman los pardametros del modelo 3PL utilizando el algoritmo EM. Esto se
hace mediante la funcién tam.mml.3pl de la libreria TAM.

Se generan los diez valores plausibles utilizando la funcién tam.pv de la libreria

TAM.

3. Seleccién de la muestra:

)

b)

Se calcula el tamano muestral por medio de la funcién ss4p de la libreria sample-
sizesurveys, poniendo como parametros N=60000, p=0.5, conf=0.95, delta=0.04
y error=cve. Obteniendo como resultado un tamao muestral total de n=619 el
cual se distribuye proporcional al tamano del dominio para asi obtener el tamano
de muestreo en cada uno de los 79 dominios.

Se realiza un disenio de muestro aleatorio simple, en cada dominio.

L, Dir ~Comp

4. Se realiza la estimacién directa (7;""), el estimador compuesto (y;”""), para cada

dominio seleccionado, junto con su desviacion estandar.

5. Se crea la matriz estructural de los datos W aleatoriamente con una estructura Queen

de la siguiente forma:

a)

Se toma un numero inicial de vecinos para cada dominio como una muestra aleato-
ria simple de valores enteros entre 1 y 5. Luego se generan un vector de repeticiones
de 1y 0 hasta tener un vector de tamafio 79 (dominios), la cantidad de veces que
se repite el 1 es el numero de vecinos seleccionados anteriormente y la cantidad
de veces que se repite el cero es 79 menos la cantidad vecinos.

Se genera una variable uniforme (0,1) para cada entrada del vector creado en el
paso 1 y se organiza de menor a mayor con el fin de aleatorizar que dominios
seran vecinos. Se va llenando la matriz C' colocando cada vector generado como
una fila hasta obtener una matriz cuadrada de 79 x 79.
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c¢) De la matriz C, todas las entradas por debajo de la diagonal principal y las de
la diagonal principal se convierten en 0 obteniendo la matriz A, de esta matriz
resultante se obtiene la matriz B como la suma de A" + A.

d) Se obtiene la matrix W normalizando cada entrada de la matriz B de la forma

Z%j B Un ejemplo de la matriz resultante B es:

dy dy ds dy ds
di| 0 05 05 0 0
dy | 0,33 0 0,33 0 0,33
d; {033 033 0 033 0
dy| O 0 0,5 0 0,5
ds 0 0,5 0 0,5 0

e) Los pasos del (5a) hasta el (5d) se repiten hasta obtener una convergencia de
p = (0,40,25,40,5, £0,75) en el modelo SEBLUP ajustado con las estimaciones
del estimador directo y compuesto.

6. Calcular los sesgos relativos (SB,) vy los errores estandares relativos (EFER4) por domi-

2{9EBLUP)7 (AEBLUP)’ (ADir)7 (ACOmp

nio, para cada uno de los estimadores (¥ oF or A7) v calcular:

D
> 5By

a) SBP = =5—

D

D
Z EER,

d=
b) EERP = =L

D

PR

c) % Mejor = d:}) ( A\; una variable binomial que toma valor de 1 cuando

EERy(i) < EERy(j) para i # j)

(Sesgo relativo promedio)

(Error estandar relativo promedio )

7. Repetir los pasos del 3 al 5 para 500 muestras aleatorias y calcular:
500

> SBP,

a) SBR="=1

500
500

Z EERP,
b) EERP = =
500

Z % Mejor,
¢) % Mejor = =——
tuvo el menor EER)

(Promedio de los sesgos relativos promedios)

(Promedio del error estandar relativo promedio)

(Porcentaje promedio de dominios donde el estimador
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En este estudio se simulé la caracteristica de interés (64, habilidad) de forma heterogénea, es
decir, que la media y la varianza de la habilidad en los dominios sean diferentes, con el fin de
evaluar el comportamiento de los estimadores. Se realizan las comparaciones con distintas
correlaciones entre las variables auxiliares y la habilidad, diferentes niveles de correlacién
espacial entre los dominios, para asi estudiar el efecto de cada uno de estos sobre los valores
de SBR, EERP y % Mejor.

5.1.1. Comparacion de los estimadores

Se destaca la consistencia del estudio de simulacién debido a que, en todos los escenarios, a
medida que la correlacion entre la habilidad y las variables auxiliares disminuye, el EERP

aumenta y a medida que la correlacién espacial p se acerca a cero el % Mejor del estimador
SEBLUP disminuye.

La tabla 5-1 muestra que el estimador EBLUP espacial(SEBLUP) tiene un mejor desempeno
en términos de EERP en todos los escenarios, en comparacién con los estimadores Direc-
to y Compuesto. Cuando la correlacién entre la habilidad y las variables auxiliares (Cor)
disminuye, se observa un aumento en todos los valores promedio del error cuadratico medio

EERP.

Cor| p | EERP3P™(%) EERPS™™(%) EERDPAFBWP(%) EERPASEBLIUF(%) SBRIEPLUP(%) SBRASFBUF(%) % Mejor o % Mejor 000"
A | -0.75 2.476 1.44 0.736 0.681 0.095 0.088 16 % 84 %
05 2.476 144 0.734 0.719 0.085 0.085 21% 9%
-0.25 2.476 1.44 0.763 0.762 0.102 0.103 44 % 56 %
0 2.476 144 0.74 0.763 0.058 0.038 54% 16%
0.25 2.476 1.44 0.723 0.726 0.073 0.075 39% 61 %
0.5 2.476 1.44 0.723 0.721 0.078 0.081 25% %
0.75 2476 1.44 0.728 0.676 0.065 0.075 19% 81%
M | -0.75 2.492 2.513 1.186 1.164 -0.031 -0.046 38% 62 %
-0.5 2.492 2.513 1.213 1.2 -0.023 -0.031 40 % 60 %
-0.25 2.492 2.513 1.224 1.221 -0.035 -0.038 39% 61 %
0 2.492 2.513 1.218 1.219 -0.043 -0.046 42 % 58 %
0.25 2.492 2.513 1.241 1.23 -0.037 -0.036 33% 67 %
0.5 2.492 2.513 1.231 1.221 -0.03 -0.024 33% 67 %
0.75 2.492 2.513 1.206 1.154 -0.031 -0.025 33% 68 %
B |-0.75 2.518 2.678 1.361 1.253 -0.057 -0.066 18 % 82%
-0.5 2.518 2.678 1.353 1.324 -0.046 -0.055 29 % 1%
-0.25 2.518 2.678 1.376 1.37 -0.014 -0.017 43% 57%
0 2.518 2.678 1.379 1.379 -0.056 -0.056 53% 47%
0.25 2.518 2,678 1.355 1.349 -0.039 0,039 0% 60%
0.5 2.518 2.678 1.354 1.327 -0.028 -0.029 28 % 3%
0.75 2.518 2.678 1.365 1.247 -0.024 -0.023 20 % 80 %

Tabla 5-1: Missing 10 %

En el caso del estimador Directo, esto se debe a que al estimar los valores plausibles que
replican la habilidad, una disminucién en la correlacién de las variables auxiliares resulta en
una mayor variabilidad de los valores plausibles.

En los demas estimadores, el aumento en el FERP se debe tanto a lo mencionado ante-
riormente como al hecho de que utilizan informacién auxiliar para generar las estimaciones.
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Cuanto mayor sea la relacion entre la variable a estimar y la informacién auxiliar, menor
serd el EERP de las estimaciones. Por el contrario, cuando existe una menor relacién, el
EERP tiende a ser mayor (Gutiérrez 2016, Sirndal et al. 2003). Es importante destacar
que el estimador Compuesto, en los niveles de correlacién (Cor) Media y Baja, muestra un
EERP promedio mayor que el estimador Directo.

En cuanto a las correlaciones espaciales entre los dominios (p = £0,75,£0,5), se obser-
va que el estimador SEBLUP presenta un EERP menor que el estimador EBLUP, y el
(% M ejorSEBLUP) es significativamente mayor que el (% M ejorEBLUP). Esto indica que
la introduccién del estimador SEBLUP cuando existe una correlacion espacial alta o media
ayuda a mejorar la eficiencia de las estimaciones en términos de EERP. Sin embargo, cuan-
do la correlacién espacial es moderada (p=40,25), no siempre el estimador SEBLUP presenta
un EERP menor que el EBLUP. En el caso de una correlacién espacial nula (p = 0), Pratesi
& Salvati (2008) afirma que los estimadores EBLUP y SEBLUP son teéricamente iguales,
aunque en la simulacién pueden presentar diferencias leves. Esto puede deberse a un error
en el proceso de estimacion del error cuadratico medio por Monte Carlo, que no se ha tenido
en cuenta (Pratesi & Salvati 2008).

En todos los niveles de correlacién espacial, el estimador SEBLUP presenta un % Mej orSEBLUP
mayor que cero (0%). Esto significa que, sin importar el nivel de correlacién espacial, en al-
gunos dominios el estimador SEBLUP presenta el menor error cuadratico medio. Dado que
en la practica no se reporta el EERP sino el EER de cada dominio, incluir el efecto de 4rea
en las estimaciones ayuda a reducir el error cuadratico medio de algunas estimaciones. El
nimero de estimaciones en las que el error cuadratico medio disminuye esta determinado
por la estructura de correlacién W y el nivel de correlacion espacial p.

Cor | p [EERPiP"(%) EERPFS”™(%) EERPYJPIUP(%) EERPYJPPIUP(%) SBRAJPIUP(%) SBRASFPIUP(%) % MejorPPRUP % MejorSEPLUP
A [-075 2.473 1.457 0.753 0.694 0.099 0.104 15% 85 %
-0.5 2.473 1.457 0.749 0.726 0.087 0.089 19% 81%
-0.25 2.473 1.457 0.747 0.741 0.097 0.104 42% 58 %
0 2.473 1.457 0.761 0.763 0.063 0.065 54% 46 %
0.25 2.473 1.457 0.746 0.744 0.075 0.081 35% 65 %
0.5 2.473 1.457 0.743 0.722 0.081 0.092 19% 81%
0.75 2.473 1.457 0.751 0.695 0.075 0.08 18% 83 %
M | -0.75 2.49 2,511 1.18 1.165 -0.033 -0.048 38% 62 %
-0.5 2.49 2,511 1.231 1.213 -0.009 -0.013 38% 63 %
-0.25 2.49 2,511 1.211 1.199 -0.029 -0.028 38% 62%
0 2.49 2,511 1.222 1.207 -0.057 -0.057 39% 61%
0.25 2.49 2,511 1.247 1.236 -0.036 -0.034 35% 65%
0.5 2.49 2,511 1.257 1.243 -0.025 -0.022 33% 67%
0.75 2.49 2,511 1.224 1.157 0.013 0.007 28% 72%
B |-0.75 2.512 2.673 1.357 1.273 -0.044 -0.058 23% 78 %
-0.5 2.512 2,673 1.375 1.349 -0.021 -0.03 28 % 72%
-0.25 2.512 2,673 1.364 1.358 -0.034 -0.033 44% 56 %
0 2.512 2.673 1.406 1.409 -0.048 -0.048 58 % 12%
0.25 2.512 2.673 1.366 1.36 -0.039 -0.035 41% 59 %
0.5 2.512 2.673 1.368 1.337 -0.038 -0.033 24% 76 %
0.75 2.512 2.673 1.377 1.264 -0.023 -0.012 18% 82 %

Tabla 5-2: Missing 20 %
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En la tabla 5-2, a pesar de que el porcentaje de datos faltantes aumenta del 10 % al 20 %,
todavia se observan resultados similares a los de la tabla 5-1, Sin embargo, al comparar
escenario por escenario entre ambas tablas, se evidencia que los valores EERP en la tabla
5-2 son mayores en comparacién con la 5-1, pero la relacién entre los estimadores se man-
tiene igual. El aumento de los EERPse debe a que al incrementar el porcentaje de datos
faltantes, aumenta la variabilidad entre los valores plausibles, lo cual afecta en menor me-
dida al estimador directo pero si impacta a los estimadores que utilizan informacion auxiliar.

En cuanto a los estimadores EBLUP y SEBLUP, presentan comportamientos similares en
cuanto al promedio del sesgo relativo (SBR) tanto en la tabla 5-2 como en la tabla 5-1.
Aunque el SBR del estimador SEBLUP es ligeramente mayor que el del EBLUP en ambos
escenarios, la magnitud de estos SBR es tan pequefia que se consideran despreciables.

Cor| p | EERPAP™(%) EERPAS™™(%) EERPAEPIUP(%) EERPASEPIUP(%) SBRAZPIVP(%) SBRASEPLUP(%) % MejorPPLUP 9 MejorSEBLUP
A [-075 2473 1.482 0.764 0.711 0.1 0.101 16% 84%
0.5 2473 1.482 0.751 0.731 0.083 0.087 19% 81%
0.2 2473 1.482 0.757 0.756 0.094 0.102 44% 56 %
0 2473 1.482 0.773 0.775 0.053 0.055 53% 47%
0.25 2473 1.482 0.759 0.756 0.07 0.077 35% 65%
0.5 2473 1.482 0.76 0.742 0.071 0.078 19% 81%
0.75 2473 1.482 0.769 0.71 0.075 0.077 18% 83%
M | -0.75 2.489 251 1.209 1171 -0.005 -0.025 33% 68%
0.5 2.489 251 1.228 1.22 -0.027 -0.032 39% 61%
0.2 2.489 251 1.245 1.243 -0.05 -0.053 1% 59%
0 2.489 2.51 1.237 1.224 -0.054 -0.054 1% 59%
0.25 2.489 251 1.239 1.228 -0.017 -0.017 35% 65%
0.5 2.489 251 1.246 1.228 -0.034 -0.037 33% 67%
0.75 2.489 251 1.248 1.182 -0.025 -0.03 28% 73%
B |-0.75 2.509 2,671 1.393 1.286 -0.038 -0.052 16% 84%
0.5 2.509 2,671 1.396 1.365 -0.016 -0.02 27% 73%
0.2 2,509 2671 1.392 1.388 -0.022 -0.022 44% 56 %
2509 2671 1.414 1415 -0.05 -0.051 57% 43%
25 2.509 2,671 1.382 1.377 -0.024 -0.024 39% 61%
0.5 2509 2,671 1.349 1.325 -0.04 -0.033 28% 72%
0.75 2.509 2,671 1.401 1.283 -0.023 -0.016 18% 82%

Tabla 5-3: Missing 30 %

Dado que el porcentaje de datos faltantes es alto (30 %), se espera que la informacién auxiliar
sea de calidad y altamente correlacionada con la variable de interés. En los casos donde el
nivel de correlacion lineal es bajo, los estimadores atin presentan sesgos despreciables, lo cual
indica que la metodologia de estimacion mediante valores plausibles es efectiva y contribuye
a la reduccion del EFRP y SBR. En la tabla 5-3, ocurre algo similar a las tablas 5-1 y 5-2.
Debido al aumento en el porcentaje de datos faltantes, los estimadores Compuesto, EBLUP
y SEBLUP presentan un £ERP mayor en comparacién con las tablas 5-1 y 5-2.

Como se evidencia en el estudio de simulacion, los estimadores mostraron caracteristicas fa-
vorables, especialmente los estimadores de dreas pequenas (EBLUP y SEBLUP). Ademas, se
mostro que el estimador SEBLUP es una buena opcién para la estimacion cuando la variable
de interés presenta correlacion espacial, ya sea alta, media o moderada.
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Es importante destacar que todo el estudio de simulacién se realizé en el software R.

5.2. Aplicacién a los datos de la prueba PISA

En este capitulo, se llevarda a cabo la estimacién del promedio de habilidades de los es-
tudiantes en las pruebas de lectura y matematicas del programa PISA en el ano 2018. Se
compararan las estimaciones utilizando la metodologia propuesta en este estudio, la metodo-
logia oficialmente empleada por la OCDE y la metodologia propuesta por Tellez (2020), con
el objetivo de analizar y comparar dichas estimaciones para los paises que participaron en
estas pruebas. Las estimaciones se evaluaran en términos de precision. Ademas, se eliminara
el 20% de los paises para realizar estimaciones y medir la capacidad predictiva del modelo
propuesto, utilizando el sesgo relativo de la prediccién tomando como valor de referencia el
dato publicado por la OCDE.

Segun la OCDE, el programa PISA evaltia los conocimientos y habilidades fundamentales
para la participacién plena en las sociedades modernas. Esto se realiza a través de tres ma-
terias principales: ciencia, lectura y matemaéticas. En el ano 2018, aproximadamente 600,000
estudiantes de 79 paises y economias participantes presentaron las pruebas, lo que representa
una muestra representativa de 32 millones de jévenes de 15 anos en los 79 paises y economias
participantes (OCDE, 2016). (OECD 2016).

Los datos de las pruebas PISA utilizados en esta investigacion se obtuvieron de la OCDE,
especificamente de su base de datos de 2018, disponible en el enlace: https://www.oecd.
org/pisa/data/2018database/. Estos datos incluyen los valores plausibles para las dis-
tintas pruebas, particularmente aquellos relacionados con la prueba de lectura, que fue la
asignatura principal evaluada en 2018, y los correspondientes a la prueba de matematicas.
Dado que la metodologia de areas pequenas requiere informacién auxiliar para realizar las
estimaciones, se tomaron en cuenta variables auxiliares relacionadas con la infraestructu-
ra, servicios basicos, inversion en educacién, aspectos sociodemograficos y economia de los
paises. Las variables auxiliares consideradas son las siguientes:

= Desempleo total (% de participacién total en la fuerza laboral - estimacion nacional).
= Articulos en publicaciones cientificas y técnicas.

» Gasto en investigacién y desarrollo (% del PIB).

= Gasto publico en educacién, total (% del PIB).

= Indice de Gini.

» Personas que utilizan al menos servicio basico de agua potable ( % de poblacién).

= Acceso a la electricidad (% de poblacién).
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» Servidores de internet seguros (por cada millén de personas).

» Personas que usan Internet (% de la poblacion).

= Poblacién rural (% de la poblacién total).

» Investigadores dedicados a investigacién y desarrollo (por cada millén de personas).

» Tasa de incidencia de la pobreza, sobre la base de $1,90 por dia (2011 PPA) (% de la
poblacién).

» Densidad de poblacién (personas por kilémetro).
» PIB (Producto interno bruto)

Se descartaron variables como “Articulos en publicaciones cientificas”debido a su alta co-
rrelacion del 98 % con la variable “PIB”, lo cual generaria problemas de multicolinealidad
en el modelo. Ademds, la variable “Gastos por Alumno, nivel secundario (% del PIB per
cépita)”se descarté debido a que presentaba un 90 % de datos faltantes, lo cual afectaria la
capacidad de estimacién. Estos datos auxiliares pueden descargarse del sitio web del Banco
Mundial en el siguiente enlace: https://data.worldbank.org/.

Es importante mencionar que la informacién auxiliar no estaba disponible para todos los
dominios, por lo tanto, esta investigacion contemplé tnicamente 77 de los 79 paises y eco-
nomias participantes en el estudio de simulacién. Se excluyeron los datos correspondientes a
China, Moscow y Tatarstan debido a la falta de disponibilidad de informacién auxiliar para
estos dominios.

Diseno de muestreo

En el estudio PISA 2018, la poblacion objetivo en cada pais y economia participante fueron
los estudiantes de 15 anos en adelante, que abarcaban desde el séptimo grado en adelante,
incluyendo aquellos que asistian a jornada completa, parcial, programas de formacién pro-
fesional u otros programas educativos formales.

El diseno de muestreo utilizado en la mayoria de los paises participantes, excepto Rusia, fue
un diseno estratificado en dos etapas. En la primera etapa, las unidades primarias de mues-
treo (UPM) fueron las escuelas que tenian estudiantes de 15 anos en adelante en séptimo
grado y mas. Estas escuelas se seleccionaron mediante un diseno sistematico con probabili-
dades proporcionales al tamano (sistemético-mPT), donde el tamano fue una estimacion del
numero de estudiantes de 15 anos elegibles para PISA. Antes de seleccionar las escuelas del
marco muestral, se asignaron a grupos mutuamente excluyentes en funcién de caracteristicas
de la escuela llamadas estratos explicitos. Estos estratos se crearon para mejorar la precision
de los estimadores y se utilizaron variables de estratificacion especificas para cada pais o
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economia, las cuales se pueden encontrar en la tabla 4.1 del informe de disenio de muestreo
PISA 2018.

En la segunda etapa, las unidades de muestreo fueron los estudiantes de 15 anos en adelan-
te, de séptimo grado en adelante, dentro de las escuelas seleccionadas en la primera etapa.
Para cada pais participante, se definié un Tamano Objetivo (TO) que dependia del tipo de
evaluacién. Para la Evaluacién Basada en Computadora (EBC) y la Competencia Mundial
(CM), el TO fue de 42 estudiantes, mientras que para la Evaluacién Basada en Papel (EBP)
o EBC sin CM, el TO fue de 35 estudiantes. A partir de la lista de estudiantes elegibles
dentro de las escuelas seleccionadas, si la lista era mayor que el TO, se seleccionaba una
muestra de 42 o 35 estudiantes mediante un muestreo aleatorio simple. En caso contrario,
se realizaba un censo, es decir, se incluian todos los estudiantes de la lista en la muestra.

n el caso de Rusia, se empled un diseno de tres etapas. En la primera etapa, se muestrea-
ron areas geograficas (UPM) mediante un muestreo 7PT. En la segunda etapa, se selec-
cionaron escuelas (USM) dentro de las dreas geograficas mediante un disenio sistemético-
7PT. En la tercera etapa, se seleccionaron estudiantes (UTM) dentro de las escuelas me-
diante un muestreo aleatorio simple. Para obtener més detalles sobre el diseno de mues-
tra PISA 2018, se puede consultar el informe “Diseno de muestra PISA 2018”disponi-
ble en el siguiente enlace: https://www.oecd.org/pisa/data/pisa2018technicalreport/
PISA2018%20TecReport-Ch-04-Sample-Design.pdf.

Los pesos de muestreo (factores de expansién) son publicados por la OCDE en su pégina
web y se utilizan como insumo en las distintas estimaciones a realizar.

Valores plausibles

La metodologia utilizada por PISA para imputar los valores plausibles se basa en la técni-
ca propuesta por Rubin (1987) conocida como “imputacién multiple”. Esta metodologia se
aplica a nivel agregado y no a nivel individual, ya que su objetivo es incluir la varianza
estimada introducida por los valores plausibles.

La imputacion de valores plausibles se utiliza para abordar el problema de que un estudiante
solo responda a un subconjunto de los items de la prueba, y se necesita conocer como se
comportaria el estudiante en el conjunto completo de items de la prueba Martinez Arias et al.
(2006). Para predecir este comportamiento, se utilizan las respuestas a los items contestados
y otras variables de “condicionamiento” que se obtienen de los cuestionarios de contexto. A
partir de esta informacion, se genera una distribucion a posteriori de los valores de cada
estudiante, asumiendo generalmente una distribucion normal. A partir de esta distribucién,
se generan aleatoriamente diez valores plausibles para cada estudiante, que son muestras de
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su propia distribucion.

El objetivo de generar multiples valores plausibles es poder estimar la varianza derivada
de la imputacién y evitar sesgos que se producirian si se estimara la habilidad solo con el
conjunto de items respondidos por el estudiante.

Para obtener més detalles sobre la metodologia utilizada por PISA para imputar valores plau-
sibles, se puede consultar el documento “La metodologia de los estudios PISA” Martinez Arias
et al. (2006) disponible en el siguiente enlace: https://redined.educacion.gob.es/xmlui/
bitstream/handle/11162/68713/00820073007016.pdf?sequence=1.

Es importante tener en cuenta que debido a la privacidad de los datos publicados por PISA,
no es posible realizar el ejercicio de estimacion de los valores plausibles. Por lo tanto, se uti-
lizaran los valores plausibles publicados por la OCDE en su pagina web como insumo para el
analisis. Estos valores se pueden descargar de forma gratuita en el enlace mencionado: https:
//www.oecd.org/pisa/data/pisa2018technicalreport/PISA2018%20TecReport-Ch-04
—-Sample-Design.pdf.

Planteamiento del problema

El enfoque utilizado en esta investigacion se divide en dos alternativas de estimacién pro-
puestas por SAE. La primera alternativa busca mejorar las estimaciones de los estimadores
directos, sintéticos o compuestos utilizados en el estudio de PISA 2018 utilizando informa-
cién auxiliar relevante. El segundo enfoque consiste en realizar estimaciones en dominios no
observados, es decir, estimar los resultados de los paises que no participaron en las pruebas
PISA 2018, pero para los cuales se dispone de informacién auxiliar.

En la comparacién del primer enfoque, se utiliza el indicador de precisién promedio (EER)
definido en la Seccion 5.1 del estudio. Este indicador permite evaluar y comparar la calidad
de las estimaciones obtenidas mediante el mejoramiento de los estimadores directos, sintéti-
€Os 0 compuestos.

Para el segundo enfoque, se lleva a cabo un proceso de prueba en el que se estiman algunos
paises (retirados aleatoriamente). Luego, se evaliian estas estimaciones mediante el calculo
del sesgo relativo, tomando como valor verdadero los resultados publicados por la OCDE.
Posteriormente, se realizan estimaciones de paises que no participaron en las pruebas PISA
2018, pero para los cuales se cuenta con informacion auxiliar.

En el contexto de PISA, se utiliza un modelo de dos pardametros logisticos (2PL) con valores
plausibles para estimar la habilidad de los estudiantes. El modelo 2PL es un caso particular
del modelo de tres parametros logisticos (3PL) cuando C; = 0 (pseudo azar), este modelo
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tiene la siguiente forma:

el,?aj (Gi—bj)

Pi(eij = 110i, a4, b;) =

o 1 _|_ el,?a]'(eifbj) (5_1>

Donde a; es la potencia discriminatoria del item y b; es la dificultad del item. €;; es una va-
riable dicotémica que toma valor de 1 cuando el individuo i responde correctamente el item
j y 0 si responde de forma incorrecta con ¢ = 1,2,...,ng4, ng es el numero de estudiantes
seleccionados en el pais.

Prueba de lectura

Se realizaron ajustes de modelos utilizando las variables auxiliares presentadas en la seccion
5.2. Se ajustaron 14 modelos para los 33 paises que tenian informacién disponible en las 13
variables propuestas. Ademads, se anadieron 8 modelos adicionales utilizando las variables
que tenfan un porcentaje de completitud igual o superior al 85 % Para asi llegar a un total
de 71 paises con la informacién completa.

A continuacién, se presenta la tabla del modelo final, la cual nos muestra la informacién
auxiliar significativa, junto con los coeficientes correspondientes, utilizando un nivel de sig-
nificancia del 10 %:

Variables I6] p-valor

Intercepcién -0,0878  0,07298

% de poblacién con acceso a la electricidad 13,13 0,00965

Tasa de incidencia de la pobreza, sobre la base de
$1.90 por dia (2011 PPA) (% de la poblacién)

Investigadores dedicados a investigacion y

-8,585 0,0175

0,0121  1.07x107°
desarrollo (por cada millon de personas) ’ *

Tabla 5-4: Modelo 1, 33 paises y 13 variables

En la tabla 5-4, al considerar todas las variables auxiliares y ajustar el modelo, se encontrd
que solo 3 de las 13 variables propuestas fueron significativas para estimar el rendimiento
promedio en lectura. Estas variables incluyen el porcentaje de poblacion con acceso a elec-
tricidad, que esta asociada a la infraestructura; la tasa de incidencia de pobreza, que estéa
relacionada con aspectos sociodemograficos; y el nimero de investigadores dedicados a la
investigacion y desarrollo, que esta vinculado a la ciencia y tecnologia.

En cuanto a las estimaciones directas del puntaje promedio en lectura en las pruebas PISA
2018, se observo una correlacién espacial estimada de p = 0,18 en los 33 paises incluidos
en el primer modelo. A continuacion, se realizara una prueba de hipotesis de Moran para
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determinar si esta correlacién es significativa.

Hy : Correlacién espacial igual a cero
H, : Correlacién espacial diferente de cero

Con un P — value = 0,168 a un nivel de significancia del 5%, no existe suficiente evidencia
estadistica para rechazar la hipotesis nula. Por lo tanto, podemos concluir que la correlacion
espacial de las estimaciones directas del puntaje promedio de lectura en las pruebas PISA
2018 no es significativa.

Para el modelo 2, solo se tuvo en cuenta las variables que cumplieran la condicién de com-
pletitud mayor o igual a 85% de las cuales solo una de las que fueron significativas en el
modelo 1 cumplié esta condicién, el % de poblacién con acceso a electricidad.

Variables B p-valor
Intercepcién -31.18 0.08524
% de poblacién que utilizan al menos

91 36x1074
servicio bésico de agua potable 6.910 9.36x10

Servidores de‘ ir}ternet seguros 6.596x10-1  4.87x10-4
(por cada millén de personas)
% de la poblacién que usan internet 0,9001 0.0412

Densidad de poblacién (personas por kilémetro) 3.899x1073*  0.01709

Tabla 5-5: Modelo 2, 71 paises y variables con completitud > 85 %

En la tabla 5-5, se observa que al ajustar el modelo 2, la variable % de poblacién con acceso a
electricidad que resulto significativa en el modelo 1, no se encontré significativa en el modelo
2. En cambio, las variables % de poblacién que utilizan al menos servicio basico de agua po-
table, Servidores de internet seguros (por cada millén de personas) y % de la poblacién que
usan internet, Densidad de poblacién (personas por kilémetro) resultaron significativas en el
modelo 2. Estas variables estan relacionadas con aspectos de infraestructura y desarrollo.

En el modelo 2, que considera un total de 71 paises, se obtiene una correlaciéon espacial media
de p = 0,399 en la estimacion directa del puntaje medio de lectura en las pruebas PISA 2018.
A continuacion, se llevara a cabo la prueba de hipdtesis de Moran para determinar si esta
autocorrelacion espacial es estadisticamente significativa.

H, : Correlacion espacial igual a cero
H, : Correlacion espacial diferente de cero
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Con un P — value = 0,00022 a un nivel de significancia del 5 %, se rechaza la hipdtesis nula.
Por lo cual concluimos que la correlacion espacial de las estimaciones directas de la prueba
de lecturas en los 71 paises contemplados en el modelo 2 es significativa.

Resultados

Dado que los 33 paises con los que se ajustd el modelo 1 estan contenidos en el modelo 2,
se reportaran las estimaciones obtenidas con el modelo 2 que presento mejor ajuste y mayor
nivel de correlacién espacial.

En la tabla 5-6, e presentan las estimaciones del rendimiento medio por pais obtenidas a
partir de la prueba de lectura, junto con los coeficientes de variacién (Cve) publicados por
PISA 2018. También se incluyen las estimaciones mediante la metodologia propuesta por
Tellez (2020) y las estimaciones con el estimador propuesto en esta investigacién, junto con

P ~ B
sus correspondientes FER,; = Mi—gw x 100. Ademads, se proporciona el nombre del

A2 Ar% ~ B
%Eﬁdp) x 100 del estimador con el

estimador con el menor FE R, y la medida Di f,.., =
menor EER,;. En esta medida, 62 representa la varianza estimada publicada por la OCDE,
y MSE ('Ayfp ) es la varianza estimada mediante la metodologia propuesta por Téllez (2020) y
la metodologia propuesta en esta investigacién. Esta medida permite comparar si hubo una
reduccién en la variabilidad de las estimaciones por pais. El estimador con menor EFE R, se
identifica en la columna Mejor.

Paises Ja Cve(100%) ~,“BEYF  EERFBLUP 5 SEBLUP EERSEBLUP \ejor Dif_real
Albania 405 0.4741 405 0.4734 405 0.4733 SEBLUP 0.349
Alemania 498 0.6084 498 0.6063 498 0.6056 SEBLUP  1.0257
Arabia Saudita 399 0.7419 399 0.7384 399 0.7374 SEBLUP  1.0521
Australia 503 0.3241 503 0.3237 503 0.3237 SEBLUP  0.2488
Austria 484 0.5579 484 0.5563 484 0.5559 SEBLUP  0.7204
Baku (Azerbaiyédn) 389 0.6452 389 0.6434 389 0.6431 SEBLUP  0.5766
Bélgica 493 0.4706 493 0.4697 493 0.4696 SEBLUP 0.515
Bielorrusia 474 0.5148 474 0.5138 474 0.5134 SEBLUP  0.5802
Bosnia y Herzegovina 403 0.727 403 0.7244 403 0.7238 SEBLUP  0.8254
Brazil 413 0.5109 413 0.5099 413 0.5095 SEBLUP  0.4864
Brunei Darussalam 408 0.2206 408 0.2205 408 0.2205 SEBLUP  0.0742
Bulgaria 420 0.931 420 0.9246 421 0.9232 SEBLUP 1.3973
Canada 520 0.3462 520 0.3458 520 0.3457 SEBLUP  0.3018
Chile 452 0.5841 452 0.5824 452 0.5821 SEBLUP 0.614
Colombia 412 0.7888 412 0.7854 412 0.7847 SEBLUP  1.0387
Costa rica 426 0.8028 426 0.7988 426 0.7984 SEBLUP  1.0582
Dinamarca 501 0.3593 501 0.3588 501 0.3588 SEBLUP 0.238
Emiratos drabes unidos | 432 0.5324 432 0.5311 432 0.5311 SEBLUP  0.4887
Espana 477 0.3312 477 0.3309 477 0.3308 SEBLUP  0.2621
Estados Unidos 505 0.7069 505 0.7036 505 0.7022 SEBLUP  1.3316
Estonia 523 0.3518 523 0.3514 523 0.3513 SEBLUP  0.3156
Federacion Rusa 478 0.6444 478 0.6424 478 0.6409 SEBLUP  1.2131
Filipinas 340 0.9676 340 0.963 340 0.9623 SEBLUP  0.8673
Finlandia 520 0.4442 520 0.4434 520 0.4432 SEBLUP  0.5291
Francia 493 0.4706 493 0.4697 493 0.4694 SEBLUP  0.5565
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Georgia 380 0.5684 380 0.5672 380 0.5668 SEBLUP  0.4414
Grecia 457 0.7921 457 0.7883 457 0.7874 SEBLUP  1.2558
Hong Kong 524 0.521 524 0.5197 524 0.5196 SEBLUP  0.6336
Hungria 476 0.4727 476 0.4718 476 0.4715 SEBLUP  0.4989
Indonesia 371 0.69 371 0.6887 371 0.6887 SEBLUP  0.4877
Irlanda 518 0.4324 518 0.4317 518 0.4315 SEBLUP  0.4682
Islandia 474 0.3671 474 0.3666 474 0.3665 SEBLUP  0.2654
Israel 470 0.7809 470 0.7768 469 0.7765 SEBLUP  1.3648
Italia 476 0.5126 476 0.5115 476 0.5111 SEBLUP 0.641
Japon 504 0.5298 504 0.5285 504 0.5284 SEBLUP  0.6554
Jordén 419 0.7017 419 0.6992 419 0.6988 SEBLUP  0.8065
Katar 407 0.1892 407 0.1891 407 0.1801 SEBLUP  0.0545
Kazajistdn 387 0.3773 387 0.3769 387 0.3768 SEBLUP 0.199
Korea 514 0.572 514 0.5705 514 0.57 SEBLUP  0.7774
Letonia 479 0.3382 479 0.3379 479 0.3378 SEBLUP 0.263
Libano 353 1.2238 354 1.2132 354 1.2109 SEBLUP  1.4802
Lituania 476 0.3193 476 0.3191 476 0.319 SEBLUP  0.2263
Luxemburgo 470 0.2404 470 0.2403 470 0.2403 SEBLUP  0.1207
Macao 525 0.2343 525 0.2343 525 0.2342 SEBLUP  0.0216
Macedonia del norte 393 0.2799 393 0.2797 393 0.2797 SEBLUP  0.1179
Malasia 415 0.6916 415 0.689 415 0.6884 SEBLUP  0.9577
Malta 448 0.3862 448 0.3857 448 0.3855 SEBLUP  0.2826
Marruecos 359 0.8719 359 0.8695 359 0.869 SEBLUP  0.6741
Meéxico 420 0.6548 420 0.6527 420 0.6524 SEBLUP  0.6486
Montenegro 421 0.2494 421 0.2493 421 0.2493 SEBLUP  0.1078
Noruega 499 0.4349 499 0.4341 499 0.4338 SEBLUP  0.4625
Nueva Zelanda 506 0.4032 506 0.4026 506 0.4025 SEBLUP  0.3876
Paises Bajos 485 0.5464 485 0.5448 485 0.5445 SEBLUP 0.563
Panama 377 0.7825 377 0.7796 377 0.7789 SEBLUP  0.8685
Peru 401 0.7382 401 0.7362 401 0.7358 SEBLUP  0.8189
Polonia 512 0.5273 512 0.5262 512 0.5257 SEBLUP  0.7148
Portugal 492 0.4939 492 0.4929 492 0.4927 SEBLUP  0.5554
Reino Unido 504 0.5119 504 0.5107 504 0.5102 SEBLUP  0.6512
Reptblica Checa 490 0.5204 490 0.5191 490 0.56188 SEBLUP  0.6215
Reptblica Dominicana | 342 0.8363 343 0.8321 343 0.8314 SEBLUP  0.7604
Republica Eslovaca 458 0.4869 458 0.4859 458 0.4856 SEBLUP  0.4855
Rumania 428 1.2009 429 1.1871 429 1.1835 SEBLUP  2.4506
Serbia 439 0.7449 439 0.7422 438 0.7419 SEBLUP  1.0378
Singapur 549 0.2896 549 0.2894 549 0.2894 SEBLUP  0.1708
Slovenia 495 0.2485 495 0.2484 495 0.2483 SEBLUP 0.146
Suecia 506 0.5968 506 0.595 506 0.5944 SEBLUP  0.8859
Suiza 484 0.6446 484 0.642 484 0.6414 SEBLUP  0.8864
Tailandia 393 0.8219 393 0.8181 393 0.8179 SEBLUP  0.8149
Turquia 466 0.4657 466 0.465 466 0.4649 SEBLUP  0.4554
Ucrania 466 0.7511 465 0.7487 465 0.7479 SEBLUP  1.1381
Uruguay 427 0.6464 427 0.6442 427 0.6439 SEBLUP  0.7145

Tabla 5-6: Resultados de las estimaciones del rendimiento medio de la prueba de lectura
PISA 2018 con 7y, v4ZBLVP vy 4, 5FBEUP ¢on sus medidas de calidad

En la tabla 5-6, se puede observar que los valores de EE R, para todas las estimaciones son
menores que los coeficientes de variaciéon (Cve) publicados por PISA 2018 para la prueba
de lectura. Ademas, en los 71 paises estimados, la metodologia propuesta en esta investiga-
cién muestra un menor £'F R, en comparacion con la metodologia propuesta en Tellez (2020).
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El resultado obtenido fue mejor de lo esperado, ya que el estimador propuesto en la simula-
ciéon demostré un mejor rendimiento en un menor niimero de dominios cuando la correlacion
era moderada-media. Se pudo comprobar que el estimador propuesto es superior al estimador
Directo, Compuesto y, en algunos casos, incluso supera al EBLUP. Es importante destacar el
buen desempeno del estimador SEBLUP en una gran cantidad de paises estimados y como
se logré reducir el error de estimacién (Dif,e) incluso después de aplicar la metodologia
propuesta en Tellez (2020). Con la metodologia propuesta en esta investigacion, se logré
reducir aiin mas estos errores en algunos casos.

Habiendo comprobado la efectividad del estimador Fay-Herriot espacial (SEBLUP) en com-
paracién con los demés estimadores, se procedera a abordar el segundo enfoque, que consiste
en estudiar el error relativo de las estimaciones para los paises que no participaron en PISA
2018. En primer lugar, se eliminardn aleatoriamente el 10 % de los paises participantes y se
estimaran, con el fin de comparar los resultados con los publicados por PISA 2018. Los paises
seleccionados para ser eliminados fueron Azerbaiyan, Estonia, Georgia, Panama, Rumania,
Espana y Uruguay. Después de realizar la estimacion utilizando la informacién auxiliar de
estos paises, se presentaran los resultados de sus estimaciones junto con su sesgo relativo en
la tabla 5-7.

Paises Yo J4°EPRUY 8By
Baku, (Azerbaiydn) | 389 416 -6,94
Estonia 523 482 7,84
Georgia 380 417 -9,74
Panamé 377 395 4,77
Rumania 428 450 -5,14
Espana 477 462 3,14
Uruguay 427 448  -4,92

Tabla 5-7: Prediccion del rendimiento medio en lectura para 7 paises eliminados aleatoria-
mente

Como se puede observar en la tabla 5-7, los sesgos relativos obtenidos para las predicciones
de los 7 paises eliminados aleatoriamente fueron menores al 10 %, lo que indica que son pre-
dicciones acertadas. Por lo tanto, se procederd a realizar predicciones para algunos paises
que no participaron en PISA 2018, pero para los cuales se cuenta con informacién auxiliar.
Las estimaciones se reportan con el estimador propuesto (SEBLUP) y el modelo 2.

La tabla 5-8 presenta las estimaciones del rendimiento medio en la prueba de lectura PISA
2018 para algunos paises no participantes, para los cuales se cuenta con informacién auxiliar.
Estas predicciones fueron realizadas utilizando el segundo enfoque descrito en la formulacién
del problema. Sin embargo, es importante tener precaucién al analizar estas predicciones,
ya que “es necesario realizar una discusién detallada sobre la conveniencia de reemplazar
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la aplicacién de pruebas por la estimacion generada mediante modelos estadisticos” (Tellez
2020).

Paises <, SEBLUP
Bolivia 367
China 388
Ecuador 395
El Salvador 401
Honduras 376
India 327
Nigeria 238
Pakistan 325
Paraguay 434
Senegal 295

Tabla 5-8: Prediccion del rendimiento medio en lectura para paises no presentes en PISA
2018

Prueba de matematicas

Siguiendo la misma metodologia utilizada en la prueba de lectura, se ajustaron la misma
cantidad de modelos con las mismas variables auxiliares como regresoras, con el objetivo
de identificar las variables que contribuyen a explicar o predecir el rendimiento medio en
matematicas, con un nivel de significancia del 10 %. Los resultados obtenidos se muestran a

continuacion:
Variables 6] p-valor
% de poblacién con acceso a la electricidad 3,0466 2,13x107
% de la poblacién que usan Internet 1.4969 8,341073

Tasa de incidencia de la pobreza, sobre la base de

$1.90 por dia (2011 PPA) (% de la poblacién)
Poblacién rural (% de la poblacién total) 0.8263 0.01867
Investigadores dedicados a investigacion y

-6,9659 0,0340

8.64x1073 1.08x1073
desarrollo (por cada millon de personas) = *

Tabla 5-9: Modelo 1, 33 paises y 13 variables

En la tabla 5-9, al ajustar diferentes modelos teniendo en cuenta todas las variables auxiliares
como regresoras del rendimiento medio en la prueba de matematicas PISA 2018, se encontrd
que cinco variables resultaron significativas. Dos de ellas estan asociadas a infraestructura,
como el porcentaje de poblacién con acceso a la electricidad y el porcentaje de la poblaciéon
que utiliza internet. Dos variables estan relacionadas con factores socio-demograficos, como
la tasa de incidencia de la pobreza basada en $1.90 por dia (2011 PPA) y el porcentaje de
poblacién rural. Ademds, una variable esta relacionada con ciencia y tecnologia, que es el
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numero de investigadores dedicados a la investigacién y desarrollo. En este caso, el intercepto
no resulté significativo.

Las estimaciones directas del puntaje medio de matematicas en las pruebas PISA 2018 pre-
sentan una correlacién espacial estimada de p = 0,499 en los 33 paises contemplados en el
modelo 1. A continuacién, se realizard una prueba de hipdtesis de Moran para determinar si
esta correlacion es significativa.

Hy : Correlacién espacial igual a cero
H, : Correlacion espacial diferente de cero

Con un P — value = 0,02 a un nivel de significancia del 5%, se rechaza la hipdtesis nula.
Por lo cual concluimos que la correlaciéon espacial de las estimaciones directas de la prueba
de matematicas en los 33 paises contemplados en el modelo 1 es significativa.

Variables 6] p-valor

Intercepcién -1,18x103 0,0134

Desempleo, total (% de ‘paI“tI.C/lpaCIO%l total 1,848 0.0809

en la fuerza laboral- estimacién nacional-)

% de poblacién con acceso a la electricidad 15,67 2,071x1073
Servidores de internet seguros (por cada millén de personas) 7.354x10~*  1.42x10~*

% de la poblacién que usan internet 0.9092 0.0467
Densidad de poblacién (personas por kilémetro) 5.7x1073 8.54x1074

Tabla 5-10: Modelo 2, 71 paises y y variables con completitud > 85 %

En la tabla 5-10, se observa que en este modelo el intercepto si resulté significativo, y se
encontraron cinco variables significativas. Dos de ellas estan asociadas al aspecto socio-
demografico, como el desempleo total (porcentaje de participacion total en la fuerza laboral)
y la densidad de poblacién (personas por kilémetro). Tres variables estan relacionadas con
infraestructura, como el porcentaje de poblacién con acceso a la electricidad, los servidores
de internet seguros (por cada millén de personas) y el porcentaje de la poblacién que utiliza
internet.

En el modelo 2, que incluye un total de 71 paises, se obtuvo una correlacién espacial media
estimada de p = 0,467 en la estimacién directa del puntaje medio de matematicas en las
pruebas PISA 2018. A continuacion, se plantea una prueba de hipétesis de Moran para de-
terminar si esta autocorrelacién espacial es significativa.
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Hy : Autocorrelacién espacial igual a cero
H; : Autocorrelacion espacial diferente de cero

Con un P — value = 1,037¢7% a un nivel de significancia del 5%, se rechaza la hipétesis
nula. Por lo cual concluimos que la ccorrelacion espacial de las estimaciones directas de la
prueba de matemaéticas en los 71 paises contemplados en el modelo 2 es significativa.

Resultados

Dado que los 33 paises con los que se ajustd el modelo 1 estan contenidos en el modelo 2,
se reportaran las estimaciones obtenidas con el modelo 2 que presento mejor ajuste y mayor
nivel de correlacion espacial.

Paises qa Cve(100%) ~,PIUF EEREBLUP 5 SEBIUP EERSEBLUP  \[ejor Dif real
Albania 437 0.5538 437 0.5526 437 0.5522 SEBLUP 0.586
Alemania 500 0.53 500 0.5286 500 0.5277 SEBLUP  0.8717
Arabia Saudita 373 0.8016 374 0.7975 374 0.7953 SEBLUP  1.2502
Australia 491 0.3951 491 0.3945 491 0.3944 SEBLUP  0.3691
Austria 499 0.5952 499 0.5934 499 0.5925 SEBLUP  0.9328
Baku (Azerbaiyédn) 420 0.6714 420 0.669 420 0.6683 SEBLUP  0.7944
Bélgica 508 0.4449 508 0.4441 508 0.4439 SEBLUP 0.522
Bielorrusia 472 0.5657 472 0.5642 472 0.5635 SEBLUP  0.7401
Bosnia y Herzegovina 406 0.7537 406 0.751 406 0.75 SEBLUP  0.9103
Brazil 384 0.5286 384 0.5276 384 0.5271 SEBLUP  0.4883
Brunei Darussalam 430 0.2698 430 0.2696 430 0.2696 SEBLUP  0.1266
Bulgaria 436 0.8761 436 0.8708 436 0.8695 SEBLUP  1.3399
Canada 512 0.4609 512 0.4601 512 0.4599 SEBLUP  0.5511
Chile 417 0.5803 417 0.5787 417 0.5784 SEBLUP  0.5131
Colombia 391 0.7647 391 0.7618 391 0.7611 SEBLUP  0.9037
Costa rica 402 0.8184 402 0.8143 402 0.8144 EBLUP 0.9126
Dinamarca 509 0.3418 509 0.3415 509 0.3414 SEBLUP  0.2335
Emiratos arabes unidos | 435 0.492 435 0.491 435 0.4909 SEBLUP  0.4453
Espaia 481 0.3035 481 0.3033 481 0.3032 SEBLUP  0.2211
Estados Unidos 478 0.6778 478 0.6748 478 0.673 SEBLUP  1.2557
Estonia 523 0.3327 523 0.3324 523 0.3322 SEBLUP  0.2987
Federacién Rusa 488 0.6066 488 0.6048 488 0.6028 SEBLUP 1.323
Filipinas 353 0.983 353 0.9804 353 0.979 SEBLUP  0.7737
Finlandia 507 0.3886 507 0.388 507 0.3878 SEBLUP  0.4133
Francia 495 0.4687 495 0.4678 495 0.4674 SEBLUP  0.6061
Georgia 398 0.6533 398 0.6514 398 0.6509 SEBLUP  0.6775
Grecia 451 0.6851 451 0.6832 451 0.6825 SEBLUP  0.9405
Hong Kong 551 0.5445 551 0.543 551 0.5429 SEBLUP  0.7376
Hungria 481 0.4823 481 0.4814 481 0.481 SEBLUP  0.5708
Indonesia 379 0.8232 379 0.8205 379 0.8202 SEBLUP  0.7404
Irlanda 500 0.44 500 0.4392 500 0.4388 SEBLUP  0.5065
Islandia 495 0.3939 495 0.3933 495 0.3932 SEBLUP  0.3466
Israel 463 0.7559 463 0.7523 463 0.7516 SEBLUP  1.3033
Italia 487 0.5708 487 0.5694 487 0.5686 SEBLUP  0.9058
Japon 527 0.4687 527 0.4678 527 0.4676 SEBLUP  0.5766
Jordan 400 0.8275 400 0.824 400 0.8244 EBLUP 0.9078
Katar 414 0.2971 414 0.2969 414 0.2969 SEBLUP  0.1431
Kazajistan 423 0.4515 423 0.4508 423 0.4505 SEBLUP 0.362
Korea 526 0.5932 526 0.5915 526 0.5908 SEBLUP  0.9156
Letonia 496 0.3952 496 0.3947 496 0.3944 SEBLUP  0.4134
Libano 393 1.0305 394 1.0223 394 1.0202 SEBLUP  1.5835
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Lituania 481 0.4054 481 0.4048 481 0.4046 SEBLUP 0.395
Luxemburgo 483 0.2277 483 0.2276 483 0.2276 SEBLUP  0.1213
Macao 558 0.2742 558 0.2741 558 0.2741 SEBLUP  0.0361
Macedonia del norte 394 0.3959 394 0.3956 394 0.3954 SEBLUP  0.2169
Malasia 440 0.6545 440 0.6522 440 0.6508 SEBLUP 1.1532
Malta 472 0.4025 472 0.402 472 0.4018 SEBLUP  0.3508
Marruecos 368 0.9049 368 0.9003 368 0.8991 SEBLUP  1.0382
México 409 0.6088 409 0.6072 409 0.607 SEBLUP  0.5595
Montenegro 430 0.2884 430 0.2882 430 0.2881 SEBLUP  0.1659
Noruega 501 0.4431 501 0.4423 501 0.4419 SEBLUP  0.5184
Nueva Zelanda 494 0.3462 494 0.3458 494 0.3457 SEBLUP  0.2844
Paises Bajos 519 0.5067 519 0.5054 519 0.5051 SEBLUP  0.5873
Panama 353 0.7705 353 0.7689 353 0.7683 SEBLUP  0.5388
Peru 400 0.6525 400 0.6516 399 0.6515 SEBLUP  0.5494
Polonia 516 0.5039 516 0.5028 516 0.5024 SEBLUP  0.7174
Portugal 492 0.5447 492 0.5434 492 0.543 SEBLUP  0.6874
Reino Unido 502 0.51 502 0.5088 502 0.5083 SEBLUP  0.7078
Repiblica Checa 499 0.493 499 0.4919 499 0.4915 SEBLUP  0.6078
Republica Dominicana | 325 0.8062 326 0.8025 326 0.8015 SEBLUP  0.6667
Republica Eslovaca 486 0.5267 486 0.5255 486 0.525 SEBLUP  0.6811
Rumania 430 1.1395 431 1.1278 431 1.1238 SEBLUP  2.4165
Serbia 448 0.7054 448 0.7028 448 0.7019 SEBLUP 1.1139
Singapur 569 0.2812 569 0.281 569 0.281 SEBLUP  0.1785
Slovenia 509 0.2672 509 0.267 509 0.267 SEBLUP  0.1888
Suecia 502 0.5279 502 0.5266 502 0.5261 SEBLUP  0.7313
Suiza 515 0.565 515 0.5633 515 0.5627 SEBLUP  0.8187
Tailandia 419 0.8234 419 0.8199 419 0.8192 SEBLUP  1.0018
Turquia 454 0.4978 454 0.4969 454 0.4966 SEBLUP  0.5331
Ucrania 453 0.8057 453 0.8021 453 0.8007 SEBLUP  1.3267
Uruguay 418 0.6292 418 0.6272 418 0.627 SEBLUP  0.6862

Tabla 5-11: Resultados de las estimaciones del rendimiento medio de la prueba de matéma-
ticas PISA 2018 con 74, 74" P*VF y 4,°FPUP con sus medidas de calidad

En la tabla 5-11, se puede observar que en 69 de los 71 paises estimados, la metodologia
propuesta proporciona un menor Error Estandar Relativo (FER;) en comparacién con la
metodologia propuesta en Tellez (2020) y también en comparacién con los Coeficientes de Va-
riacién (C've) publicados por PISA 2018 para la prueba de matematicas. Ademés, se muestra
la disminucién porcentual del error de estimacion (Dif,..;), que es menor con la metodologia
propuesta en comparacién con la metodologia oficial de la OCDE y en algunos casos menor
a la propuesta por Tellez (2020).

Es destacable que, al igual que en la prueba de lectura, los resultados superan las expectati-
vas, ya que con una correlacién media estimada de p = 0,467, se obtienen mejores resultados
incluso en comparacién con simulaciones realizadas con una correlacién alta (p = 0,75) y un
30 % de datos faltantes.

A continuacién, se aplico el segundo enfoque de la metodologia propuesta para evaluar la
capacidad de prediccion del rendimiento medio en matematicas de los modelos ajustados.
Este enfoque se evalud utilizando el sesgo relativo tomando los resultados publicados por
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la OCDE como los valores reales. Los paises eliminados en este anélisis fueron Azerbaiyan,
Estonia, Georgia, Panamd, Rumania, Espana y Uruguay. Se realizé la estimacion utilizando
la informacién auxiliar de estos paises y los resultados correspondientes se presentan junto
con su sesgo relativo en la tabla 5-12.

Paises Ja 7 FPEUP 5By
Baku (Azerbaiyan) | 420 451 -7,38
Estonia 523 486 7,07
Georgia 398 412 -3,52
Panama 353 381 -7,93
Rumania 430 449 -4.42
Espana 481 440 8,52
Uruguay 418 442 -5,74

Tabla 5-12: Prediccién del rendimiento medio en lectura para 7 paises eliminados aleatoria-
mente

La tabla 5-12 presenta las predicciones del rendimiento medio de matematicas para los 7
paises eliminados aleatoriamente, donde se puede identificar que los sesgos relativos son
menores al 8% lo cual indica que son buenas predicciones. Se continua prediciendo el rendi-
miento medio de matematicas de algunos paises que no presentaron las pruebas PISA 2018
de los cuales se cuenta con informacién auxiliar. Se reportan los resultados de la misma
manera explicada para lo correspondiente la prueba de lectura.

Paises 5. SEBLUP
Afganistan 327
Bolivia 339
China 428
Cabo Verde 313
Cuba 433
Argelia 398
Ecuador 414
Gabén 287
India 337
Nicaragua 270
Puerto Rico 431
Paraguay 426
El Salvador 380
Sudafrica 230

Tabla 5-13: Prediccién del rendimiento medio de matématicas para paises no presentes en

PISA 2018

En la tabla 5-13 se muestran las estimaciones del rendimiento medio en la prueba de ma-
tematicas de PISA 2018 utilizando el segundo enfoque de la metodologia propuesta. Es
importante resaltar que se debe llevar a cabo una discusion detallada sobre la conveniencia
de reemplazar la aplicacién de pruebas por la estimacion generada por modelos estadisticos,
como se menciona en Tellez (2020).



6 Conclusiones y recomendaciones

Este estudio revelé mediante simulaciones que el estimador propuesto (SEBLUP) presenta
sesgos minimos, inferiores al 1 %, lo cual sugiere un posible insesgamiento en las estimaciones.
Ademas, se observo que en la mayoria de casos el estimador SEBLUP supera al estimador
EBLUP en términos de EERP (error estdndar relativo promedio). A medida que la correla-
cién espacial aumenta, se incrementa la proporcién de casos en los que el estimador SEBLUP
es mas eficiente que el estimador EBLUP en términos de EERP. Asimismo, a medida que
la correlacion lineal disminuye, aumenta la diferencia de EERP entre el estimador SEBLUP
y el EBLUP. En todos los casos, el estimador propuesto exhibe un EERP inferior al 2%, lo
cual, segiin Gutiérrez (2016), se considera bajo.

En la aplicacién préactica de las pruebas de lectura y matematicas PISA 2018, se lograron
mejoras en las estimaciones en términos de precision en comparacion con los resultados publi-
cados por la OCDE en PISA 2018. Ademas, se realizaron predicciones para algunos paises que
no participaron en PISA 2018. En la mayoria de los paises estimados, el estimador SEBLUP
demostré ser el mas preciso. Por lo tanto, la metodologia propuesta en esta investigacion
se presenta como una nueva alternativa de estimacion en pruebas estandarizadas, al igual
que la metodologia propuesta por Tellez (2020), ya que ambas muestran un gran potencial
predictivo que ayuda a mejorar la precision de las estimaciones. Estas metodologias también
pueden ser aplicadas en otras pruebas estandarizadas, como TIMMS, PRILS e ICFES.

Un aspecto fundamental de este trabajo consistié en identificar los factores que influyen en
el rendimiento de los estudiantes. los cuales fueron las variables auxiliares que mostraron
una significancia estadistica en cada una de las pruebas realizadas, tanto en lectura como
en matematicas. Estos hallazgos resultan relevantes para tenerlos en cuenta al momento
de formular politicas publicas relacionadas con la educacién, ya que desempenan un papel
crucial en el desempeno de los estudiantes.
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